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SEMIANELLI
COMPLEMENTARIZZABILI

Note (*) di DomENIco Bocciont (a Padova)

Nel § 1 si introduce anzitutto il concetto di anello com-
plementare (sinistro) & di un semianello dato S (non neces
sariamente commutativo) rispetto ad un suo sottinsieme M,
moltiplicativamente chiuso, di elementi semplificabili (per le
definizioni qui adottate si vedano i n. seguenti, in partico-
lare il n.° 1).

Si dimostra quindi un teorema (n.° 2) che di una condi-
zione necessaria e sufficiente affinché S sia complementariz-
zabile (a sinistra) rispetto ad M, cioé affincheé esista Panello
& (che risulta individuato da S ed M a meno di isomorfismi).

In particolare, se S & un anello, & non & altro che Panello
dei quezienti (a sinistra) di S rispetto ad M, e si ritrova al-
lora (n.° 8) un teorema di Asano ([1]?)), che generalizza un
noto risultato di Ore ([6]; cfr. [2], p. 147).

La costruzione, qui adottata, dell’anello complementare &l
contiene come caso particolare una costruzione diretta (senza
cioé¢ lintervento intermediario dell’anello dei numeri interi) del
corpo dei numeri razionali a partire dal semianello dei nu-
meri naturali, che fornisce una (presumibilmente nuova) defi-
.nizione di numero razionale come classe di equivalenza di terne
ordinate di numeri naturali (n.! 9, 10).

(*) Pervenuta in Redazione il 12 maggio 1955.
Indirizzo dell’A.: Seminario matematico, Universita, Padova.
1) T numeri fra parentesi quadre rimandano alla bibliografia alla
fine della nota.
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Nel § 2 si considera un analogo problema di immersione
per uno pseudoanello P contenente un sotto-pseudoanello II
di elementi semplificabili (sia rispetto all’addizione che alla
moltiplicazione), problema che conduce alla nozione di pseudo-
anello complementare (sinistro, in senso stretto) § di P ri-
spetto a I

Imponendo al sottinsieme II di P un’ulteriore restrizione,
si trova, per lesistenza di §, una condizione necessaria e
sufficiente analoga alla precedente (n° 12).

§1
1. - Sia P un insieme (non vuoto) in cui siano definite
due operazioni (univoche) binarie, addizione e moltiplicazione,
che ad ogni coppia ordinata (a, b) con a, b € P facciano cor-
rispondere una somma a4 b € P ed un prodotto ab —a-bEP.
Se queste due operazioni godono delle proprietd seguenti (qua-
lunque siano a, b, ¢ € P):

(@+d+ec=a+(d+c), atdb=b+a,
(adb)ec = a(be),
(@ 4+ b)c = ac + be, c(a+4b)=ca+ cb,

(se cioé ’addizione & associativa e commutativa, e la moltipli-
cazione associativa e distributiva — a destra e a sinistra —
rispetto all’addizione), diremo che P & uno pseudoanello. Que-
sto si dird poi commuiativo, se la moltiplicazione & inoltre
commutativa (ab = ba).

Dunque uno pseudoanello ¢ uno pseudogruppo rispetto alla
moltiplicazione ed uno pseudogruppo commutativo rispetto
alPaddizione (denotandosi qui con pseudogruppo ogni insieme
in cui sia definita una operazione binaria associativa — cfr. ad
es. [4], p. 117 —).

Indicando con f(a, b) il risultato dell’operazione sulla cop-
pia ordinata (@, b) di elementi di uno pseudogruppo @ qual-
siasi, ricorderemo (cfr. ad es. [3], p. 22) che per elemento
identico ®’intende un e € @ tale che f(e, a) = f(a, e) = a per
ogni a € Q; questo e, se esiste, & unico. Ricorderemo inoltre
che, se tale elemento identico.esiste, per inverso di un e € Q
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g’'intende un ¢’ € Q tale che f(a', a) = f(a, @')=¢; anche @/,
se esiste, & unico. Per gli eventuali elemento identico ed inverso
rispetto ad una qualsiasi delle due operazioni di uno pseudo-
anello P, adotteremo le denominazioni e i simboli usuali (e
cioé 0, — a per Paddizione, 1, a—* per la moltiplicazione).

Ricorderemo ancora (cfr. ad es. [2], p. 42), che un ele-
mento @ di uno pseudogruppo @ dicesi semplificabile (in Q)
se ciascuna delle due eguaglianze f(b, a) = f(?', a), f(a, b) =
= f(a, b') implica b = ¥’, qualunque siano b, b’ € Q. Uno pseu-
dogruppo i cui elementi siano tutti semplificabili verra detto
un semigruppo.

In uno pseudoanello P si potra dunque parlare di elementi
semplificabili rispetto alladdizione oppure rispetto alla mol-
tiplicazione. Un elemento di P che sia semplificabile sia ri-
spetto all’addizione che alla moltiplicazione si dird sempli-
ficabile (in P).

Uno pseudoanello i cui elementi siano tutti semplificabili
rispetto all’addizione si dird un semianello. Rispetto all’addi-
zione un semianello ¢ dunque un semigruppo (commutativo).

Esistono semianelli privi di elementi semplificabili. Ad es.,
nell’anello delle matrici quadrate del 2° ordine sopra Panello
dei numeri interi, consideriamo I'insieme § delle matrici del

b
tipo (8 0) con a, b (interi) positivi. E evidente che la somma

e il prodotto di due elementi di § appartengono ad S, ed &
pure chiaro {(poiché¢ § & immerso in un anello) che ogni ele-
mento di § & semplificabile rispetto all’addizione. Dunque &
¢ un semianello. Ora, se ¢, d, @ son numeri naturali con d ¥+ d,

qualunque sia I’elemento (a b) di 8, siha (c d) (a b) = ( ¢ d)(g (I;)

00 00/\00 00
cd cd" . .
con |, 0) * 00 ) . Dunque nessun elemento di § & sempli-
ficabile. '

Per contro vi sono semianelli in cui tutti gli elementi sono
semplificabili. Tale & ad es. il semianello dei numeri naturali.

Esistono infine semianelli i cui elementi semplicabili costi-
tuiscono un sottinsieme proprio e non vuoto. Tale & ad es.
il semianello formato dai numeri naturali e dallo zero.
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2. - Sia 8 un semianello contenente elementi semplificabili.
Detto M* Vinsieme di questi, & chiaro che il prodotto di due
elementi di M* appartiene ad M*, cioé, come diremo, che M*
& moltiplicativamente chiuso (in S).

Sia M un qualsiasi insieme, moltiplicativamente chiuso,
costituito da elementi semplificabili di S (M & M*).Un sopra-
semianello & di S si dird un enello complementare sinistro
(a.c.8.) di 8 rispetto ad M se esso soddisfa alle tre condizioni
seguenti :

I) & & un anello dotato di elemento unitd 1;
II) Ogni elemento « di M possiede reciproco o—* in & ;
III) Ogni elemento + di & & rappresentabile nella forma
r=+y*(a—Db), con YEM, a, bES.

Se un tale sopra-semianello & esiste, S si dird complemen-
tarizzabile a sinistra rispetto ad M. Denoteremo con 0 lo zero
di @. Si osservi che, se § & dotato di zero 0, si ha 0 =0 (in-
fatti, se ¢ €8,siha0=¢—a=(0+0a)—a=0+ (a—a)=
=0+ 0 =0). Analogamente, se S & dotato di elemento unita
1,si hal=1.

In particolare, se M — M*, si parlerd semplicemente di un
anello complementare sinistro (a.c.s.) di S. Se questo esiste,
S si dird complementarizzabile a sinistra.

Nei numeri successivi (3-8) dimostreremo il seguente

TEOREMA : Affinché un semianello S sia complementarizza-
bile a sinistra rispetto ad un suo sottinsieme M, moltiplicati-
vamente chiuso e costituito da elementi semplificabili in S,
¢ mecessario e sufficiente che sia soddisfatta la condizione se-
guente: ‘

A) Dati comunque a, b€ S, vy €M, esistono a,, b, € 8,
Y. € M tali che

110 + b,y =110 +ax.

Se esiste un anello complementare sinistro & di S rispetto
ad M, & ¢ univocamente determinato da S ed M a meno di

isomorfismi.

32 »
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3. - La dimostrazione della necessitd della condizione A) &
immediata. Supponiamo infatti che esista un anello comple-
mentare sinistro & di S rispetto ad M, e siano dati comunque
¢, bES, Y€ M. Considerato allora (v, I), II)) Pelemento
2= (a—Db)y di &, per la III) esistono a,, b, €S, v, € M
tali che (a — b)Yy = v,~*(e, — b,), donde appunto y,a 4+ b,y =
=10+ a,x.

Premettiamo ora il seguente

LemMa: Se ¢ soddisfatta la condizione A) del n.° 2, le
ecguaglianze

(1) ry =87+ 2, 1 = 8% +
1) ra 4 sb + rib, + s,a, = rb + sa + ra, + $1by,
(2) y=sv+a, rm=sn+a,

dove le lettere latine indicano elementi di S e quelle greche
di M, implicano
(29 ra + §'b + rib, + sia, = r'b + fa + ria, + sih;.
Infatti, considerati i tre elementi 22’ (= o' + '), o, a, esi-
stono, perla A), g, R€ §, 5 € M tali che 3 - 2a’ 4 ha=3a’ 4} ga,
cio@, semplicando per 3¢’ (osservato che 3 - 2a' = 23«’), tali che
(3) ga = ha + 3a'.
Moltiplicando a sinistra (ambo i membri de) la (1), dapprima
per g e poi per h, e la (2), per 3, si ottengono le tre egua-
glianze g8y 4 ga = gry, hry= hsy 4 ha, ¥'y =3s'y 4 3a’ che,
sommate (membro a membro) tenendo conto della (3), danno
(gs + hr -+ 3')y = (gr + hs +3s")y, donde, semplificando per v,
(4) 98 + hr 4+ 3’ = gr - hs 4 3¢,

Ripetendo le stesse operazioni sulle (1),, (2),, (3) e semplifi-
cando adesso per ¥,, risulta

@) 981 + hry 4 8ry = gry + hs, 4 8s;.
Dalla (4) discende

B (gr+ hs+ 88)a+ (9s + hr + 3¢)b =
= (gs + hr 4 8r')a + (g9r + hs + &s)b,



SEMIANELLI COMPLEMENTARIZZABILI 479

e dalla (4)
(5) (981 + hr 4 3ri)ay + (gr: + ks, + 3s))b, =

= (gr. + hs, + 3s1)a, + (g5, + hry + 3r1)b,.
Inoltre dalla (1) si trae

(5" g(rb 4 sa + ria, + s$,b,) + h(ra + sb 4 rb, + s814,) =
=g(ra 4+ sb 4 rd, + s1a,) + h(rdb + sa + ra, + $,by).
Sommando adesso le tre eguaglianze (5), (5'), (5”) ed ese-

guendo quindi tutte le possibili semplificazioni rispetto al-
I’'addizione, si trova

3(r'd + s'a + ria, + 81b) = 8r'a + b + b, 4 s1a1),
donde. semplificando per 3, risulta appunto la (2).

4. - Nell’ipotesi che la condizione A) sia soddisfatta, ci
proponiamo ora di costruire un sopra-semianello & del dato
S, che soddisfi alle I), II), III) del n.° 2. Premettiamo un
secondo

LemMMma: Se ¢ soddisfatta la condizione A) del n.° 2, dati n
qualsiasi elementi ¥,, .., Y, € M, esistono 2n + 1 elementi
Fiy 815 vy Tny 8, €8, a €M tali che

Y1 = 8iY1+ % oy TaYn = Su¥n + &

Infatti, procedendo per induzione completa su n, il lemma
¢ intanto vero per n—1 (basta assumere r, = 2p, 8, —p
@ =¢pYy,, dove p & un qualsiasi elemento di M che, si ricordi,
¢ moltiplicativamente chiuso). Supposto allora che esistano 7,
$i€8(i=1, .., n—1), €M tali che

(6) riYi=8iYi + & t=1,.., n—1),

consideriamo i tre elementi 2a', o/, y,. Per la A), esistono
Tn, 85 €8, N € M tali che XA - 22’ + SyYw = A&’ + ruyn, cioé che

) TaYn = Sn¥w + .

avendo posto a — Aa’. Posto ancora r,— A, 8, =As; (i—1,
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.., n—1), le (6), moltiplicate a sinistra per A, e la (6') pro-
vano lasserto.

Consideriamo adesso Yinsieme G delle terne ordinate di
elementi (y, a, b), con v € M, @, b € 8. Porremo :

(7) (Y) ar b) (S (Yl; al7 bl)’

se esistono cinque elementi r, s, r,, 8, €8, « € M per cui val-
gono le (1), (1).

La relazione (7) é riflessiva (v. il lemma di questo n.° per
n —=1) ed evidentemente simmetrica. Essa & inoltre transitiva.
Infatti, considerati vy, v,, Y2 € M, per il lemma di questo n.°,’
esistono sette elementi #, 8, r;, si, 72, s, €8, 2’ € M tali che

(8) ry=sy+d, rin=si11+<a, ry.=sy.+ 2.

Se allora (¥, a, b) co (Y,, @,, b,), dalle prime due delle (8)
discende, per il lemma del n.° 3, la (2'); analogamente, (v,,
a,, b)co(y,, a,, b,) e le ultime due delle (8) implicano

(9)  ri6: + siby + 72by + 5262 = 71by + 8101 + 120, | S2b.

Sommando le (2'), (9) e semplificando, si ha allora r'a + s'd 4
+ r3b; 4 sia, = ¥'b + s'a + raa, + s;b,, e questa eguaglianza,
assieme alle (8),, (8);, prova appunto che (y, a, b)c< (Y.,
a,, bz)'

La relazione (7), sopra definita in G, & dunque una rela-
zione di equivalenza. La classe delle terne equivalenti ad una
qualsiasi terna (v, a, b) verrd denotata con [(Y, @, b)] e l'in-
sieme avente come elementi tutte queste classi di equivalenza
con &':

(v, a, B)IEQ.

Consideriamo in particolare in G le due terne (v, a, b),
(11, @, by), con 1, =py, a, =pa, b, =pb, € M. Dall’egua-
glianza 2A\py = A\py + Auy, dove A @ un qualsiasi elemento di
M, posto r = 2\p, 8 = Ay, r, = 2\, 8, =\, a=2Apy, discendono
le (1); ma anche la (1') & soddisfatta. Quindi in G si ha

(10) by, po, pdb)co (Y, a, b),
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qualunque sia w € M. 11 ragionamento fatto mostra pure che,
pit in generale, si ha

(10" (my, ma, mb)co(y, a, b)

per ogni m € S tale che my € M.
In base alla (7), si ha dunque in &' la seguente defini-
cione di eguaglianza:

(11) [(Y’ a; b)] - [(Yl; alr bl)]

se e soltanto se esistono cinque elementi r, 8, r,, ¢, € S, a €M
per cui valgono le (1), (1),

Si osservi che, se in particolare vy —=1v,, la (11) é vera se
e soltanto se a+ b, = b+ a,. Infatti) se a4 b, =b+a,,
per il lemma del n.° 4 (n = 1), esistono r, 8, r,, 8, €8, a € M,
con r=r,, §=38,, per cui valgono le (1); ma vale anche
la (1), che si ottiene sommando le due eguaglianze r(a + b,) =
=r+a,), (b +a,)=s8(a+Db,). Viceversa, se la (11) &
vera e p € un qualsiasi elemento di M, dalle (2), con &' =
=r;=2p, = s=p, a'=py, discende, per il lemma del n.° 3,
la (2'), donde appunto, semplificando, ¢ +b,—=b+ a,. Da
questa osservazione risulta immediatamente che

(12) [(v, &, D] =[(y, a+s, b+3)]

qualunque sia s € S.

Si osservi ancora che, se in particolare a—=0>, la (11) &
vera se e soltanto se a, = b, . Infatti la (1'), cona =", a,=0b,,
¢ soddisfatta qualunque siano r, 8, r,, 8, € 8. Viceversa, se
la (11) & vera, considerati i tre elementi 2v,, y,, ¥, esistono,
per la A), «', €S8, p €M tali che p- 2y, +8y=rpy. + 77,
ossia tali che valga la (2), con & —py,. D’altra parte vule
pure la (2), con 77 =2p, s;—p, e quindi, per il lemma del
n° 3, la (2'). Da questa, poiché¢ a=—", discende 2p - b, +
+ pa, = 2p - @, 4+ pb,, donde appunto, semplificando, a, =5, .

Osserveremo infine che, se r, s€ S, a € M sono elementi
tali che vy —= sy + a, si ha

(153) [(y, a, B)] = [(a, ra + 8D, b 4 sa)].
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Se p & un qualsiasi elemento di M, cid discende infatti dalle
tre evidenti eguaglianze: pre.y = ps.y 4 pz, 2p.a = p.a 4 pa,
prea < ps-b+-2pu(rdb4-sa) + plra+sb)=pr- b4-ps-a+2p(ra -+ sb) +
+ (rd + sa).

5. - Diamo in &' la seguente definizione di addizione:

(19)  [(v, a, D]+ [(Y2s 61, )] =
=|[(«, ra + sb + ra,+ 810y, rd+ sa + r,bi+ s8,a,)],

dove a €M, r, 8, 1, 8, € 8 sono cinque elementi per cui val-
gono le (1). .

La somma a 2° membro della (14) non dipende dalla scelta
degli elementi r, s, r,, 8, €8, a € M soddisfacenti alle (1)
(Vesistenza di questi elementi & assicurata dal lemma del n.° 4).
Se infatti », &, r{, s; €8, « € # son cinque elementi per cui
valgono le (2), considerati i due elementi a, o', esistono per
il lemma del n.° 4, p, q, p’, ¢ €N, 8 € M tali che

(15) pa =qa 48, pa’ =qga 432

Moltiplicando la (1), a sinistra dapprima per p, poi per g, e
tenendo conto della (15),, si trova

(16) pry =psYy + qx 4+ 8, gsy 4+ qx = gry,

e analogamente dalla (2),, tenendo conto della (15), si ot-
tiene

(16) Py +qd +3=p7Y, qry=dqsy+qd.
Sommando le (16), (16') e semplificando, risulta
an pr+ gs + p's' + gr = ps + gr + p'r' + ¢

Ripetendo ora le stesse operazioni sulle (1),, (2),, si trova
analogamente

a7)  pri+gs 4+ p'si+ dri=ps, + qri + p'ri + 51

Moltiplichiamo adesso a destra la (17) dapprima per a e poi
per b, scambiamo fra loro i due membri della seconda egua-
glianza cosi ottenuta, quindi sommiamo con la prima. Som-
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miamo leguaglianza ricavata in tal modo con quella che si
ricava analogamente moltiplicando a destra la (17) dap-
prima per a, e poi per b, e sommando quindi le due egua-
glianze cosi ottenute dopo aver scambiato i due membri della
seconda; posto
h=ra+ sb+ ra, + $,b,, k=rb+ sa+ rb, + s,a,,
K=ra4sb+4ria, + s1b,, Kk =rb4sa+rb, + sia,,
si trova

ph + gk + p'¥ + qH = pk + gh + PR + gK.
Questa eguaglianza e le (15) dimostrano appunto che [(a,
k, k)] = [(, I, K)].

La somma a 2° membro della (14) non dipende neppure
dalla scelta dei rappresentanti delle due classi a 1° membro.
Infatti, se [(y, a, b)] = [(Y, ', b')], ciod se esistono cinque
elementi ¢, d, ¢, d €8, B €M tali che
(18) cy=dy+B, Y =dy+8
s ca+db+ ¢t +da =cb+4da—+ ca' + dVY,

e se inoltre [(Y,, @,, )] = [(Y1, 61, b1)], cioé se esistono
¢, dy, 61, d1 €S, B, €M per cui si ha

(19) Y1 = d171 + ﬁn c;Y; = di'ﬁ + ﬁu

(19) €181 + did, 4 c1by + diay = ¢;b, + dua, + 101 + diby,

allora, in corrispondenza ai due elementi , §,, esistono, per
il lemma del n.° 4, f, g, f,, 9. €8, A €M tali che

(20) B=9B+ 2 fif = gif + A

Dalla (18),, tenendo conto della (20),, si ottiene fey = fdy +

+ 18 = fdy + g8 + A, gdy + g8 = gcy, donde, sommando e sem-
plificando,

(21) (fe + gd)y = (fd + geyy + 4,

e analogamente dalla (19),, tenendo conto della (20),, risulta

(21) (frer + gxdt)Yx = (f 10 + gi6:)Y1 + A
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In modo analogo dalle (18),, (19),, tenendo conto risp. delle
(20),, (20),, si ottiene

(22) (f¢' + gd'y' = (fd' + gy’ + 2,
(flc;. + gxd;)'f; = (fld;. + glc;)Y;. + A

Posto allora

ao=(c¢ + gdja + (fd + ge)b + (fie. + gidi)ay + (frdy + g1€1)b1,
bo = (fe + gd)b + (fd + gela + (fiex + ¢1d1)by + (fids + gaci)an,
ao = (f¢' +gd')a'+ (fd' + g’ + (fre: + grdi)a; + (frdi + gaca)by,
bo = (fe' +9dW' + (fd' + ge'W’ + (frer + g:d)b; + (fds + grcias,

per le (21), si ha
(¥, @ B4 [(11, a1, B =2, G0, bo))]
e, per le (22),
[(Y, o, O+ (Y1, a1, B =[(X, a0, bo)].

Moltiplichiamo ora a sinistra la (18') dapprima per f e poi
per g, scambiamo fra loro i due membri della seconda egua-
glianza cosi ottenuta, quindi sommiamo con la prima. Som-
miamo Peguaglianza ricavata in tal modo con quella che si
ricava analogamente moltiplicando a sinistra la (19') dapprima
per f, e poi per g, ¢ sommando quindi le due eguaglianze cosi
ottenute dopo aver scambiato i due membri della seconda: si
trova

ao+b6=bo+a(,).

Ma allora, per una osservazione fatta al n.° 4, [(}, a,, b))] =
=[(A, a5, lo)], come appunto si era affermato.
Osserveremo che, se in particolare y =1, , si ha

@3) [ a DN+, 62, BI=11, 6+ @, b+ D)}

Infatti, se p € M, le (1) son soddisfatte assumendo r = r, = 2p,
8=g8,=p, a=py; quindi [(Y,a, 0]+ [(y, @,, b)]=[(a,
@, b,)] con a, =p(2a + 24, + b+ b,), b,=p(a+e,+2b+2h,).
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Ma, per le (10), (12),

[, a2, b2)] =[(Y, 2a + 201+ b+ b1, a+ a: + 20+ 2by)] =
=[(r, a +a,, b+ b))

Per P’addizione definita mediante la (14) vale evidente-
mente la proprietd commutativa. Ma vale pure la proprietd
associativa. Dati infatti i tre addendi [(y, @, b)], [(y,, @:,
b)1, [(¥2, @, b,)], per il lemma del n.° 4 esistono r, s, 1, 8,
r,, €S8, «a €M tali che

(24) ry =sy + «, Y1 = S$i71 + &, ToY2 = S2Y2 + .

Seritto ciascun addendo nella forma (13) in relazione alla ri-
pettiva (24), Vassociativitd dell’addizione, in base alla (23),
senz’altro evidente.

L’elemento 0' = [(y, a, @)] di &' (che, in base ad una osser-
vazione del n. 4, non dipende dai particolari elementi y € M,
a €S) ne & lo zero (v. le (23), (12)). Inoltre ogni elemento
[y, @ b)] di &' & dotato di opposto, che & precisamente [(¥,
b. a@)]. Dunque &', rispetto all’addizione sopra definita, & un
gruppo commutativo.

S
&

6. - Diamo ora in &' la seguente definizione di moltipli-
cazione:

(23) (Y, @ B)]« (Y1, @1, b =[(vY, Pas+ gb:, Pb; + gay)),
dove vE€ M, p, ¢ € S sono tre elementi tali che
(25" va + gy, = vb + pY,.

I1 prodotto a 2° membro della (25) non dipendente dalla
scelta degli elementi p, ¢ € 8, v € M soddisfacenti alla (25) (i
quali esistono certamente in base alla condizione A)). Se in-
fatti si ha
(26) va+ ¢y, =Vb+ o1

con p’, ¢ €8, v € M, considerati i due elementi v, v/, esistono,
per il lemma del n°4, r, s, v, 8 €8, o’ €M tali che

27 vw=sv+a, V=svV4ad,
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ossia, posto @ = a’, tali che

(28) revy=s-vv+a, r.vVy=¢5evy4a.

Dalle (25') discende

(29)  r(va + qr1) + 3(vb + pva) = r(vb + pY1) + s(va + qr1),
e dalla (26):

(29) (Vs + 1) + S(Va + q11) = r(Va+ g1) + SV 4+ Y. .

Dalla (27), si trae: rva = sva 4 o'a, 8vb 4 a'b =rvy e dalla
(27),: sVa 4 da=1r"va, r'vb =8Vb 4+ «b. Sommando queste
quattro eguaglianze, si trova

(30) (rv 4 sVa+ (sv+ ¥V)b = (sv + rV)a 4 (rv + sV)b.

Sommando le (29), (29'), e quindi semplificando dapprima in
base alla (30) e poi per ¥,, risulta

(31) rq+sp+ 1o+ 5¢ =rp+sq+ r'd + v

Moltiplichiamo ora la (31) a destra dapprima per @, e poi
per b,, quindi sommiamo le due eguaglianze cosi ottenute
dopo aver scambiato i due membri della seconda; posto

l=pa,+gb,, m=pb,+qa,, V=p'e,+qb,, ""=plbx+q’al:

si trova
rl4sm4rm 4+ sl =rm 4 sl 4 'l 4 s'm'.

Dungque (v. le (28)): [(vy, I, m)] = [(¥'y, T, m')], come asserito.
I1 prodotto a 2° membro della (25) nomn dipende neppure
dalla scelta dei rappresentanti delle due classi a 1° membro.

Infatti, posto
(32) E——- [(71 a’ b)]) E1= [(Yl’ al, bl)]’ .
E=[, e, ), &=[(1 &, D)),

supponiamo che sia

(33) §=¢, &L=E&.
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Considerati i due elementi vy,, v;, esistono, per il lemma del
n° 4 h, k, b, €S, BEM tali che

(34) hyp=Ilyn+B, Ky.=kri+8

D’altra parte, in corrispondenza ai tre elementi a, b, #, esi-
stono, per la condizione A), ¢. d €8, € M tali che

(35) Sa + df = 8b + cp.

Dalla (34), si trae cky, + cf=chy,, dhy, =dky, 4+ dB, da
cui, sommando, (ck + dh)y, + cf = (ch + dk)y, + df. Somman-
do questa con la (35), si trova 3a 4 (ck + dh)y, = &b + (ch 4+
+ dk)y, , donde

(36) E& = [(BY, Poar + gob1, Db+ gon)],
avendo posto
Po = ch + dk, qo = ck + dh.
Per il lemma del no 3, dalle (33),, (34) discende
(37)  hay+ kb, + Wi + Ka, = hb, + ka, + Ka; + K'b;.

Moltiplichiamo la (37) a sinistra dapprima per c¢ e poi per d.
quindi sommiamo le due eguaglianze cosi ottenute dopo aver
scambiato i due membri della seconda; posto

po = ¢k’ + dk/, qo = ck’ 4 dF,

si trova (pea: + @ob1) + (Podi + 0a1) = (Pobs + 200:)+ (Poa: + gob1),
ossia, per un’osservazione del n. 4,

(38) [(3Y, Do+ Gob1, Dobr+ qoa:)] =[(3Y, Poai+ qob1, Pobi+ goay)):

Operando sulle (34),, (35) analogamente a quanto fatto so-
pra sulle (34),, (35) si trova

(39") 8a 4+ goys = b 4+ poy1,
da cui

(39) (B, poas + gob1, podi + goa)] = EEi.
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Dalle (36), (38), (39) risulta quindi

(40) g8, =E&:.

Considerati adesso tre elementi p,, ¢, €8, v, € M tali che
(41') vid' + giyr = vib' + D11,

si ha

(41) E8 = [y, puai + @:bi, pibi+ qua))).

Per il lemma del n.° 4, in corrispondenza ai due elementi
3y, v,Y, esistono f, g, f, g €8, A€M tali che

(42) f-oy=9:5y+21 [evy'=g-viy'+ L

Dalle (33),, (42), per il lemma del n.c 3, discende

(43) féa + g2b + f'vib' + g'via’ = f8b + gda + f'v.a' + g'v,b'.
Dalla (39’) si trae .

(44) (85 + pixs) + 9(8a + gir) = f3a + air) + 986 + pivd),
e dalla (41):

44)  fnd'+ @)+ g (mb'+ puxd) = F (b + pir)+ 6 (e + qumr),

Sommando le (44), (44'), e quindi semplificando dapprima in
base alla (43) e poi per ¥i, si trova

(45) fpo+ 99 + fa.+ gpi=foo + gpo + o1+ 9.

Moltiplichiamo ora la (45) a destra dapprima per a; e poi per
b’, quindi sommiamo le due eguaglianze cosi ottenute dopo
aver scambiato i due membri della seconda; posto

lo = poas + qoh1,  mo = pob1 + gia1,
b = pia, + @:b1, m; = p,b; + quay,
si trova

flo + gmo+f'm1+g,l1=fmo +glo+fll1+9/m1;
donde, per le (42), [(3Y, b, m))] =[(V,Y, &, m,)], ossia
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(v. le (39), (41)):

(46) E&. = B

Dal confronto delle (40), (46) risulta &&, — &&;, cioé quanto
si era affermato.

La moltiplicazione definita mediante la (25) & associativa.
Infatti, posto ancora (cfr. le (32))

(47) Ez = [(727 az, bz)]:
se P,, 9. €8, v €M son tali che
(48) V2y 4+ @eY2z = V2bi + DaY2,

ne segue &.&, = [(v,y,, a*, b*)], dove
a* = paa; + @abs, b* = paba + @aa.
Se inoltre si ha
(49) v*a + g%+ vty = V*b + p* - vars,
con p* q*€ S8, v*€ M, allora
(49) E(&:82) = [(v*Y, p*a® + ¢*b*, p*b* + g*a*)).

Ma poichg, per la (10), & = [(v;T1, v:8,, v;b,)], dalla (49
segue pure E&;l = [(v*.ry av z’-)]) con

a = p*vaa, + g*v:by, b= p*v:b: + q%vaa,.

Se w & un qualsiasi elemento di M, dalla (48) discende

pp*(V201+ QoY) 0¥ (Vabit Doy o) = 1p*(Vabi+D2v )+ 1G* (V2014 gaY2),
ossia
(50) B+ pg e Y2 = pb+ pp - 12
avendo posto
p=0p":+ q*e¢:, g= ¢*p: + p*e.
Dalla (50), tenuto conto della (10), segue,
(BE1)E2 = [(v*Y, paz + gbz, pb: + qa.)},
33 32
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che, confrontata con la (49), in base alle posizioni fatte,
porge appunto E(5:E;) = (§§1)6a. Dunque &', rispetto alla
moltiplicazione, ¢ uno pseudogruppe (n. 1).

Osserviamo che, se in particolare a =1+ b, la (11) é vera
se e soltanto se @, =, + b, . Infatti la (1), con e =740,
e, =7,-+b,, & soddisfatta qualunque siano r, 8, r,, 8, €8,
a« € M soddisfacenti alle (1). Viceversa, se la (11) & vera, esi-
stendo (cfr. il penult. capov. del n° 4) 7, €8, p €M per
cui valgono le (2) eon a =ypy,, r1=2p 8 =¢p, per il lemma
del n.o 3 vale pure la (2'). Da questa, poiché a=v-+} b,
posto (per la (2),) ry==¢st+ pY,, segue appunto (semplifi-
cando) a, =¥, + b,. )

L’elemento 1'=1[(y, Y+ b, )] di &’ (che dunque non
dipende dai particolari elementi Y € M, b € 8) ne & Pelemento
unitd. Infatti, ricordando il terzult. capov. del n.° 4 e la (10),
se va + qy =vb + py, si ha (v. la (32),): E1'=[(vy, pY, aQv)]=
=[(vy, va, vb)] =§; se poi v(y + b) 4 gy = v'b + p'y, ciod se
vV + ¢ =p/, sihapure 1% = [(¥", p'a + ¢b, p'd + da)] =
= [(¥'Y, Ve, VD) =E.

Osserviamo ancora che, se in particolare a =8 4 b (s € 8),
la (11) é vera se e solianto se¢ a, = v,8 4 b,. La dimostra-
zione & perfettamente analoga a quella dell’osservazione pre-
cedente. Ne segue che Pelemento [(Y, y8+ b, b)] di &’ non
dipende dai particolari elementi Y€ M, b € S; porremo

(91) (v, ys+ 0, b)]€ES (s€8).

B immediato, in base all’ultima osservazione ed al terzult.
capov. del n° 4, che la corrispondenza

(62) s = {(t, ys+ b, b)]

fra S ed §' & biunivoca. Essa subordina una corrispondenza
biunivoca fra M ed M’, avendo posto

(61) > yr+ 0, D)J€EM (n€H)

Ogni elemento §=[(Y, Y + b, b)] di questo sottinsieme
M di & & dotato di reciproco, che & precisamente § = [ (1,
¥ -+ b, b)]. Infatti, osservato che la (25'), relativa sia al pro-
dotto 4% che 4%, & soddisfatta assumendo p =¢q + v, con g € §,
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v € M arbitrari, ricordando la (12) =i trova ' = [(vy, vv+
+ v, ¥0)] = 1" ={(vyp, vy + qb, qb)] =T7%; dunque §' =%

7. - In & valgono le due proprietd distributive

(&1 + §2) = §&1 4 &G, (B + E)E = &§ + &:E.

I simboli &, &, & avendo il significato del n.° preced. (v. le
(32), (47)), supporremo infatti, com’® lecito (cfr. il penult.
capov. del n.° 5), che sia

T ="1= Tz

Se allora p, ¢ €8, vE€ M son tali che va 4 gy = vb 4 py, ri-
cordando la (23) si ha appunto

&E + &) =[(v1, 6+ a2)+ o(bs + b2), Dby + ba)+ o6, + )] =
= 3 (om, pas+ b, o+ ao) = s + B

D’altra parte, se p,, ¢,, P2, 4: € S, v,, v, € M son tali che

©3) vigi + @iy = vibs + peY (=1, 2),

in corrispondenza ai due elementi v, , v, esistono, per il lemma
del n° 4, ¢,, d,, ¢,, d, €8, v € M tali che

(54) evi=dwi+V (=1, 2).

Dalle (53) si trae cy(via; + i) + di(vibs + piy) = cdvibs + piy) +
+ di(viai + qiv), donde, tenendo conto delle (54),

(55) va; + giy = v'bi + piy (=1, 2),

avendo posto p; = e;p; + i, % = ¢iqi + dips. Sommando le
(55), si ottiene

(65") V(a4 a2) 4 (@'+ @)y = V(b + b2) + (0 + p2)y.

In base alle (55'), (55), si ha appunto

G+ EE =T, L+ p)a+ (4 + ¢, (pi+ P +(ai+ ga)a)]=
=32 (/y, pia -+ gib, pib + giw)] =hE + &E
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Dai n.! 4-7 risulta dunque che, in base alle definizioni (11),
(14), (26), Vinsieme &' ‘(n. 4) delle classi di equivalenza
[(v, @ )] (con Y€ M, a, b €8) ¢é un anello, dotato di ele-
mento unitd 1, in cui ogni elemento del sottinsieme M’ (n.° 6)
ammette reciproco.

Si vede inoltre facilmente che la corrispondenza (52), fra
Sed § S, ¢ un isomorfismo. Posto infatti

N = [(v, Y8 + b, b)] (=1, 2),

siha ({1, 10+ 50+ 25, 20)] = 3 [, v+ b, O] =7+ 7,

cioe
S+ $2 — N1+ Ne.

D’altra parte, se p,, ¢,€ S, v, € M son tali che v,(ys, + b) 4
+ g0y = vob + Poy, quindi (moltiplicando per 8,) che

(56) Yo(Y8: + D)sz + QoYS: = vobs: + povS:,

si ha 7.7M2 = [(VoY, Do(Ys: 4+ b) + @b, Dod + go(¥s: + D)),
ossia, per la (12) e la (56) (terzult. capov. del n.° 4), 7,1, =

= [(voY> PoYSz. o¥S2)] = [(YoY, VoY * 8.2 + Vobsz, Vobs)], cioé

8182 — Mi7)2.
Posto allora

(87) a=@ =8 +35,

considerata fra & ed &’ la corrispondenza biunivoca @ che
subordina D’identitd in &’ = 8’ e Visomorfismo (52) fra S ed
&', definiti, se #, — & ed #,— &, in ®(z,, 7,€4, &, E.€),
somma &, + @, e prodotto #,#, in & risp. come corrispondenti
in @ di & + &, e&é&,, insieme & & un anello isomorfo (me-
diante la ®) ad & _

Per quanto sappiamo della sua immagine isomorfa &', &
¢ dunque un sopra-semianello del dato semianello S che sod-
disfa alle condizioni I), II) del n.° 2 (v. penult. capov. del
n.° 6). Ma anche la IIT) & soddisfatta. Se infatti # €&, ed in
® si ha _

z—E= [(v, @ B)],
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si verifica facilmente che in &' si ha (¢ € S):
(68) E=I[(* v+e o]-tl, ya+ec, O+, ¢, v+ )]},

bastando osservare (ricordate le (23), (12), (10)) che la som-
ma costituente il secondo fattore vale [(y, Ya, Yb)] e che la
(25'), relativa al prodotto di [(y% Y+ ¢, ¢)] per questa som-
ma, & soddisfatta assumendo p=gq-+v, con €8, vEM
qualsiasi. Ma allora (ricordando le espressioni dell’opposto e
del reciproco di un dato elemento di &', date nei n.! 5, 6),
dalla (58), per note proprietd dell'isomorfismo @, discende
appunto
=y (a—0).

Poiché & raggiunto lo scopo dichiarato all’inizio del n.c 4,
la condizione A) del teorema enunciato al n.° 2 & anche suf-
ficiente, e percido la prima parte di tale teorema & dimostrata.

8. — Supposto S complementarizzabile a sinistra rispetto
ad M, sia & un suo qualsiasi anello complementare sinistro
rispetto ad M.

Si vede facilmente che & @& isomorfo all’anello &, sopra
costruito. Consideriamo infatti la corrispondenza fra aed &
cosi definita:

(59) z=1a—0b)—E=[, a D)
Essa & biunivoca, poiché, se
(60) Y@ —b) =11 (a—by),

esistendo (per il lemma del n.° 4) r, 8, r,, 8, €8, « €M tali
che valgano le (1), ciod tali che sia, in &, (r—s)y=
= (r, — 8,)Y. = @, moltiplicando la (60) a sinistra per « si ot-
tiene (r—s)(a —b) = (r, —8,)(a, —Db,) ciog, in S, la (1);
ma allora, per la definizione (11),

(60" [y, @ )] =1[(11, @1, ba)).

Viceversa, dalla (60’) seguono le (1), (1), quindi in & si ha
ay te(a—b)= ay: '« (a,—b,), donde la (60). D’altra parte, se

ni=1i @—b), E=I[{i @ b)) (=1, 2)

33 «
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poiché esistono (n.° 4, lemma) h,, k,, h,, kK, €8, B € M tali
che hyyi=kiyi+ B (¢ =1, 2), cioé che (in &): (b — ki)Y, =
= (hy — ks)y: =B, posto

c= hﬂll + k1b1 + hzag + kzbz 1y d = hlbl + klal + hzbz + kﬁat ’

in & risulta @, + 2, = p—(Be.+ E2,) =p—*(c —d), quindi
(nella (59)) si ha
itz — &L+ &,

dato che appunto, per la definizione (14), [(B, ¢, d)] =&, + &, .
Inoltre, poiché (per la condizione A)) esistono p, g€ S, vEM
tali che va, + qy, = vb, + pY,, ciod che (in &): (e, —b)yyz =
=v~Yp—q), risulta z,z, = ]’1—1(01 — bl)Yz_l(az — bs) = (vr1) " (pa:+
+ qb, —pb, —qa,), quindi (ricordando la definizione (25))
si ha

T1X2 — El&z-

Dunque (mediante la corrispondenza (59)) & @ isomorfo ad &';
quindi, poiché¢ &' ¢ isomorfo ad & (n.° 7), si & dimestrato
Passerto. La corrispondenza che realizza lisomorfismo fra
- 8 ed O associa gli elementi che ammettono una medesima
rappresentazione y—*(a — b).

I1 teorema enunciato alla fine del n.° 2 & quindi comple-
tamente dimostrato.

Si verifica facilmente che, in un anello, un elemento & sem-
plificabile (secondo il n.° 1) se e soltanto se esso non & di-
visore dello zero (cfr. ad es. [3], p. 53).

Se allora, in particolare, il semianello S del n° 2 & un
anello, un sopraanello &, di 8 si dird (efr. [1], p. 73) un
anello dei quozienti a sinistra di S rispetto ad M (M avendo
il significato del n.c 2) se esso soddisfa alle I), II del n.° 2
(ove si legga &, invece di &) ed alla

IIT,) Ogni elemento # di &, & rappresentabile nella for-
ma =y con YEM, cER.

Evidentemente (¢=c¢ 4 b — b, con b €S8) un tale &, & pure
un anello completamente sinistro dell’anello S rispetto ad M,
e viceversa. Quindi dal teor. del n.° 2 discende immediata-
mente il
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CoroLLARIO: Affinché esista un anello dei quozienti a gi-
nistra &8, di un anello S rispetto ad un suo sottinsieme M,
moltiplicativamente chiuso e costituito da elementi non divi-
sori dello zero, é mecessario e sufficiente che sia soddisfatia
la condizione seguente:

A,) Dati comunque c€ 8, y € M, esistono ¢, €8, Y. €M
tali che

Y1C = CiY.

L’anello &,, ove esista, é univocamente determinato da S
ed M a meno di isomorfismi.

Questo risultato, qui ritrovato per altra via, & dovuto ad
Asano ([1], Satz 1 a p. 73). (Evidentemente, se S & un anel-
lo, la condizione A) del n.° 2 & equivalente alla A,).)

9. - I simboli 8 ed M avendo il significato del n.°c 2, os-
serveremo che, s¢ S é complementarizzabile a sinistra rispetto
ad M, Va.cs. di S rispetto ad M é il pin piccolo sopra-semi-
anello di S che soddisfa alle due condizioni I), II).

Ci0 perche, se & & un qualsiasi sopra-semianello di S che
soddisfa alle I), II) del no 2 (ove si legga & invece di &),
gli elementi di & della forma y*(a—b) (YE€M, a, DES)
costituiscono, se S & complementarizzabile a sinistra rispetto
ad M, un a.cs. & di S rispetto ad M; dunque & & un sopra-
semianello di ¢&. Infatti (s€ 8, p € M): y*(ys+b—0d),
r@—a), Y (0—a), Y (y+bd—Db), ypy +d—D €.
inoltre, per la condizione A) (che discende dallip. fatta su S)
e per il lemma del n°. 4 che ne consegue, da »,, @, € & segue
(efr. il 2° capov. del n.° 8) z.2,, o, + o, €.

I simboli 8 ed M avendo sempre il significato del n.° 2, &
chiaro come si possa pure parlare di un anello complementare
destro (a.c.d.) di S rispetto ad M: esso & un sopra-semianello

di S che soddisfa alle I), II), IIT) del n.° 2 ove si legga
(a — b)Yy invece di y*(a — D).

Vale il teorema che st deduce da quello del n.° 2 leggendo
destra (-0) imvece di sinistra (-0) e ay, + vb, = by, + va, in-
vece di y,a 4 b,y = v,b 4+ a,y. Infatti, quanto alla sufficienza
della condizione cosi dedotta dalla A) (la necessitd ¢ imme-
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diata), consideriamo il semianello S’ che ha gli stessi elementi
e la stessa definizione di addizione del semianello S, ma questa
nuova definizione di moltiplicazione (a’, '€ 8, a, b €8):
a'b' =ba, con b=1"', a=2a'. Per il teor. del n.° 2, esiste al-
lora un a.c.s di S’ rispetto ad M; Panello dedotto da questo
come qui sopra S’ da S & appunto un a.c.d. di S rispetto ad M.
Inoltre, considerato un qualsiasi a.c.d. di 8 rispetto ad M (sup-
posto esistente), ’anello dedotto da esso come sopra S’ da S é
un a.c.s. di & rispetto ad M, quindi & isomorfo (per il teor.
del n.r 2) all’a.c.s. prima considerato; di qui la 2* parte del
teorema in discorso. )

Si osservi che Vesistenza di un a.c.d. di S rispetto ad M ¢
indipendente de quella di un a.c.s.. In [1] (p. 76) & dato in-
fatti un esempio di un anello R che possiede I’anello dei quo-
zienti a sinistra, ma non quello a destra (si ricordi la 2* parte
del n.° 8). Quindi ’anello dedotto da R come nel capov. preced.
S’ da S possiede invece P’anello dei quozienti a destra ma non
quello a sinistra.

Ne segue che la condizione A) del n.° 2, sufficiente (in base
al teor. dello stesso n.°) per Pesistenza di un sopra-semianello
di S soddisfacente alle due condizioni I), II), non é invece ne-
cessaria. Pud dunque accadere che un tale sopra-semianello
esista ‘e che in esso linsieme degli elementi della forma
Y—'(a —b) non sia moltiplicativamente o additivamente chiuso
(efr. il 2° capov. di questo n.°).

Se 8 é complementarizzabile sia a sinistra che a destra ri-
spetto ad M, ogni a.c.s. & di S rispetto ad M ¢ pure un a.c.d.
(e viceversa). Infatti, poiché esistono a,, b, € S, v, € M tali
che (in &) (¢ —b)y, = y(e,—Db,), ogni elemento y—*(a —b)
di & & rappresentabile nella forma (@, — b,)y; -

Se in particolare 8 é commutativo, esso é certamente com-
plementarizzabile rispetto ad M, sia a sinistra che a destra;
infatti la condiz. A) del n.° 2 & manifestamente soddisfatta
(basta assumere ¢, =a, b, =0, v, =7). Si pud allora par-
lare (v. il capov. preced.) di anello complementare (a.c.) di S
rispetto ad M ; questo a.c. é pure commutativo (si ricordi la IIT)
del n.° 2 e si osservi che ya 4 by = vb 4 ay implica (a—b)y =



SEMIANELLI COMPLEMENTARIZZABILI

=<vy'(a—1)) e quindi in esso valgono le seguenti, usuali re-
gole di calcolo (posto y—*(a—Db)= (a--"0)/Y):

(61) ? _Y— b_a—b se e soltanto se a¥y, 4 b, = by, + Y@, ,
1
61) a——b+a1——b1=ah+‘ra1—(b71+7b1)
1 Y1 ’
(61) a—b>b .al—b1=a01+bb1—(ab1+bal)
Y T1 1Y

Poiché Va.c. di cui al preced. capov. & isomorfo (n.° 8), me-
diante la corrispondenza (59), all’anello &' delle classi di
equivalenza [(y, @, b)] sopra costruito (n.c 7), dalle (61) di-
scende che, se S é commutativo, le definizioni (11), (14), (25)
sono risp. equivalenti alle seguenti:

(11) E=E, se e soltanto se ay, + b, = by, + ya,,

(ﬂ) E"‘&x: [(Tﬁy ay, 4+ va,, bY1+Yb1)]y
(25) EE, = [ (Y1, , aa, + bb,, ab, + ba,)],

avendo posto €= [(v, a, b)], & = [(v,, @, b,)]. Cid pud an-
che dedursi direttamente dalle (11), (14), (25) (assumendo
=20, =Y, =20, =Y, A=Y, P=0 (=D, v=",).

10. - Se in particolare M* = S (n.° 2), dal teor. del n.° 2 si
ha il

CoroLvLARrIO: Se gli elementi di un semianello S* sono tutti
semplificabili, affinché S* sia complementarizzabile a sinistra
¢ necessario e sufficiente che sia soddisfatia la condizione
seguente :

A*) Dati comunque a, B, Y € S*, esistono a,, 8,, ¥, € S*
tali che
112 + B,Y = 1. + 2,7-

Se esiste un a.c.s. d* di 8*, E* ¢ univocamente determi-
nato da 8* a meno di isomorfismi.

Questo anello {I* (supposto esistente) pud benissimo non
essere un corpo, come risulta dall’esempio seguente. Nel-
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Panello I[x] dei polinomi f— f(2) a coefficienti interi, con-
sideriamo l’insieme &* dei polinomi non nulli coi coefficienti
= 0. I[z] essendo un campo d’integritd, & chiaro che &* & un
semianello (commutativo) i cui elementi sono tutti semplifi-
cabili (n.° 8). Nel corpo dei quozienti di I[#], I’insieme delle
frazioni (f* — g*)/h*, con f*, g¢*, h* €8* @& un ac. di &*
(n.° 9, 2° capov.); ebbene, questo a.c. non & un corpo. Cid
risulta ad es. dal fatto che il reciproco 1/(z—1) dell’ele-
mento (¢—1)/1 di questo anello non appartiene all’anello
stesso. Se infatti fosse 1/(z —1) = (f* —g")/h*, con f*, g*,
h* € §* ossia (¢ —1)(f* —g¢*) = h*, il polinomio non nullo
h* coi coefficienti = 0 avrebbe uno zero positivo (z—=1), il
che & assurdo.

Diremo che uno pseudoanello (in particolare un semia-
nello o un anello) & nullo se esso contiene un solo elemento
(che quindi ne ¢ lo zero).

Al n° 2 abbiamo osservato che l’eventuale zero di S coin-
cide con quello del suo a.c.s. & (supposto esistente). Ne segue
evidentemente che, affincheé I’a.c.s. di un semianello non nullo
S (complementarizzabile a sinistra) sia un corpo, ¢ necessa-
rio che tutti gli elementi non nulli di S siano semplificabili.
Questa condizione necessaria non & perd sufficiente, come di-
mostra il precedente es. del semianello &*.

TeoremA: Affincheé 1a.cs. & di un semianello non nullo
S (complementarizzabile a sinistra) sia un corpo, & sufficiente
che S soddisfi alle due condizioni seguenti:

i) tutti gli elementi non nulli di 8 sono semplificabili;
ii) qualunque siano @, b € S con ¢ ¥ b, una almeno delle
due equazioni (risp. nelle incognite ¢, ¢)

9+a=0b, ¢4b=a

.

& risolubile in S.

Se infatti =y '(a—>b) & un qualsiasi elemento 0 -
di & (quindi a = b), esiste, per la ii), a € S oppure p € S tale
risp. che a4 a=2"> oppure B4 b=a. Poiché a =+ b, sia «
che B @ 0 e quindi, per la i), semplificabile. Avendosi al-
lora # =—y—'x oppure &= y—'f, risulta risp. &' = —a~ly
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oppure z—!={"'y. L’esistenza in & del reciproco z—! di
ogni # F 0 prova l’asserto. Questo teorema vale naturalmente
anche per un a.c.d..

Le i), ii) sono ad es. soddisfatte nel semianello dei numeri
naturali. Dunque P'a.c. di questo semianello (commutativo) &
un corpo, che evidentemente coincide (a meno di isomorfismi)
col corpo dei numeri razionali, (cfr. Pintroduzione).

§ 2

11. - Se P & uno pseudoanello (n.° 1) contenente elementi
semplificabili (sia rispetto all’addizione che alla moltiplica-
zione — n.° 1 —) l’insieme di questi pud non essere un sotto-
pseudoanello di P, (cioé@ pud non essere sia additivamente
che moltiplicativamente chiuso). Consideriamo infatti ad es,,

(15%Y

nelPanello delle matrici quadrate ( ::) = (ay) del 2° or-

G2
dine sopra il corpo dei numeri razionali, I’insieme I"' delle ma-
trici (a;) cogli elementi @, tutti positivi. I' & evidentemente
uno pseudoanello (non commutativo), anzi un semianello. Fa-
cilmente si verifica che, affinché¢ un elemento (a;) di questo
semianello I' sia semplificabile (in I'), & necessario e suffi-
ciente che il suo determinante |a, | sia = 0. Difatti, la suf-
ficienza di questa condizione essendo manifesta (se |a, |0,
esiste, nell’anello suddetto, (a,)—?), se (a,)€ I' ed |a, | =0,
Pequazione (ay)(zy) = (0), con (0) matrice nulla, ammette evi-
dentemente una soluzione non nulla (z;) = (dy) nell’anello
suddetto; se (by), (ci) sono allora due qualsiasi elementi di
" (certo esistenti) tali che (by) — (cu) = (dw), in T" si ha
(@) (i) = (aw)(cw) con (by) F (cy), ossia (au) non & ivi
semplificabile. Quindi I'insieme X degli elementi semplifica-

11
bili di I" non & additivamente chiuso (si ha ad es. (1 2) +

21 33

D’altra parte esistono evidentemente (basta pensare al
semianello dei numeri naturali) pseudoanelli non nulli P con-
tenenti un sotto-pseudoanello costituito da elementi semplifi-

+(1 1) =(2 2)) e percid X non & une pseudoanello.
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cabili in P. Lo stesso pseudoanello I' dell’es. precedente ne

contiene uno: tale & infatti Vinsieme IV delle matrici di T

del tipo (; a) con @« >b (a, b numeri razionali positivi). Cio

si riconosce osservando che, se ( Z z) , (Z, z,) €l daa=0b+ec,
¢=0b4+¢ con ¢, ¢ >0 seglie aa’ + bY = (ad’ + a’'d) 4 cc’
con cc’ > 0, dunque (Z Z) (Z, Z,) €I'. E poi chiaro che IV & an-
che additivamente chiuso e che ogni suo elemento & semplifi-
cabile in I' (perché ha il determinante = 0).

Esistono pure pseudoanelli non nulli P che contengono un
sotto-pseudoanello II di elementi semplificabili in P tale che:

A) Dati comunque a, a, € P, 8, 8, €II si ha

aB, + Ba, €11

(Basta pensare ancora al semianello dei numeri naturali, as-
sumendo ad es. in questo come sotto-pseudoanello II quello co-
stituito dai numeri pari.)

12. - Sia P uno pseudoanello contenente un sotto-pseudo-
anello II costituito da elementi semplificabili in P.

Un sopra-pseudoanello 8 di P si dird uno pseudoanello com-
plementare sinistro (p.c.s.) (in senso stretto) di P rispetto a
II se esso soddisfa alle tre condizioni seguenti:

1) & & dotato sia di 0 che di 1;
2) Ogni elemento « di II possiede sia opposto — a che
reciproco o in §;
3) Ogni elemento # di 8§ & rappresentabile nella forma
=y '(a—p) con e €P, B, v €I

Se un tale sopra-pseudoanello § esiste, P si dird stretta-
mente complementarizzabile a sinistra rispetto a II, (la locu-
zione «rispetto a II » si tralascerd se in particolare II = P).
Come subito si verifica (cfr. n.° 2) gli eventuali 0 ed 1 di P
coincidono risp. con 0 ed 1.

Dimostreremo (nel n. 14) il seguente

TEOREMA : Affinché uno pseudoanello P, contenente un sotto-
pseudoanello I1 di elementi semplificadili in P per cui vale la
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A) (n.e 11), sia strettamente complementarizzabile a sinisira
rigpetto a II, é necessario e sufficiente che sia soddisfatia la
condizione seguente:

B) Dati comunque a € P, B, v € II, esistono a, € P, B,,
Y. €Il tali che

1.0+ By =18 + @,

Per dimostrare questo teorema (a differenza di quanto fatto
per quello del n.° 2) sfrutteremo dei risultati gid noti, riguar-
danti problemi d’immersione per pseudogruppi. Avremmo perd
potuto dimostrarlo anche per via diretta, con procedimento
analdgo a quello seguito nei n.! 4-7.

13. - Premettiamo alcune osservazioni.

Se in uno pseudoanello P, dotato di zero 0, vi é un sottin-
sieme M moltiplicativamente chiuso e costituito da elementi
semplificabili in P rispetto all’addizione, qualunque sia « € M
8t ha
(62) a0 =0z=0.

Infatti, se § & un qualsiasi elemento di M, da af +0 =af =
= a(f + 0)=aB + aD. segue (semplificando per af € M)0 = a0 ;
analogamente da Ba + 0= Ba 4 0x segue 0 = 0z. La (62) vale
dunque in particolare se il sottinsieme M di P & un sotto-pseu-
doanello costituito da elementi semplificabili (cfr. il 2° capov.
del n.° 11). Altro caso particolare notevole:

Se un semianello 8 & dotato di zero 0, si ha a0 = Oa = 0,
qualunque sia a € 8.

Dalla precedente osservazione segue che: Se uno pseudo-
anello P, dotato di zero 0, contiene un sotto-pseudoanello 11
costituito da elementi semplificabili in P e soddisfacente alla
condizione A) (n.° 11), esso & necessariamente nullo (n.° 10):
P ={0}. Infatti, (per la A)) da « € II segue 0x + a0 € II, ossia
(2° capov. di questo n.°) 04 0€II; quindi intanto 0 € IL
Se II contenesse un altro elemento « =|=6, poiché a0 = 00 (=0),
a non sarebbe semplificabile, contro V’ip.; quindi II = {0}. Se
allora P contenesse un a =0, poiche (per la A)) a0+ 00 =
—a0+0=a0 € Il ={0}, si avrebbe a0 =00 con a0, il
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che & assurdo (poiché 0, appartenendo a II, @ semplificabile
in P); dunque appunto P = {{}. )

- Dunque, se lo pseudoanello P & dotato di zero (in partico-
lare se P ¢ un anello) il teorema del n.° 12 diventa banale.
Nella dimostrazione di tale teorema escluderemo percid che P
possegga lo zero.

Se uno pseudoanello P contiene un sotto-pseudoanello II
di elementi semplificabili in P per cui vale la A), P & un se-
mianello. Infatti, se a +¢c=0b+c (a, b, c€ P) e & un qual-
siasi elemento di II, si ha (aB 4 ¢B) 4+ fc = (BB + cB) + Be,
donde, semplificando per cf 4 fec €I (vedi A)), af = b8, da
cui appunto a=2>».

In uno pseudoanello § dotato di zero 0, affinche tutti i
multipli za, az di ogni elemento a dotato di opposto siano
pure dotati di opposto & necessario e sufficiente che sia

(62) 20 =02 =0,

qualunque sia ¢ € 3. Infatti, se za & dotato di opposto, da
za+ ¢(a—a) = (& + a —a) = za segue z(x— a) — ra — 2a,
ossia appunto 0 —0; analogamente, se esiste — az, si ha
0z = 0. Viceversa, se vale la (62'), gli opposti di 2@, az sono
risp. #(— @), (— a)2. Dunque:

La condizione (62') & necessaria e sufficiente affinche in
uno pseudoanello &, dotato di 0, valgano le solite proprietd
moltiplicative del segno meno, ossia

(63) o—a)=—za, (—ar=—az, (—a)(—f)=af,

(x, a, P €S ; a, p dotati di opposto). Infatti la terza delle (63)
¢ un’immediata conseguenza delle prime due.

14. - I simboli P e II abbiano il significato dichiarato al-
Pinigio del n.° 12, ed esista uno p.c.s. § di P rispetto a II.
Dati allora comunque @ € P, B, y € II, esistono (per la 3))
&, €P, B, v, €I tali che in P si abbia (cfr. il ne° 3) y,(a —
—B8) = (a, —B,)Y, donde (addizionando ai due membri ¥,@)
1.8 =18+ (e, —B,)Y, e di qui: v,@ 4 8,y = 1.8 + ¢,y. La ne-
cessitd della eondizione B) del teorema del n.° 12 & cost di-
mostrata. .
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Nelle ipotesi delPenunciatoc di tale teorema, dimestriamo
ora la sufficienza della B).

Rispetto- all’addizione P & un semigruppo (terzult. capov.
del n.° 13) commutative, di cui I & un sotto-semigruppo. Per
un noto teorema ([2], p. 150), esiste allora uno pseudogruppo
delle differenze di P rispetto a II, cie¢ un sopra-psendogruppo
P, di P, dotato di zero, in cui ogni elemento di I ammette
opposto, ed ogni elemento del quale & rappresentabile nella
forma a —p con a€ P, BEIL; in P, valgono le regole di cal-
colo:

(64) @¢—pP=ua,—@, se e soltanto se, in P, a 4 g, =B + a,,
(65) (a—8)+ (a,—8) = (e +a,)— (B + 6.
Poiché¢ P & un semigruppo, anche lo pseudogruppo P, (come

subito si verifica) ¢ un semigruppo (commutativo). Diamo
ora in P, la seguente definizione di moltiplicazione:

(66) (a —B)(a, —B,) = (aa, 4 88,)— (aB, + Ba,).

Questa definizione ha intanto senso perche, per la A), af, +

+pa, €I (e quindi & dotato di opposto in P,). Inoltre, se

(in P) -
a+p=p+d, a4+ f=p+a,

in virtd di queste due eguaglianze si ha successivamente

aB, + B'B. + d'a; = BB, + a'B. + da; = BBy + d'a, 4-a'fi,
(Bax + f'a1) + BB + d'ay + B = afy + B'B1+ a'ai + (Ba, + Blai),
aa, + B'a; + BB. + P'as + Bl = 6B, + P'as + d'ai + Bay + BB,

donde, semplificando per @'e¢, (e ricordando la A)), in P,
risulta

(@, + BB:) — (aB, + Pay) = (@'al + F'B1) — (¢'Bs + f'a1) .

dunque la moltiplicazione definita dalla (66) & univoca. Fa-
cilmente si verifica che questa moltiplicazione & associativa e
distributiva (sia a destra che a sinistra) rispetto alPaddi-
zione (65). Dunque P, & un semianello (in cui valgono le re-
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gole di calcolo (64), (65), (66)) dotato di zero 0(= = —=, con
= € II) tale che (n.° 13, 3° capov.):

(67) (@—B8)0=0(a—p)=0.

Se in particolare a —B=", a,—@, = b, con b, b, € P, come
prodotto in P, di (b 4 f)—@ per (b, + 8,) — B, si trova pro-
prio (mediante la 66)) il prodotto bb, di b per b, in P; dun-
que P, ¢ un sopra-pseudoanello di P. In P, la moltiplicazione,
“in virtd della (67), & distributiva anche rispetto alla sottra-
zione, (n.° 13, ult. capov.); ne segue subito che ogni elemento
di II ¢ semplificabile in P,.

Rispetto alla moltiplicazione P, ¢ dunque un sopra-pseu-
dogruppo di II, in cui tutti gli elementi di questo sono sem-
plificabili. In virtd della B) del n.° 12, in P, & soddisfatta
inoltre la seguente condizione:

B,) Dati comunque (¢ —) € P,, vy € II, esistono (a, —
—B) € Py, 4, €II tali che

T:{a —B) = (e, — BT

Questa condizione, in base ad un teorema dimostrato da
Murata ([5], Th. 1 a p. 2) (che generalizza un noto risul-
tato di Ore — [6]; cfr. [2], p. 142 —), & sufficiente affinché
esista uno pseudogruppo dei quozienti a sinistra di P, rispetto
a II, cioé¢ un sopra-pseudogruppo 8§ di P,, dotato di 1, in
cui ogni elemento di II ammette reciproco, ed ogni elemento
« del quale & rappresentabile nella forma z —=y*(a —f) con
y €11, (a—B) € P,; questo 8 & individuato da P, e Il a meno
di isomorfismi.

Poiché dalla B,) segue immediatamente che, dati comun-
que ¥, v, € II, esistono r, r, € P, o, ¢,, @ €I tali che, in P,

(68) ry=oy+a nn=oanh-+ae

(si pensi, in P,, ai due elementi 2y—-v, ¥,), se, in &
r*(a —B) =¥, *(a, —B,), moltiplicando a sinistra per a ne
viene che, in P,

(68) ra + off + T1ﬁ1 + o0, = TB + oa + ra, + 0.f;;
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viceversa, se esistono r, r,€P, o, 0,, a €Il per cui valgono
(in P) le (68), (68), in & si ha ay'(a—B)=ayi (a—8,).
Poiché inoltre, per la B,), in corrispondenza ai due elementi
(¢—B), v., esistono (p—p) €EP,, v € I tali che, in &,
(a—B)Yi ' =v(p—p), ne viene T (a—P)-y; (a,—f) =
(vy)~*(p—ep)(a,—B,). In conclusione, nello pseudogruppo
(moltiplicativo) & valgono le regole di calcolo:

(69) 776 —B) =11 (& —B)

se e soltanto se esistono r, r, € P, g, 5,, @ € I per cui valgone
(in P) le (68), (68');

(70) y7a —B)« 11 (a: — B) = () 7(pas + pB:) — (PB: + pan)).
dove p €P, p, vEII sono tali che (in P)
(70') va + oY, =8 + pY, -

Dati, in &,  =v""(¢ —B), &, = Y1 (. — B), esiste (v. (68))
un « €II tale che az = (r —o)(a —B), aw, = (r, —o,) (a;, —B,),
con (r —o), (r,—o,) € Py, dunque tale che az, ax, € P,. Diamo
allora in & la seguente definizione di addizione: =+ », =
=a'(ax + axr,) (la somma azr + ax, essendo calcolata nello
pseudoanello P,), ossia:

(1) ¥ Ha—B)+ 11 (a—B) =a " (ra+ of + rias + ouf,) —
' —(rB + oa + rif: + 010.)),

dove r, v, € P, 5, 5,, « €Il son cinque elementi per cui valgono
le (68). La somma o' (ax 4 az,) non dipende ([5], p. 4, 4° ca-
pov.) dalla scelta di « (tale che az, ax, € P,), quindi l’addizione
ora definita & univoca. Inoltre, se in particolare z, @, € P,,
qualunque sia « €Il si ha ez, oz, € Py, quindi in §: ¢ 4 2, =
=oat-a(e 4+ @) =2+ 2,, quest'ultima somma essendo calco-
lata in P,.

Osserviamo che, se in particolare (con le notazioni del preced.
capov.) Y=1,, allora Yz = (a—8) €Py, 12, = (@, —B,) €Py;
dunque in & si ha

(12) @ —B)+ 1 & —B)=7e—P) + (& —Bv)
- (y€l, (a—B), (a. — B.) € Py).
34
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Ne segue che laddizione in & & associativa. Dati infatti
®, ®,, ®, €3, esiste ([5], Lemma 3) un A€Il tale che Az,
e, , k2, € Py, quindi, in virtd della (72), si ha: (¢ 4 «,) +
+2:=27 Az 4 A2) A~ Az =AY Az 4 A2y - A%0) =2+ (2,4 22).

In & la moltiplicazione & distributiva rispetto all’addizione
([51, p- 4, penult. ed ult. capov.). Dunque (poiche, come so-
pra osservato, la somma di due elementi di P,, calcolata in &,
coincide con quella calcolata in P,) § ¢ un sopra-pseudo-
anello (di P, e quindi) di P. Inoltre, per la (67), in & si ha

(73) 0=1.0=n"1.70 =7n"1.0,

dove 0 & 1o zero di P, e = & un qualsiasi elemento di II.
In base alla (73) si vede subito che & ¢ dotato di zero (che
coincide con lo zero di P,), il quale gode della proprietd (62').
La prima affermazione (z+4+ 0=a per ogni ¢ € §) risulta
dalla (72), la seconda dalle (70), (70') assumendo dapprima
a,=— @, e poi a—20. Si noti che, come vedremo al n.° succes-
givo, la (62') implica che & é un semianello.

B ormai chiaro che lo pseudoanello § (in cui valgono le
regole di calcolo (69), (70), (71)) & uno p.c.s. di P rispetto a Il ;
quindi il teorema enunciato al n.°c 12 & dimestrato.

15. - Oltre al teorema di esistenza enunciato al n.° 12,
vale anche adesso (cfr. il n.° 2) il seguente teorema di unicita :

I simboli P e II avendo il significato detto nell’enunciato del
teorema del n.° 12, se esiste uno p.c.s. (in senso stretto) &
di P rispetto a II, 8§ & univocamente determinato da P ¢ II
a meno di isomorfismi.

Dimostrazione: Se & & un qualsiasi p.c.s. di P rispetto a
I, dalla A) del n.° 11 segue anzitutto che ogni elemento di P
¢ semplificabile in &’ rispetto all’addizione. Infatti, in &', da
Yy+e=z+4a (y, 2€8 a €8) segue (yB+ af)+fa=
= (2B + af) + Ba, qualunque sia € II; ma poiché af 4 fa € II
e quindi (per la 2)) esiste in & Vopposto — (aB 4 Ba), ne
viene che yB — 28, donde appunto, semplificando per @ (che,
per la 2), & dotato di reciproco in §’), y==2. Ma allora (2° ca-
pov. del n.° 13), in & si ha

(74) a0=0a=0
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qualunque sia ¢ € P; ne segue (cfr. gli ultimi dne capoversi
del n.° 13) che in & si ha pure

(63) a(—P)=—aB, (—Ba=—fa (—P(—7)=Fr

qualunque siano e¢ € P, 8, Y€II. In virtd delle (63'), le diffe-
renze ¢ — B (a € P, B €II) costituiscono in § un sotto -pseudo-
anello P, in cui valgono le regole di calcolo (64), (65), (66) e
che soddisfa alla condizione B,) (ove si legga P; invece di P,),
onde basta ripetere il ragionamento fatto per § al n.° preced.
per concludere che anche in § valgono le regole di calcolo (69),
(70), (71). Ne segue immediatamente che, associando gli ele-
menti di &, 8 che ammettono una medesima rappresenta-
zione y—'(a —B) (a € P, B, y €II), la corrispondenza cosi ot-
tenuta fra § e & & appunto un isomorfismo. Si osservi che,
in virtd di questo isomorfismo, in &' (oltre alla (74)) vale
pure la (62') (per ogni z€ §").

Osserveremo adesso che, i simboli P e II avendo il signifi-
cato dichiarato all’inizio del n.° 12, se¢ uno p.cs 8 di P ri-
spetto a Il (supposto esistente) soddisfa alla condizione (62'),
&8 (e quindi P) ¢ necessariamente un semianello. Infatti la (62)
implica (v. il penult. capov. del n.° 13) che tutti i multipli zaq,
ar (¢ €8) di ogni « €Il (dotato, per la 2), di opposto) siano
pure dotati di opposto in &, e percid quivi semplificabili ri-
spetto all’addizione. Ne segue che, in 8§, da 2 +y=ao + 2 si
trae za -+ ya = za + za qualunque sia « €II, donde ya=za
e di qui appunto (moltiplicando a destra per ') y=1=z. Con
cid abbiamo giustificato un’affermazione fatta alla fine del
penult. capov. del n.° precedente.

Dalla precedente osservazione discende dunque che, ove per
uno p.c.s. di P rispetto a II (questi due simboli avendo il si-
gnificato detto all’inizio del n. 12) si intendesse un sopra-pseu-
doanello & di P soddisfacente, oltre che alle condizioni 1), 2),
3) del n.° 12, anche alla (62'), il problema d’immersione illu-
strato al n.° 12 (prima dell’enunciato del teor.) perderebbe no-
tevolmente in generalitd, in quanto resterebbero allora esclusi
dalla sua considerazione tutti quegli pseudoanelli P che (pur
contenendo un sotto-pseudoanello II di elementi semplificabili
in P) non fossero semianelli.
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Quanto si & detto fin qui in questo n.° porge lo spunto per
osservare che il teorema del n.° 12 fornisce condizioni suffi-
cienti affinché un semianello (n.° 13, terzult. capov.) P, con-
tenente un sotto-semianello II di elementi semplificabili in P,
si possa immergere in un semianello (v. la fine del penult.
capov. del n.° preced.) &, dotato di 0 ed 1, in cui ogni ele-
mento di II ammetta sia reciproco che opposto: queste con-
dizioni sono la B) e la A) (n.! 12, 11). L’interesse, in questo
senso, del teorema in discorso sta nel fatto che non si pud
escludere a priori (cfr. n.° 9, 6° capov.) che per una coppia P,
II non sia soddisfatta la condizione A) del n.° 2 (ove si legga.
P, II invece risp. di S, M), ma lo siano invece la B) e la A).

Per quanto riguarda poi il problema d’immersione illu-
strato al n.° 12 (prima dell’enunciato del teor.), osserveremo
ancora che il teorema del n.° stesso non lo risolve in modo
completo, nel senso che (i simboli P, II avendo il significato
detto all’inizio del n.° 12) esso fornisce condizioni sufficienti
(1a B) e la A)) per Vesistenza di uno p.c.s. di P rispetto a II,
delle quali la sola B) & anche necessaria (n.c 14, 1° capov.).
Che tale non sia invece la A) si riconosce infatti assumendo
ad es. P—=1=anello dei numeri interi, II =— N — semianello
dei numeri naturali. N & evidentemente un sotto-pseudoanello
di I cogli elementi tutti semplificabili in I, ma la coppia I, N
non soddisfa certo alla A) (efr. n.° 13, 4° capov.); ¢id nono-
stante il corpo dei numeri razionali & evidentemente uno p.c.s.
di I rispetto ad N, (la B) & verificata perché I & commutativo
— ecfr. n.° 9 —).

Intendendo per un ideale di uno pseudoanello P un sotto-
pseudoanello II di P tale che B €Il implica af, fa €II qua-
lunque sia @ € P, osserveremo infine che dal teor. del n.°c 12
e dal 2° capov. di questo n.° segue immediatamente il

CoroLLARIO: Affinché uno pseudoanello P, contenente un
ideale II costituito da elementi semplificabili in P, sia stretta-
mente complementarizzabile a sinistra rispetto a II, é neces-
sario e sufficiente che sia soddisfatta la condizione B) del
n.° 12. Se esiste uno p.c.s. 8 di P rispetto a I, 8 & univoca-
mente determinato da P ¢ I a meno di isomorfismi.
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Naturalmente anche il teorema del n.° 12 si presta (entro
opportuni limiti) a considerazioni analoghe a quelle svolte nei
n.! 9, 10, che qui perd tralasciamo.
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