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SEMIANELLI 

COMPLEMENTARIZZABILI 

Nota ( ~) cti DOMENICO BOCCIONI ( a Padova)

Nel § 1 si introduce anzitutto il concetto di anello com-

plementare ( sinistro) 6t di un semianello dato 8 (non ner-es
sariamente commutativo) rispetto ad un suo sottinsieme M,
moltiplicativamente chiuso, di elementi semplificabili (per le
definizioni qui adottate si vedano i n.í seguenti, in partico-
lare il n.° 1).

Si dimostra quindi un teorema ( n.° 2) che dà una condi-
zione necessaria e sufficiente affinchè 8 sia complementariz-
zabile (a sinistra) rispetto ad hf, cioè affinchè esista l’anello
~ (che risulta individuato da 8 ed M a meno di isomorfismi).

In particolare, è un anello, dL non è altro che 1’anello~
dei quozienti (a sinistra) rispetto ad e si ritrova al-

lora ( n.° 8) un teorema di ASANO ([1] 1)), che generalizza un
noto risultato di ORE ([6]; cfr. [2], p. 147).

La costruzione, qui adottata, dell’anello complementare fl
contiene come caso particolare una costruzione diretta (senza
cioè l’intervento intermediario dell’anello dei numeri interi) del
corpo dei numeri razionali a partire dal semianello dei nu-
meri naturali, che fornisce una ( presumibilmente nuova) defi-
.nizione di numero razionale come classe di equivalenza di terne
ordinate di numeri naturali (n., 9, 10).

(*) Pervenuta in Redazione il 12 maggio 1955.
Indirizzo dell’A.: Seminario matematico, Università, Padova.

1 ) I numeri fra parentesi quadre rimandano alla bibliografia alla

fine della nota.
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Nel § 2 si considera un analogo problema di immersione

per uno pseudoanello P contenente un sotto-pseudoanello II

di elementi semplificabili (sia rispetto all’addizione che alla

moltiplicazione), problema che conduce alla nozione di pseudo-
anello complementare ( sinistro, in senso stretto) 8 di P ri-

spetto a II.

Imponendo al sottinsieme TI di P un’ulteriore restrizione,
si trova, per l’esistenza di ~ , una condizione necessaria e

sufficiente analoga alla precedente ( n,° 12).

9 1

1. - Sia P un insieme (non vuoto) in cui siano definite

due operazioni ( univoche) binarie, addizione e moltiplicazione,
che ad ogni coppia ordinata (a, b) con a, b E P facciano cor-
rispondere una somma a -~- b E P ed un prodotto ab = a · b E P.
Se queste due operazioni godono delle proprietà seguenti (qua-
lunque siano a, b, c E P) :

(se cioè l’add zione è associativa e commutativa, e la moltipli-
cazione associativa e distributiva - a destra e a sinistra -

rispetto all’addizione), diremo che P è uno pseudoanello. Que-
sto si dirà poi commutativo, se la moltiplicazione è inoltre

commutativa (ab - ba).
Dunque uno pseudoanello è uno pseudogruppo rispetto alla

moltiplicazione ed uno pseudogruppo commutativo rispetto
all’addizione (denotandosi qui con psend,og6ruppo ogni insieme
in cui sia definita una operazione binaria associativa cfr. ad
es. [4], p. 117 -).

Indicando con f (a, b) il risultato dell’operazione sulla cop-
pia ordinata ( a, b) di elementi di uno pseudogruppo Q qual-
siasi, ricorderemo (cfr. ad es. [3], p. 22) che per elemento

identico s’intende un e E Q tale che f ( e, d) = f ( a, e) = a per
ogni a E Q; questo e, se esiste, è unico. Ricorderemo inoltre

che, se tale elemento identico., esiste, per inverso di un a E Q
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s’intende un a’ E Q tale che f(a’, a) = f (a, a-’) = e; anche a’,
se esiste, è unico. Per gli eventuali elemento identico ed inverso
rispetto ad una qualsiasi delle due operazioni di uno pseudo
anello P, adotteremo le denominazioni e ’i simboli usuali (e
cioè 0, a per l’addizione, 1, a-’ per la moltiplicazione).

Ricorderemo ancora (cfr. ad es. [ 2 ] , p. 42), che un ele-

mento a di uno pseudogruppo Q dicesi semplificabile (in Q)
se ciascuna delle due eguaglianze f ( b, a) - f ( b’, a), f(a, b) =
= f (a, b’) implica b = b’, qualunque siano b, ’, b’ E Q. Uno pseu-
dogruppo i cui elementi siano tutti semplificabili verrà detto
un serriigruppo.

In uno pseudoanello P si potrà dunque parlare di elementi,

semplificabili rispetto all’addizione oppure rispetto atla mol-

tiplicazione. Un elemento di P che sia semplificabile sia ri-

spetto all’addizione che alla moltiplicazione si dirà sempli-
ficabile (in P).

Uno pseudoanello i cui elementi siano tutti semplificabili
rispetto all’addizione si dirà un semianello. Rispetto all’addi-
zione un semianello è dunque un semigruppo (commutativo).

Esistono semianelli privi di elementi semplificabili. Ad es.,
nell’anello delle matrici quadrate del 2° ordine sopra l’anello
dei numeri interi, consideriamo l’insieme S delle matrici del

tipo con a ~ b (interi) positivi. È evidente che la somma

e il prodotto di due elementi di $ appartengono ad S , ed è
pure chiaro (poiché S è immerso in un anello) che ogni ele-
mento di § è semplificabile rispetto all’addizione. Dunque S
è un semianello. Ora, se c, d, d’ son numeri naturali con d ~ d’,

ualun - 1’elemento ’~ qualunque sia di S. si ha (o o) (o OJ q q 00 ’ 00 00 00 00

con Dunque nessun elemento di S è sempli-00 00 q p

ficabile. 
e

Per contro vi sono semianelli in cui tutti gli elementi sono
semplificabili. Tale è ad es. il semianello dei numeri naturali.

Esistono infine semianelli i cui elementi semplicabili costi-
tuiscono un sottinsieme proprio e non vuoto. Tale è ad es.

il semianello formato dai numeri naturali e dallo ~ero.
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2. - Sia S nn 5emianello contenente elementi semplif icabili.
Detto M’~ l’insieme di questi, è chiaro che il prodotto di due
elementi di M* appartiene ad M*, cioè, come diremo, che .~f*

è m2ottipticativc~mente chiuso (in S).
Sia M un qualsiasi insieme, . moltiplicativamente chh~so,

costituito da elementi semplificabili di S (M C sopra-

semianello eL di S si dirà un anello complementare 
(a.c.s.) di 8 rispetto JI se esso soddisfa alle tre condizioni

seguenti :

I) a è un anello dotato d  elemento unità 1;
11) Ogni elemento a di ~ti possiede reciproco oc-1 in ~ ;

111) Ogni elemento .1" di él. è rappresentabile nella forma
~ _ ~-1 (a b), con 7 E M, a., b E S.

Se un tale sopra.semianello d esiste, ~8 si dirà compteyn.e~r-
tarizzabile ac sz.nistra rispetto ad M. Denoteremo con 0 lo zero
di iff. Si osservi che, se 8 è dotato di zero 0, si ha 0 = 0 ( in-
fatti, se a E S, si- ha 0 = ac - a = ( 0 + ac) - a = 0 + ( a - a) =
= 0 + 0 = O)..L~nalogan~ente, se S è dotato di elemento unità
1, si ha 1 == 1.

In particolare, se M= Jl*, si parlerà semplicemente di un
anello complementare sinistro (a.c.s.) di S. Se questo esiste,
S si dirà compte~mentarizzabite a sinistra.

Nei numeri successivi (3-8) dimostreremo il seguente

T~ORE~tg : A f finchè u~z semianello ~’~ sia conzpte~zentari~:zac-
bile a sinistra rispetto ad zcn suo sottinsieme M, moltiplicati-
vamente chiuso e costituito da elementi semplificabili in S,
è necessario e sufficiente che sia soddzs f atta la condizione se-

guente : 
_

A) Dati comunque ac, b E S, y E M, esistono b~ E S,
Y,, E M tali che

Se esiste un anello complementare sinistro a di 8 rispetto
ad M, él é t~~ ~~eHc cowp!e~6~~rc da S ed M a 
isomorfismi.
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3. - La dimostrazione della necessità della condizione A) è
immediata. Supponiamo infatti che esista un anello comple-
mentare sinistro e[ di 8 rispetto ad ~, e siano dati comunque
u, b E S, Considerato allora (v. I), II)) l’elemento

3J = (a b)~-1  per la III) esistono al , y b1 11 E M
tali che ( a b)7--1= - bi), donde appunto Y1a + b11 -

Premettiamo ora il seguente

soddisfatta la, condizion,e A) del n. I) 2, le

dove le lettere latine indicano elementi di ~~ e quelle 
M, implicano .

Infatti, considerati i tre elementi 2x’ ( - a’ -#- a’), aí , a, esi-

stono, per la A), 95, h E M tali che ó ~ 2a’ + ha = óaí + ga,
cioè, semplicando per 8a’ (osservato che a - 2a’ = 28«’), tali che

Moltiplicando a sinistra (ambo i membri de) la dapprima
per g e poi per h, e la (2), per a, si ottengono le tre egua-

glianze g8y -~- ga = 911, hry ~ + ha, ór’~ =~8’¡ + óa’ che,
sommate (membro a membro) tenendo conto della ( 3), danno
(gs -f- hr + = (gr -~- hs donde, semplificando per y,

Ripetendo le stesse operazioni sulle (1)2 , (2)2 , 1 (3) e semplifi-
cando adesso per risulta

Dalla (4) discende
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e dalla (4’)

Inoltre dalla ( 1’) si trae

Sommando adesso le tre eguaglianze ( 5), ( 5’), ( 5") ed ese-

guendo quindi tutte le possibili semplificazioni rispetto al-

1’addizione, si trova

donde, semplificando per 8, risulta appunto la (2’).

4. - ~Tell’ipotesi che la condizione A) sia soddisfatta., ci

proponiamo ora di costruire un sopra-semianello ~ del ~ ato

S, che soddisfi alle I), II), 111) del n.O 2. Premettiamo un

secondo

LEMMA: Se è soddisfatta la condizione A) del n.° 2, dati n
qualsiasi ete~nenti i~, ... , 9 y. E M, esistono 2n -f-1 elementi

1B , "1’ ... , S1l E E M tali che

Infatti, procedendo per induzione completa su n, il lemma

è intanto vero per rc = 1 (basta assumere r1 = 2p, s, = p
a dove p è un qualsiasi elemento di M che, si ricordi,
è moltiplicativamente chiuso). Supposto allora che esistano n,
~6~=1, ..., ~20131), tali che

consideriamo i tre elementi 2a’, 2’, Per la A), esistono

rn , s. E S, ~ E M tali che À . 2a’ -~- = )"ex’ + r..y.., , cioè che

avendo posto a - ~a’. Posto ancora
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... , n 1), le ( 6), moltiplicate a sinistra per ~, e la (6’) pro-
vano l’asserto.

Consideriamo adesso 1’insienie ~ delle terne ordinate di

elementi (y, a, b), con y E ~, a, b E S. Porremo :

se esistono cinque elementi r, s, ria s, E S, a E M per cui val-
gono le (1), (1’).

La relazione (7) è riflessiva (v. il lemma di questo n.° per
r~ - 1) ed evidentemente simmetrica. Essa è inoltre transitiva.
Infatti, considerati y, "(2 E M, per il lemma di questo n.°, 

*

esistono sette elementi r’, s’, 9 r, 1 , s’, 1 s’ 2 E S, x’ E ~JI tali che

Se allora (~, a, b) co (~1, y dalle prime due delle (8)
discende, per il lemma del n.° 3, la (2’) ; analogamente, 

bl) (~2 ? b2) e le ultime due delle (8) implicano

Sommando le (2’), (9) e semplificando, si ha allora r’a + s’h +
+ + = r’b + s’a + + e questa eguaglianza,
assieme alle (8)1, y (8)3’ prova ahnunto che (ï, a, h) c~= 
~ 62)’
La relazione (7), sopra definita in ’b, è dunque una rela

zione di equivalenza. La classe delle terne equivalenti ad una
qualsiasi terna (1, a, b) verrà denotata con [(1, a, b) ] e l’in-

sieme avente come elementi tutte queste classi di equivalenza
con ~’:

Consideriamo in particolare in 9 le due terne (y, a, ’b),
(11’ a~, b1), con 8(1 = a~ = l1a, b1 = E Dall’egna-
glianza = -~- dove 1 è un qualsiasi elemento di

posto r = 2À~J., 8 = À¡~., r1- 2À, s, = À, x = discendono

le (1); ma anche la (1’) è soddi~sfatta. fluindi si ha
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qualunque sia ; E 3JL Il ragionamento fatto mostra pure che,
più in generale, si ha

per ogni E 8 tale che E M.

In base alla (7), si ha dunque in g’ la seguente 
di eg~cagliarrNa :

se e soltanto se esistono cinque elementi r, 8, r~, ~1 a E M

per cui valgono le (1), ( 1’),
Si osservi che, se in partico lare y = ï~, la (11) è vera se

e soltanto se a -+- b~ = b Infatti, se a -j- 
per il lemma del n.° 4 (n - 1), esistono r, s, a E M,
con r = r1, s 81, per cui valgono le ( 1) ; ma vale anche
la ( 1’), che si ottiene sommando le due eguaglianze r (a -+- b1) =
= r ( b -~- al), s ( b -~- a~) = s ( a -~- bl). Viceversa, se la (11) è
vera epe un qualsiasi elemento di 3f, dalle (2), con r’ =

= rí = 2P, s’= sí = p, a’= py, discende, per il lemma del n.° 3,
la (2’), donde appunto, semplificando, a -f- bi = b + al . Da
questa osservazione risulta immediatamente che

qualunque sia s E S.

Si osservi ancora che, se in particota~~e (11) è

vera se e soltanto se al = b~ . Infatti la (1’), con a = b, al = b1 ,
è soddisfatta qualunque siano r, s, s, E S. Viceversa, se

la (11) è vera, considerati i tre elementi 2~1, esistono,
per la A), r’, s’ E ~S, p tali che p - 2i~ + s’~ = P1~ -~- r’~,
ossia tali che valga la (2)~ con a’ = I1’altra parte 
pure la ( 2)2 con ~-í = 2p, sí = p, e quindi, per il lemma del

n.° 3, la (2’). Da questa, poichè a = b, discende 2p-b~-)-
-j- pa~ = 2p - al -~- pbl , donde appunto, semplificando, ci, ..= 111 .

Osserveremo infine che, se r, s a E M sorzo etementi

tati che ry = s~ + a, si ha
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Se ¡~. è un qualsiasi elemento di M, ciò discende infatti dalle
tre evidenti egnaglianze : 

5. - Diamo in a’ la seguente definizione di addizione :

dove a E ~1, 1 r, 1 s, .9 sono cinque elementi per cui val-
gono le (1).

La somma a 2° membro della (14) non dipende dalla scelta
degli elementi r, s, si a E M soddisfacenti alle (1)
(l’esistenza di questi elementi è assicurata dal lemma del n.O 4).
Se infatti r’, s’, rí, sí E 8, a’ E tl son cinque elementi per cui
valgono le (2), considerati i due elementi a, oí , esistono per
il lemma del n.° 4, p, q, p’, q’ E /j, 8 E ~ tali che

Moltiplicando la (1)1 a sinistra dapprima per p, poi per q, e
tenendo conto della ( 15)1, si trova

e analogamente dalla (2)1’ tenendo conto della (15)2 si ot-

tiene

Sommando le ( 16), (16’) e semplificando, risulta

Ripetendo ora le stesse operazioni sulle (1)2 , (2)2’ si trova

analogamente

Moltiplichiamo adesso a destra la (17) dapprima per a e poi
per b, scambiamo fra loro i due membri della seconda egua-

glianza cos  ottenuta, quindi sommiamo con la prima. Som-
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miamo 1’eguaglianza ricavata in tal modo con quella che si

ricava analogamente moltiplicando a destra la (17’) dap-
prima per aj e poi per b~ e sommando quindi le due egua-

glianze cos  ottenute dopo aver scambiato i due membri della
seconda ; posto

si trova

Questa eguaglianza e le (15) dimostrano appunto che [ ( a,
h, k)] = l ("" h" k) ].

La somma a 2° membro della ( 14) non dipende neppure
dalla scelta dei rappresentanti delle due classi a 1° membro.
Infatti, se [(1, a, b ) ] = [(1’, a’, b’ ) ] , cioè se esistono cinque
elementi c, d, c’, d’ E ~l tali che

e se inoltre [ (~1, bi) ] _ [ (7í , aí , b,)], cioè se esistono

cl , cí , dí E 8, ~1 E M per cui si ha

allora, in corrispondenza ai due elementi P, ~1’ esistono, per
il lemma del n.° 4, f, g, f 1, g1 E ~, ~ E M tali che

Dalla (18)1, tenendo conto della (20)1, si ottiene fcy = +
_-._ f d~ + g~ + 7~, gdy = gcy, donde, sommando e aem-

plifícando,

e analogamente dalla (19)1) tenendo conto della (20)2, risulta
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In modo analogo dalle ( 18)2 , y ( 19)~ , tenendo conto risp. dPlle
(20)1, (20)~ , si ottiene

Posto allora

per le (21), si ha

e, per le (22),

llloltiplichiamo ora a sinistra la (18’) dapprima per f e poi
per g, scambiamo fra loro i due membri della seconda egua-

glianza cos  ottenuta, quindi sommiamo con la prima. Som-
miamo l’eguaglianza ricavata in tal modo con quella che si

ricava analogamente moltiplicando a sinistra la (19’) dapprima
per f 1 e poi per 91 é sommando quindi le due eguaglianze cos
ottenute dopo aver scambiato i due membri della seconda: si

trova

Ma allora, per una osservazione fatta al n.° 4, [ (a, ao , =

= [(7l, aó, b2], come appunto si era affermato.

Osserveremo che, se in particolare y = ~, , si ha

Infatti, se p E M, le (1) son soddisfatte assumendo r = r, = 2p,.
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per le (10), (12),

Per P addizione definita mediante la (14) vale evidente-

mente la proprietà commutativa. Ma vale pure la proprietà
associativa. Dati infatti i tre addendi [(1, a, b)], [(~i? al .

v 1) ~, [( "( 2, a2 , b 2) ] , per il lemma del n.° 4 esistono i", s, 81’

82 E S, a E J1 tali che

Scritto ciascun addendo nella forma (13) in relazione alla ri-

spetti~-a (24), 1’associativ ità dell’addizione, in base alla (23),
è senz’altro evidente.

L’elemento 0’ = [ ( ;r, a, a) ] di ~’ (che, in base ad una osser-
vazione del n. 4, non dipende dai particolari elementi y E M,
a E S) ne è lo (v. le (23), ( 12)). Inoltre ogni elemento
[("(, a, b) ] di è dotato di oppo,8to, che è precisamente [
b,, a) ] . Dunque rispetto all’addizione sopra definita, è un

gruppo cornmutativo.

6. - Diamo ora in la seguente definizione di ~zo ttipti-

dove v E ~, p, q E S sono tre elementi tali che

Il prodotto a 2° membro della (25) non dipendente dalla
scelta degli elementi p, q E S, v E 31 soddisfacenti alla (25’) (i
quali esistono certamente in base alla condizione A)). Se in-
fatti si ha

con p’, q’ v’ E M, considerati i due elementi v, v’, esistono,
per il lemma del n.°4, r, ~, r’, s’E 8, a’ E M tali che
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ossia, tali che

Dalle (25’) discende

e dalla ( 26) :

Dalla (27)~ si trae : rva = sva + a’a, svb -~- a’b ="1 e dalla

(27),: s’Y’a + cí a = r’v’a, r v’b = s’v’b ~-- a’b. Sommando queste
quattro eguaglianze, si trova

Sommando le (29), (29’), e quindi semplificando dapprima in
base alla (30) e poi per 11’ risulta

Moltiplichiamo ora la (31) a destra dapprima per a1 e poi
per b~, quindi sommiamo le due eguaglianze cos3 ottenute

dopo aver scambiato i due membri della seconda ; posto

si trova

Dunque (v. le (28»: [(vr, l, m)] = [ (y’7, f, »~’)], come asserito.
Il prodotto a 20 membro della (25) non dipende neppure

dalla seelta dei rappresentanti delle due classi a 1° membro.
Infatti, poeto

supponiamo che sia
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Considerati i due elementi -tí, esistono, per il lemma del

n.- 4, h, k, h’, k’ E 8, ~ E M tali che

I)’altra parte, in corrispondenza ai tre elementi a, b, ~, esi-

stono, per la condizione A), c, d E 8, õ tali che 
’

Dalla (34)1 si trae -f- cfi = = + d(j, da

cui, sommando, ( ck -~ -~- c~ = ( ch -f - + d~. Somman-
do questa con la (35), si tro~~a óa + (ck -~- -~ ( ch +
+ donde

avendo posto

Per il lemma del n.° 3, 9 dalle ( 33) ~ , , (34) discende

Moltiplichiamo la (37) a sinistra dapprima per c e poi per d,
quindi sommiamo le due eguaglianze cos  ottenute dopo avere

scambiato i due membri della seconda ; posto

ossia, per un’osser~~azione del n.° 4,

Operando sulle (34)2’ (35) analogamente a quanto fatto so-

pra sulle (34),,, (35) si trova

da cui
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Dalle (36), (38), (39) risulta quindi

Considerati adesso tre elementi ~~1 E S, vi E M tali che

,i ha

Per il lemma del n.O 4, in corrispondenza ai due elementi

ay, esistono f, g, f , g’ E S, 7l E 3f tali che

Dalle (33)1’ (42), per il lemma del n.~ 3, discende

Dalla (39’) si trae

e dalla (41’) :

Somrnando le (44), (44’), e quindi semplificando dapprima in
base alla (43) e poi per 1~, si trova

i~soltiplichiamo ora la (45) a destra dapprima per aí e poi per
b’ , quindi sommiamo le due eguaglianze cos  ottenute dopo
aver scambiato i due membri della seconda; posto

si trova

donde, per le ossia
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(v. le (39), ( 41) ) : 1

Dal confronto delle (40), (46) risulta ~~1= ~’~í , cioè quanto
si era affermato.

La moltiplicazione definita mediante la (25) è associativa.
Infatti, posto ancora (cfr. le (~2))

se p2 , q2 E S, ~2 E ~ son tali che

ne segue dove

Se inoltre si ha

con p*, q* E S, v~’ E ~I, allora

Se 11 è un qualsiasi elemento di M, dalla (48) discende

ossia

avendo posto

Dalla (50), tenuto conto della (10), segue,
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che, confrontata con la ( 49), in base alle posizioni f s,tte, _
porge Dunque rispetto alla

mol~iplicazio~rex ~ uno pseudogruppo 1).
osserviamo che, 8e in particolare a .- ~ + b, tca ( 11) è vero

8e e ~ 11 -~ b1. Infatti la (1’), con a = Y + b,
ai _ T1 .~- b~, è soddisfatta qualunque siano r, 8, "1’ si E ~,
a E ~f soddisfacenti afle (1). Viceversa, se la (11) è vera, esi-
stendo (cfr. il penult. capov. del n." 4) r’, s’ E ~, p E M per
cui valgono le (2) con «= eT~, ri =. 2P 8~ = p,. per il lemma

del n~.° 3 vale pure la ( 2’). Da questa, poichè a ._-_ y -~ b,
posto (per la (2)~) ,.’1 = 8’1 -~- l’Tu segue appunto (~emplifi
cando) al = 1~ --~- b, . -

L’elemento 1’ -.- [ ( ~, ~ -~- b, b) ] di ~’ (che dunque non
dipende dai particolari elementi y E b E ~S) ne è l’elemento
unità. Infatti, ricordando il terzult. capov. del n.° 4 e la (10),

Osserviamo ancora che, se in y8 + b (s E 8),
ld ( 11) è vera se e soltanto se al = 118 -E-- b1. La dimostra-
zione è perfettamente analoga a quella dell’oseer~azione pre-
cedente. Ne Segue che l’elemento [(1, b) ] di éi’ non

dipende dai particolari elementi 1 E M, b E S ; porremo

6 immediato, in base all’ultima osservazione ed al terzult.
capov. del n/* 4, che la corrispondenza

fra 8 ed S’ è biunivoca. Essa subordina una corrispondenza
biunivoca fra ~’ ed avendo posto

Ogni ~ -f - b, b) ] di questo sottinsieme
M’ di F~’ è dotato di reciproco, che è precisamente ~’ _ [(yp,
y + b, b) ] . Infatti, osservato che la ( 2~’), relativa sia al pro-
dotto ~~’ che soddisfatta assumendo p = q -~- v, con q E ,~,
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v ar~itrari, ricordando la (12) si trova 1§’ = [(V1, 

7. - In &#x26; valgono le due proprietà distributive

I simboli t, e~, e2 avendo il significato del n.&#x3E; preced. (v. le

(32), ( ~7)), supporremo infatti, com’è lecito (cfr. il penult.
capov. del n.° 5), che sia

Se allora p, q E B, v E M son tali che va -~- qy = vb + py, ri-

cordando la (23) si ha appunto

D’altra parte, se p2 p qz vi , son tali che

in corrispondenza ai due elementi es stono, per il lemma
del n.° 4, c1, Ci’ M tali che

Dalle (53) si trae c¡(v¡a. -~- qíy) + å,(v.b. + piy) = ~"’ +
+ + donde, tenendo conto delle (54),

avendo posto p~ = csp; + d¡q¡, qí = c.q. + Sommando le

(55), si ottiene

In base alle ( 5~’), (55), si ha appunto
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Dai n.’ 4-7 risulta dunque che, in base cttle de f ~n~z~o~z (11),
( 14), ( 25), l’insieme ’(n.o 4) delle clas8i di equivalenza
[ (1, a, b)] (con y E M, a, b E 8) è un anello, dotato di ele-

mento unità 1’, in cui ogni elerrzento del sottinsieme ~’ ( n.° 6)
ammette reciproco.

Si vede inoltre facilmente che tac corrispondenza (52), fra
8 ed S C un isoinorfismo. Posto infatti

cioè

D’altra parte, se po , qo E S, vo E M son tali che -~ b) +
quindi (moltiplicando per s2) che

ossia, per la (12) e la (56) ( terzult. capov. del n.O 4), Y~~’tJ2 =

Posto allora

considerata fra 61 ed a’ la corrispondenza biunivoca 4Y che

subordina l’identità in ~’ ’ S’ e l’isomorfismo (52) fra ~S ed

B’, definiti, se x~ -+;1 ed ~2 - e2 1 X2 E 9 ~2 E 
somma (lJ~ + x2 e prodotto xlx2 in- risp. come corrispondenti
in 4Y di e~ +;2 e t1921 1’insieme ~ ~ un anello isomorfo (me-
diante la c~) ad ~,.

Per quanto sappiamo della sua immagine isomorfa 
è dunque un sopra-semianello del dato semianello S che sod-
disfa alle condizioni I), II) del n.° 2 (v. penult. capov. del

n.° 6). Ma anche la soddisfatta. Se infatti o ed in

~) si ha 
.
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si verifica facilmente che in si ha ( c E g) :

bastando osservare (ricordate le (23), (12), ( 10)) che la som-
ma costituente il secondo fattore vale [(y, ~a, yb)] e che la

(25’), relativa al prodotto di [ (~2, ~ -~- c, c) ] per questa som-

ma, è soddisfatta assumendo p = con q E S, v E M

qualsiasi. 3Ia allora (ricordando le espressioni dell’opposto e

del reciproco di un dato elemento di ~’, date nei n.’ 5, 6),
dalla (58), per note proprietà dell’isomorfismo 1&#x3E;, discende

appunto 
- - --

Poichè è raggiunto lo scopo dichiarato all’inizio del n ° 4,
la condizione A) del teorema enunciato al n.° 2 è anche suf-

ficiente, e perciò la prima parte di tale teorema è dimostrata.

8. - Supposto complementarizzabile a sinistra rispetto
ad M, sia a un suo qualsiasi anello complementare sinistro
rispetto ad M. 

_

Si vede facilmente che a è isomorfo all’anello sopra
costruito. Consideriamo infatti la corrispondenza fra éi ed ~’
cos  def inita :

Essa è biunivoca, poiché, se

esistendo (per il lemma del n.O 4) r, s, r1, sl E S, a E M tali
che valgano le ( 1), cioè tali che sia, in a , 
= moltiplicando la (60) a sinistra per a si ot-
tiene ( r s) ( a ~) _ ( rl sl) ( a1 bl) cioè, in S, la ( 1’) ;
ma allora, per la definizione (11),

Viceversa, dalla ( 60’) seguono le ( 1), ( 1’), quindi si ha

(a - b) = ocyí 1 - (a~ bi), donde la ( 60). D’altra parte, se
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poicbè esistono (n.o 4, lemma) h~, 7t2, k2 E 8, ~ E M tali
che = kt(i + ~ (i = 1, 2), cioè che (in ~): (h,, - =

= (h~ - k2)y2 -.. P, posto

in ~ risulta ;2 = ~-1 ( c d~~ quindi
(nella ( 59)) si ha

dato che appunto, per la definizione ( 14), [ ( ~3, c, d) ] = E1 + E2 .
Inoltre, poichè (per la condizione A)) esistono p, q v E M

quindi ( ricordando la definizione (2~))
si ha

Dunque (mediante la corrispondenza ( 59)) ~ è isomorfo ad él’ ;
quindi, poichè él’ è ísomorfo ( n.° 7), si è dimostrato

_1’asserto. La corrispondenza che realizza 1’isomorfiejmo fra

, 
~ ed él associa gli elementi che ammettono una medesima
rappresentazione ~-~(a b).

Il teorema enunciato alla fine del n.° 2 è quindi comple-
tamente dimostrato.

Si verifica facilmente che, in un anello, un elemento è sem-
plificabile (secondo il n.o 1) se e soltanto se esso non è di-

visore dello zero (cfr. ad es. [3], p. 53).
Se allora, in particolare, il semianello S del n.° 2 è un

anello, un sopraanello élo di S si dirà (cfr. [ 1 ] , p. 73) un
anello dei quozienti a 8inistra di 8 rispetto ad M (M avendo
il significato del n.° 2) se esso soddisfa alle I), II del n.° 2

(ove si legga ~10 invece di ed alla

1110) Ogni elemento ~ di ~o é rappresentabile nella for-
con y E M, c E S.

Evidentemente ( c ~ c -~- b b, con b E S) un tale pure
un anello completamente sinistro dell’anello ~S rispetto ad M,
e viceversa. Quindi dal teor. del n.O 2 discende immediata-

mente il
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A f f inchè esista un anello dei quozienti a s~i-

nistra di un anello ~S rispetto ad un suo sottvr~sie~ne M,
rrzottipticativa~mente chiuso e costituito da ete~rnenti non divi-

sori dello zero, è necessarwo e sufficiente che sia soddis f atta
tac condizione seguente : t

Dati comunque c E 8, Y E M, esistono C~ E 8, Y~ E M

ta li che

L’anetto ao , ove esista, è unzvocamente determinato da S
ed M a meno di isorrcor f ismi.

Questo risultato, qui ritrovato per altra via, è dovuto ad
ASANO ([1], Satz 1 a p. 73). (Evidentemente, se S è un anel-
lo, la condizione A) del n.O 2 è equivalente alla A.).)

9. - I simboli ~S ed M avendo il significato del n.O 2, os-

serveremo che, se 8 è complementarizzabile a svr~istrac rispetto
ad M, l’a.c.s. di S rispetto ad M è il pvc’i piccolo sopra-semi-
anello di S che soddis f a alle due condizioni I), II).

Ciò perchè, se 8 è un qualsiasi sopra-semianello di S che
soddisfa alle I), II) del n.o 2 (ove si legga ~ invece di 3~
ghi elementi della forma ~" (a b) (~ E ht, a, 

costituiscono, se 8 è complementarizzabile a sinistra rispetto
ad ~t, un a.c.s. t1 di S rispetto ad ~; dunque 8 è un sopra-
semianello di a. Infatti (8 E 8, 11(18 -~- b - b),

inoltre, per la condizione A) (che discende dall’ip. fatta su S)
e per il lemma del n°. 4 che ne consegue, da E a. segue
(cfr. il 2° capov. del n.° 8) + (D2 E d.

I simboli S ed M avendo sempre il significato del n.&#x3E; 2, è
chiaro come si possa pure parlare di un compiementare
destro ( a. c. d. ) ad M : esso è un sopra-semianello

di 8 che soddisfa alle I), II), III) del n.O 2 ove si legga
(a - b)y--’ invece di ~-1 { a b).

Vale il teorema Che 8i deduce da quelto del n.° 2 leggendo
destra (-o) invece di sinistra (-o) e --~- 1b~ = b1~ -~- in-

vece di yia + = Ylb -~- Infatti, quanto alla sufficienza
della condizione cos  dedotta dalla A) (la necessità imme-
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diata), consideriamo il semianelio S’ che ha gli stessi elementi
e la stessa definizione di addizione del semianello S, ma questa
nuova definizione di moltiplicazione (a’, b’ E ~S’, a, b E S  :
ac’b’ = ba, con b = b’, a= a’. Per il teor. ’del n.° 2, esiste al-

lora un a.c.s di S’ rispetto l’anello dedotto da questo
come qui sopra S’ da S è appunto un a.c.d. di S rispetto ad 3f.
Inoltre, considerato un qualsiasi a.c.d. di 8 rispetto ad M (sup-
posto esistente), l’anello dedotto da esso come sopra S’ da S è
un a.c.s. di S’ rispetto ad M, quindi è isomorfo (per il teor.

del n.° 2) all’a.c.s. prima considerato; di qui la 2a parte del
teorema in discorso.

Si osservi che l’esistenza di un a.c.d. di S rispetto ad M è
indipendente da quetta di un a.c.s.. In [1] (p. 76) è dato in-
fatti un esempio di un anello R che possiede l’anello dei quo-
zienti a sinistra, ma non quello a destra (si ricordi la 2a parte
del n.° 8). Quindi l’anello dedotto da R come nel capov. preced.
S’ da S possiede invece l’anello dei quozienti a destra ma non

quello a sinistra.

Ne segue che ta condizione A) det n.° 2, sufficiente ( in base
al teor. dello stesso n.» per resistenza di un sopra-semz,acnetlo
di S soddisfacente alle due condizioni I), II), non è invece ne-
cessaria. Può dunque accadere che un tale sopra-semianello
esista e che in esso l’insieme degli elementi della forma

non sia moltiplicativamente o additivamente chiuso
(cfr. il 20 capov. di questo n.°).

Se 8 è complementarizzabile sia a sinistra che a destra r~i-

spetto ad M, ogni a.c.s. ~ di S rispetto ad M è pure un a.c.d.
(e viceversa). Infatti, poichè esistono b~ E ~S, 11 E M tali

che (a - b)~~ = 1(a1 - b1), ogni elemento y--4 (a - b)
di ~ è rappresentabile nella forma ( al 

particolare S è commutativo, esso è certamente com-
ptementarizzab~te rispetto ad M, sia a sinistra che a destra ;
infatti la condiz. A) del n.&#x3E; 2 è manifestamente soddisfatta

(basta assumere al = a, b1 = b, 11 = y). Si può allora par-
lare (v. il capov. preced.) di anello comptementcvre (a.c.) di S
rispetto ad M; questo a.c. è pure commutativo (si ricordi la III)
del n.° 2, e si osservi che 1a + by = yb + a~ implica ( cc--b)~--~



= y---’ (a - b» e quindi in esso valgono le seguenti, usuali re-

gole di calcolo (posto ’. -~ ( a~ b) _ ( a -- b)/~) :

Poichè l’a.c. di cui al preced. capov. è isomorfo (n.O 8), me-
diante 1 a corrispondenza (59), all’anello et’ delle classi di

equivalenza [(1, a, b) ] sopra costruito ( n.° 7), dalle (61) di-

scende che, se rS è commutativo, le de f vr~izioni (11), (14), (25)
sono risp. equivalenti alle seguenti:

avendo posto i = [(1, a, b) ], ;1= [(11’ al , bl)~ . Ciò può an-
che dedursi direttamente dalle (11), (14), (25) (assumendo

10. - Se in particolare == ~S’ ( n.° ~) , dal teor. del n.O 2 si

ha il

COROLLARIO: I Se gli elementi di- un semianello S’~ sono tutti

semplificabili, af jvnchè S* sia co~nptementariNza.bite a 
è necessario e suf ficiente che sia soddisfatta. la condizione

seguente :
A~’) Dati corrcunque a, ~, L E S’~, esistono 71 E 8*

che

Se esiste un a.c.s. a~ di S’~, a. è univocamente determi-
nato da S*’ a meno di i~omor f ismi~.

(luesto anello ( supposto esistente) può benissimo non
essere un corpo, come risulta, dall’esempio seguente. Nel-
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l’anello I [x] dei polinomi f = a coefficienti interi, con-

sideriamo l’insieme 84 dei polinomi non nulli coi coefficienti
~ 0. I [xj essendo un campo d’integrità, è chiaro che S- è un
semianello (commutativo) i cui elementi sono tutti semplifi-
cabili (n.° 8). Nel corpo dei quozienti di l’insieme delle
frazioni (f* - 9*)/A*, con f*, g*, ",* E se, è un a.c. di S.
( n.° 9, 20 capov.); ebbene, questo a.c. non è un corpo. Ciò

risulta ad es. dal fatto che il reciproco 1/ (x 1) dell’ele-

mento (x 1)/1 di questo anello non appartiene all’anello

stesso. Se infatti fosse 1/ (x 1) = (f* g~)/h~’, con f*, g*,
h- E a50, ossia (x-1)(f* - g*) = h*, il polinomio non nullo
A* coi coefficienti &#x3E; 0 avrebbe uno zero positivo (o =1), il

che è assurdo.

Diremo che uno pseudoanello (in particolare un semia-

nello o un anello) è nullo se esso contiene un solo elemento
(che quindi ne è lo zero).

Al n.O 2 abbiamo osservato che l’eventuale zero di 8 coin-

cide con quello del suo a.c.s. 6t (supposto esistente). Ne segue
evidentemente che, affinchè l’a.c.s. di un semianello non nullo
8 (complementarizzabile a sinistra) sia un corpo, è necessa-

rio che tutti gli elementi non nulli di ~S siano semplificabili.
Questa condizione necessaria non è però sufficiente, come di-
mostra il precedente es. del semianello 50.

TEOREMA: Affinchè l’a.c.s. a di un semianello non nullo
8 (complementarizzabile a sinistra) sia un corpo, è au f f ic-i~er~te
che 8 soddisfi alle due condizioni seguenti:

i) tutti gli elementi non nulli di 8 sono semplificabili;
ii) qualunque siano a, b E 8 con a % b, una almeno delle

due equazioni (risp. nelle incognite ~, c¡,)

è risolubile in S.

Se un qualsiasi elemento =~= O .
di tl b ), esiste, per la ii), a E ~S oppure 0 E ~S tale
risp. che a -~-- a ~ b oppure P -~- b = a. Poiché a * b, sia a

è =t=0 e quindi, per la i), semplificabile. Avendosi al-

lora, x - - Y--ix risulta risp. tI-ty
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oppure a;1 = L’esistenza in dl del reciproco di

ogni x ~ 0 prova l’asserto. Questo teorema vale naturalmente
anche per un a.c.d..

Le i), ii) sono ad es. soddisfatte nel semianello dei numeri
naturali. Dunque l’a.c. di questo semianello ( commutativo) è

un corpo, che evidentemente coincide (a meno di isomorfismi)
col corpo dei numeri razionali, (cfr. l’introduzione).

§2
11. - Se P è uno pseudoanello ( n.~ 1) contenente elementi

semplificabili (sia rispetto all’addizione che alla moltiplica-
zione n.~ 1 -) l’insieme di questi può non essere un sotto-
pseudoanello di P, (cioè può non essere sia additivamente

che moltiplicativamente chiuso). Consideriamo infatti ad es:,

nell’anello delle matrici quadrate ~ - del 2° or-B~21 au ’

dine sopra il corpo dei numeri razionali, l’insieme r delle ma-
trici (a’k) cogli elementi tutti positivi, r è evidentemente
uno pseudoanello (non commutativo), anzi un semianello. Fa-
cilmente si verifica che, affinchè un elemento ( a;x) di questo
semianello I’ sia semplificabile (in r), è necessario e suffi-

ciente che il suo determinate I sia =1= 0. Difatti, la suf-
ficienza di questa condizione essendo manifesta (se j O,
esiste, nell’anello suddetto, ( a~k)-1), se E r ed ~ _-_ 0,
l’equazione (aik) (xik) = (0), con (0) matrice nulla, ammette evi-
dentemente una soluzione non nulla = (d1k) nell’anello

suddetto; se ( btk), sono allora due qualsiasi elementi di
r (certo esistenti) tali che ( bik) = (du,), in r si ha

(aik)(bik)= (aik) ( ctx) con ( bix) =~= (C’k), ossia non è ivi

semplificabile. Quindi l’insieme E degli elementi semplifica-

bili di I‘ non è additivamente chiuso (si ha ad es. li ll +(12
e perciò Z non è uno pseudoanello.

D’altra parte esistono evidentemente (basta pensare al

semianello dei numeri naturali) pseudoanelli non nulli P con-
tenenti un sotto-pseudoanello costituito da elementi semplifi-
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cabili in P. Lo stesso pseudoanello r dell’es. precedente ne
contiene uno : tale è infatti l’insieme h’ delle matrici di r

del tipo 
a b 

con a &#x3E; b (a, b numeri razionali positivi). Ciòdel t~po b a t con a &#x3E; b ( a, b numeri razionali positivi). Ciò

si riconosce osservando che, se (§ 11) , ~’, da ?== b c’ ba ’ Bó o / ’ + ’

a’ --_ b’ -~- c’ con c, c’ &#x3E; 0 segue aa’ + bb’ = ( ab’ + + cc’

con cc’ &#x3E; 0 dunque a ~’. ° È poi chiaro che I" è an-’ q b a b’ a’ / 
P

che additivamente chiuso e che ogni suo elemento è semplifi-
cabile in P ( perchè ha il determinante # 0).

Esistono pure pseudoanelli non nulli P che contengono un
sotto-pseudoanello II di elementi semplificabili in P tale che:

0) Dati comunque a, ai E E 11 si ha

(Basta pensare ancora al semianello dei numeri naturali, as-

sumendo ad es. in questo come sotto-pseudoanello II quello co-
stituito dai numeri pari.)

12. - Sia P uno pseudoanello contenente un sotto-pseudo-
anello II costituito da elementi semplificabili in P.

Un so-pra-pseudoanello*8 di P si dirà uno pseudoanetto com-
ptementare sinistro ( p.c.s.) (in senso stretto) di P rispetto a
11 se esso soddisfa alle tre condizioni seguenti:

dotato sia di 0 che di 1;
2) Ogni elemento a di il possiede sia opposto a che

reciproco in ~;
3) Ogni elemento x di 8 è rappresentabile nella forma

= 2013 ~) con a E P, ~, y E II.
Se un tale sopra-pseudoanello # esiste, P si dirà stretta-

mente comptementacrizzc~bite a sinistra ri.spetto a II, (la locu-
zione « rispetto a II » si tralascerà se in particolare II = P).
Come subito si verifica (cfr. n.° 2) gli eventuali 0 ed 1 di P
coincidono risp. con 0 ed 1.

Dimostreremo (nel n. 14) il seguente
TEOREMA : Affinchè uno p~eudoanetto P, contenente un 

psendoanetto II di etementi semplificabili in P per cui vacte lac
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J) (n.o 11), strettaniente complementarizzabile a sinistra
rispetto a ll, è necessario e sufficiente che sia 80ddisfatta la
condizione seguente : 1

13) Dati comunque a E P, ~, v E TI, esistono a1 E P, k,
r 1 E II taZi che

Per dimostrare questo teorema ( a differenza di quanto fatto
per quello del n.O 2) sfrutteremo dei risultati già noti, rigua.~-
danti problemi d’immersione per pseudogruppi. Avremmo però
potuto dimostrarlo anche per via diretta, con procedimento
analogo a quello seguito nei n.i 4-7.

13. - Premettiamo alcune osservazioni.

Se in uno pseudoanello P, dotato di zero 5, vi è un 
sieme M moltiplicativamente ch uso e costituito da~ elementi,

semplificabili in P rispetto att’addiz~ione, qualunque sia a E M
gi ha

Infatti, se ~ è un qualsiasi elemento di da ocp + Õ =

= + Õ)=cx~ a0 se e (semplificando per (i~ E M 0 = t%Õ ;-i- a0, segue (semplificando Pe ocp 6 ) 
analogamente da Pa -~- 0 = pa + pa segue 0 = Ox. La (62) vale
dunque in particolare se il sottinsieme M di P è un sotto-pseu-
doanello costituito da elementi semplificabili (cfr. il 2° capov.
del n.° 11). Altro caso particolare notevole:

Se nn semianello 8 è dotato di zero 0, si h,a~ a0 = Oa = O,
qualunque sia a E S.

Dalla precedente osservazione segue che: Se uno pseudo-
anetto P, dotacto di zero 5, contiene un sòtto-pseudoanello 11

costztuito da elementi semplificabili in P e soddis f acente alla
condizione à) ( n.° 11), esso è necessariamente nullo ( n.° 10) :
P --- { Õ ~. Infatti, (per la A)) da a E n segue 0a + a0 E fl, ossia
( 2° capov. di questo n.0) 0 + 0 E n ; quindi intanto 0 E II.

Se n contenesse un altro elemento a ~ 0, poichè a0 = 00 ( = 0),
a non sarebbe semplificabile, contro l’ip. ; quindi n = 0 ~ . Se
allora P contenesse un a ~ 0, poichè (per la A)) a~0 -[- 00 =
- a0 -~- fl = ca0 E II - ~ ~ ~ f si avrebbe aO = 00r con a=t=0y il
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che è assurdo ( poir.h~ 0, appartenendo a II, è semplificabile
in Pj ; dunque appunto P= ~ Õ ~ . _

1 Dunque, se lo pseudoanello P è dotato di zero (i~~ partico-
Tare se P è un anello) il teorema del n.~ 12 diventa banale.
Nella dimostrazione di tale teorema escluderemo perciò che P
possegga lo zero.

8e uno pseudoanello P conviene un sotto-pseudoanetto II
di elementi, semptbficabil~ ~rrn P per cui à), ~cu se-

Infatti, se a + e = b + c (a, b, c E P) e P è un qual-
siasi elemento di II, si ha + cfi) + ~c = ( b ~ + + pe,
donde, semplificando per c~ E II (vedi 0)), a~3 = b~, da
cui appunto a = b.

In uno pseudoanello 9 dotato di zero 0, affinchè tutti i

multipli xa, as di ogni elemento a dotato di opposto siano
pure dotati di opposto è necessario e sufficiente che sia

qualunque sia x E 9 . Infatti, se dotato di opposto, da
xa + x ( a a) = x ( a + a a) = xa segue x ( (I a) = xa "ex,
ossia appunto x0 = 0 ; analogamente, se esiste ax, si ha
Ox . - 0. Viceversa, se vale la ( 62’), gli opposti di xa, fUJ sono

risp. x ( a), ( a)x. Dunque :
La condizione ( 62’ ) ~ neeeessaria e su f f iciente affinchè ~t~

uno pseudoanello ~, dotato di 0, le solite proprietà
~nnottl~licact ve del segno meno, ossia

(o, E ~ ; dotati di opposto). Infatti la terza delle (63)
è un’immediata conseguenza delle prime due.

14. - I simboli P e n abbiano il significato dichiarato al-

l’inizio del n.° 12, ed. esista uno p.c.s. 9 di P rispetto a II.

Dati allora comunque a E P, ~, y E il, esistono (per la 3))
tali che in P si abbia (cfr. il n.° 3) 

- ~) = (a~-~~)1, donde (addizionando ai due membri Y1~)
= 11~ + ( W - e di qui : + py = Y~~ + a~y. La ne-

~essità della eondizione B) del teorema del n.° 12 è cos~ di-

mostrata. .
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Nelle ipotesi dell’enunciatc~ di tale teorema, dimostriamo
ora la sufficienza della B).

Rispetto al.I’addizi©ne- P è un semigruppo (terzult.. capov.
del n.~ 13) commutativo, di cui n è un sotto-semigmppo. Per
un noto teorema ([2},. p. 150~, esiste allora uno pseudogruppo
delle differenze di P rispetto a II, cioè un sopra-pseudogr.utppo

di P, dotato di zero, in cui ogni elemento di n ammette
opposto, ed ogni elemento del quale è rappresentabile nella

forma a con a E P, ~ E II ; in Pa valgono le regole di caI-
colo : 

’

Poichè P è ùn semigruppo, anche lo pseudogruppo Po (come
subito si verif ica) è un semigruppo ( co~nmutativo). Diamo

ora in P. la seguente di ~oltiglica~ione :

Questa definizione ha intanto senso perchè, per la t1), ~~ +
~-- E II (e quindi è dotato di opposto in P.). Inoltre, se

( in P) ,

in virtù di queste due eguaglianze si ha successivamente

donde, semplificando per (e ricordando la 4)), in Po
risulta

dunque la moltiplicazione definita dalla (66) è univoca. Fa-
cilmente si verifica che questa moltiplicazione è associativa e
distributiva ( sia a destra che a sinistra) rispetto all’addi-

zione (65). Dunque un semianello (in cui valgono le re-
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gole di calcolo (64), (65),- ( 66) ) dotato di zero 0 ( = ~ ~, con
7c E II) tale che ( n.~ 13, 3° capov.) :

Se in al ~1= b~ con b, b1 E P, come
prodotto in Po di (b + p) - P per ( bl -~- ~1) ~1 si trova pro-
prio (mediante la 66» il prodotto bb1 di b per b1 in P; dun-
que Po è un sopra-psez~doacnet Zo di P. In Po la moltiplicazione,
in virtù della ( 67), è distributiva anche rispetto alla sottra-

zione, (n.O 13, ult. capov.); ne segue subito che ogni elemento
di semplificabile in Po .

Rispetto alla moltiplicazione Po è dunque un sopra-pseu-
dogruppo di n, in cui tutti gli elementi di questo sono sem-
plificabili. In virtù della B) del n.O 12, in Po è soddisfatta
inoltre la seguente condizione:

B o) Dati comunque (a 2013 ~) E Po , y E il, esistono ( a~,,

Questa condizione, in base ad un teorema dimostrato da
MURATA ( [~], Th. 1 a p. 2) (che generalizza un noto risul-

tato di [6] ; cfr. [2], p. 142 -), è sufficiente affinchè
esista uno pseudogruppo dei quozienti a sinistra di Po rispetto
a il, cioè un sopra-pseudogruppo 8 di Po , dotato di 1, in

cui ogni elemento di il ammette reciproco, ed ogni elemento
~ del quale è rappresentabile nella con

( a ~3) E Po ; questo 8 è individuato da Po e II a meno

di isomorfismi.

Poichè dalla Bo) segue immediatamente che, dati comun-

que 1, II, esistono r, r, E P, a, oc E II tali che, in P,

(si pensi, in Po , ai due elementi 2y - y, se, in 8

moltiplicando a sinistra per a ne
viene che, in P,
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viceversa, se esistono r, ri E P, a, Q1, a E lI per cui valgono
(in P) le (68), {ó8’), in 8 si ha = aY~ 1 (a - ~).
Poichè inoltre, per la Bo), in corrispondenza ai due elementi
( a ~3), Y1, esistono ( p p) E Po , v E II tali che, in ~,

ne viene ¡l(a-~).I~l(a~-~)=
In conclusione, nello pseudogruppo

(moltiplicativo) 8 valgono le regole di calcolo:

se e soltanto se esistono r, ri E P, a, 9 a E n per cui valgono
(in P) le (68), ( 68~) ;

dove p E P, p, v E n sono tali che {in P)

Dati, in -9, x = T-1 (a - ~), x- = - esiste (v. (68))
un a E II tale che ( r Q) ( a ~), axl = 
con (r a), (r, Ql) E Po , dunque tale che ax, ax1 E Po . Diamo
allora in 8 la seguente definizione di addizione : x + xi ==

= cr-1(xae + xm~) (la somma az + axl essendo calcolata nello

pseudoanello Po), ossia :

dove r, E P, a, E II son cinque elementi per cui valgono
le (68). La somma non dipende ( [~], p. 4, 4° ca-
pov.) dalla scelta di a (tale che E Po), quindi l’addizione

ora definita è univoca. Inoltre, se in particolare o, E Po ,
qualunque sia a E II si ha ax, E Po , y quindi in 8: x -~- ~,, =

= a~1 ~ a (,~ -~- xl) = ~ -+- ~i , quest’ultima somma essendo calco-
lata in Po .

Osserviamo che, se in particolare (con le notazioni del preced.
capov.) allora 

dunque in 8 si ha
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Ne segue che l’addizione in 8 è associativa. Dati infatti

o, esiste ( [5], Lemma 3) un tale che Xàg,
M2 E Po , quindi, in virtù della ( 72), si ha : (o + +

In 9 la moltiplicazione è distributiva rispetto all’addizione
( [5], p. 4, penult. ed ult. capov.). Dunque ( poichè, come so-

pra osservato, la somma di due elementi di Po , calcolata in
coincide con quella calcolata in Po) i è ~c~ s©pra-pseudo-
a~~lto (di PQ e quindi) di P. Inoltre, per la (67), in ~ si ha

dove 0 è lo zero di P o e x è un qualsiasi elemento di II.
In base alla (73) si vede subito che ~ è dotato di zero (che
coincide con lo zero di Po), il quale gode della proprietà (62’).
La prima affermazione (s -f - 0 = x per ogni x E ~ ) risulta

dalla ( 72), la seconda dalle ( 70), (70’) assumendo dapprima
a~ = ~1 e poi a = p. Si noti che, come vedremo al n.° succes-.

sivo, la ( 62’) implica che 8 è un semianelto.
P ormai chiaro che lo pseudoanello 8 (in cui valgono le

regole di calcolo (69), (70), (71)) ~ uno p.c.s. di P rispetto a II ;
quindi il teorema enunciato al n.° 12 è dimostrato.

15. - Oltre al teorema di esistenza enunciato al n.° 12,
vale anche adesso (cfr. il n.O 2) il seguente teorema di unicità :

I simboli P e II avendo il significato detto nell’enunciato del
teorema del n.° 12, se esiste uno p.c.s. (vrL senso stretto) 8
di P ri.8petto a H, 8 è univocamente determinato da P e 11

ac meno di 

Dimostrazione: Se ~’ è un qualsiasi p.c.s. di P rispetto a
II, dalla à) del n.° 11 segue anzitutto che ogni elemento di P
è semplificabile Zn ~’ rispetto all’addizione. Infatti, in ~’, da

a E S ) segue 
= -~- + qualunque sia P E II ; ma poiché a~ E II

e quindi (per la 2)) esiste in 8’ l’opposto + ne

viene donde appunto, semplificando per P ( ehe,
per la 2), è dotato di reciproco in ~’), y ~ z. Ma allora (2° ca-
pov. del n.° 13), in 8’ si ha
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qualunque sia a E P; ne segue (cfr. gli ultimi diie capoversi
del n.O 13) che in ~’ si ha pure

qualunque siano a E In virtù delle (63’), le diffe-

renze a2013~ ( a E costituiscono in r un sotto -pseudo-
anello Pó in cui valgono le regole di calcolo (64), (65), (66) e
che soddisfa alla condizione Bo) (ove si legga Pó invece di Po),
onde basta ripetere il ragionamento fatto per e9 al n.° preced.
per concludere che anche in- valgono le regole di calcolo (69),
(70), (71). Ne segue immediatamente che, associando gli ele-

menti di ~, ~’ che ammettono una medesima rappresenta-
zione -Y-1 ( a ~) la corrispondenza cos  ot-

tenuta fra 8 e 8’ è appunto un isomorfismo. Si osservi che,
in virtù di questo isomorfismo, in ~’ (oltre alla (74)) vale

pure la (62’) (per E ~’). 
,

Osserveremo adesso che, i simboli P e II avendo il signifi-
cato dichiarato all’inizio del n.° 12, se uno di P ri-

spetto a 111 ( supposto esistente) soddisfa act ta condizione ( 62’),
~ (e quindi P) è necessariamente ~~c serrzia~e t io. Infatti la ( 62’)
implica (v. il penult. capov. del n.° 13) che tutti i multipli xa,
as (s E 3) di ogni a E TI (dotato, per la 2), di opposto) siano
pure dotati di opposto in ~, e perciò quivi semplificabili ri-

spetto all’addizione. Ne segue che, in ~, si

trae sa -~- ya - xa -~ za qualunque sia a E II, donde ya - za

e di qui appunto (moltiplicando a destra per or-~) y - z. Con
ciò abbiamo giustificato un’affermazione fatta alla fine del

penult. capov. del n.° precedente.
Dalla precedente osservazione discende dunque che, ove per

uno p.c.s. di P rispetto a n (questi due simboli avendo il si-

gnificato detto all’inizio del n. 12) si intendesse un sopra-pseu-
doanello ~ di P soddisfacente, oltre che alle condizioni 1), 2),
3) del n.° 12, anche alla (~2’), il problema d’immersione illu-

strato al n.° 12 (prima dell’enunciato del teor.) perderebbe no-
tevolmente in generalità, in quanto resterebbero allora esclusi
dalla sua considerazione tutti quegli pseudoanelli P che (pur
contenendo un sotto-pseudoanello n di elementi semplificabili
in P) non fossero semianelli.
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Quanto si è detto fin qui in questo n.° porge lo spunto per
osservare che il teorema del n.° 12 fornisce condizioni Buffi-
oienti affinchè un semianello ( n.° 13, terzult. capov.) P, con-
tenente un sotto-semianello TI di elementi~ semplificabili in P,
si possa immergere in un semianello (v. la fine del penult.
capov. del n.° preced.) 8, dotato di 0 ed 1, in cui ogni ele-

mento di II ammetta sia reciproco che opposto: queste con-
dizioni sono la B) e la 11) ( n.i 12, 11). L’interesse, in questo
senso, del teorema in discorso sta nel fatto che non si può
escludere a priori (cfr. n.° 9, 6° capov.) che per una coppia P,
II non sia soddisfatta la condizione A) del n.° 2 (ove si legga.
P, II invece risp. di S, M), ma lo siano invece la B) e la å).

Per quanto riguarda poi il problema d’immersione illu-

strato al n.° 12 (prima dell’enunciato del teor.), osserveremo
ancora che il teorema del n.° stesso non lo risolve in modo

completo, nel senso che (i simboli P, II avendo il significato
detto all’inizio del n.° 12) esso fornisce condizioni sufficienti
(la B) e la á» per l’esistenza di uno p.c.s. di P rispetto a n,
delle quali la sola B) è anche necessaria ( n.° 14, 1° capov.).
Che tale non sia invece la á) si riconosce infatti assumendo

ad es. P ‘ I = anello dei numeri interi, n N semianello
dei numeri naturali. N è evidentemente un sotto-pseudoanello
di I cogli elementi tutti semplificabili in I, ma la coppia I, N
non soddisfa certo alla à) n.&#x3E; 13, 4° capov.); ciò nono-

stante il corpo dei numeri razionali è evidentemente uno p.c.s.
di I rispetto ad N, (la B) è verificata perchè I è commutativo
- cfr. n.° 9 ).

Intendendo per un ideate di uno pseudoanello P un sotto-
pseudoanello II di P tale che P E II implica E II qua-

lunque sia a E P, osserveremo infine che dal teor. del n.° 12

e dal 2° capov. di questo n.° segue immediatamente il

COROLLARIO: A f finehè uno p~eudoanetto P, contenente un
ideate n costituito etementi ~empti f zeabitz vn P, sia stretta-
mente comptementarizzabite a sinistra rispetto a neces-

s~rzo e su f f zeiente che sia ~oddis f attrz la condizione ~) del

n.O 12. Se esiste uno p.c.s. , di P rispetto a II, ~ è univoca-
mentre determinato da P e n ? meno di ~somor f ismz.
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Naturalmente anche il teorema del n.° 12 si presta (entro
opportuni limiti) a considerazioni analoghe a quelle svolte nei
n.’ 9, 10, che qui però tralasciamo.
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