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ZUR THEORIE DES DIRICHLETSOHEN
PROBLEMS BEI NICHTLINEAREN ELLIP-
TISCHEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Note (*) di Georc Lukas Tavrz (¢ Friburgo 4. B.)
(Wilhelm Siiss Zum 60 Geburtstag gewidmet) (**)

Bei linearen elliptischen Differentialgleichungen lisst sich
bekanntlich das Dirichletsche Problem im Kleinen fiir stetige
Randwerte und hinreichend kleine und regulire Gebiete stets
eindeutig 16sen. Wie ich vor einiger Zeit) gezeigt habe, stellt
umgekehrt ein Operator, der jeder stetigen Randfunktion f fiir
eine gewisse Klasse § von Gebieten o eine Funktion im Innern
zuweist, das allgemeine Integral einer linearen elliptischen Dif-
ferentialgleichung dar, falls er bei festem o beziiglich f linear
ist und noch gewisse weitere Forderungen erfiillt. In einer
demniichst erscheinenden Abhandlung iiber das lineare Um-
kehrungsproblem, welche im folgenden mit « A » zitiert werde,
wird das frithere Resultat unter einfacheren Bedingungen ge-

(*) Pervenuta in Redazione il 5 maggio 1955.

Indirizzo dell’A.: Istituto matematico, Universitd, Friburgo
i. B.,, Germania. )

(**) Diese Note ist die ausfiihrliche Darstellung der kurzen in
den Atti del convegno internazionale di 'Trieste (August 1954) erschie-
nenen Vortragswiedergabe. Allerdings sind die dortigen Bedingungen
vereinfacht und abgeschwiicht, die Resultate also verallgemeinert wor-
den. Insbesondere werden durch die schwiichere Fassung des Postu-
lats V jetzt alle elliptischen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
erfasst, withrend in der friiheren Form nur die quasilinearen Gleichun-
gen den Postulaten geniigten.

.1) Archiv der Mathematik III (1952), Zum Umkehrungsproblem bei
elliptischen Differentialgleichungen I, I1, IIT. 8. 232.
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16st. Insbesondere bleibt die Forderung der Existenz einer
Grundlésung weg.

Im folgenden wird bewiesen, dass auch im nichtlinearen
Falle Ahnliches gilt wie im linearen. Genauer handelt es sich
um die Umkehrung eines zuerst wohl von J. Schauder ?) be-
wiesenen Satzes, wonach man aus der Existenz einer ellipti-
schen Losung einer partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung
und aus deren eindeutiger Losbarkeit auf die Losbarkeit des
Dirichletschen Problems in der Nachbarschaft der gegebenen
Losung schliessen kann. Bedeutet # = (2, , ..., r,;) einen Punkt
des R™ und ist

q)(xf U, Ui, 'ulk) =0

die Differentialgleichung fiir die Funktion v = F(r) mit den
2

Ableitungen u; = 8_F , Uik = —=—, S0 heisst w = F(x) elliptisch
ox; Sxidzk

fiir die Differentialgleichung, wenn die zugehérige lineare ho-
mogene Jacobische Differentialgleichung (Variationsgleichung)
elliptisch ist. Will man den Satz von Schauder umkehren, so
wird man von einer ausgezeichneten Funktion F,(x) ausgehen,
die geniigend differenzierbar ist, und weiter in einer Umge-
bung von F, einen Operator Ry;,(#) definieren, welcher jeder
Funktion F auf dem Rande von o, die nicht zu sehr von F,
abweicht, eine Funktion im Innern von © mit stetigem Ran-
danschluss zuweist (Postulat I, § 1). Dem Umstand, dass bei
der Differentialgleichung die Variationsgleichung, d.h. die

. oD 9P @ . . S .
Ableitungen —, ~—, — existieren sollen, entspricht jetzt die

Ouy’ du;’ Ju

Forderung nach der Existenz einer ersten Variation Rf;.,,
von Rp;,, d.h. der Ableitung von Rp;, nach einem Para-
meter (Postulat II). Ausser Differenzierbarkeitseigenschaften
(Postulat III) wird man noch eine Stetigkeitseigenschaft der
ersten Variation RY., in bezug auf die « Basisfunktion» F
annehmen diirfen (Postulat V). Postulat IV gibt noch eine

2) Math. Annalen 106. J. Schauder, Ubher den Zusammenhang zwis-
chen der Eindeutigkeit und Losbarkeit partieller Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus. S. 661.
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naheliegende Beschrinktheitseigenschaft der ersten Variation.
Unter diesen Annahmen wird gezeigt, dass der Operator Rp,,
das allgemeine Integral einer gewissen elliptischen Differen-
tialgleichung ist, deren Jacobische Gleichung die erste Varia-
tion Rf“_, als Losung besitzt. Natiirlich wird man verlangen
miissen, dass die Postulate stets erfiillt sind, wenn Rp,,
das allgemeine Integral einer gegebenen elliptischen Differen-
tialgleichung mit hinreichenden Differenzierbarkeitseigenschaf-
ten ist. Die Verifizierung dieser Forderung soll an anderer
Stelle geschehen ®).

1. Prazisierung der Aufgabe.

Es sei Q ein Gebiet des R", § eine Schar von Gebieten
aus Q mit analytischem Rand. 8§ enthalte insbesondere fiir je-
den Punkt 2 € Q Kugeln um 2 von beliebig kleinem Radius.
Es geniigt, wenn 8 nur diese Kugeln enthilt. Die fiinf Postu-
late formulieren wir in Anlehnung an eine Arbeit von Be-
ckenbach und Jackson *) wie folgt. { F/! sei eine gewisse Klasse
von dreimalstetig differenzierbaren Funktionen. Gehort eine
F'unktion F(z) beziiglich @ € Q zu | F!°), so gehort sie auch
beziiglich jedes Teilgebietes von o zu {F!. F(r) heisse dann
«in o regular». Wir benutzen des Weiteren folgende Bezei-
chnungen :

D'F bedeute eine Ableitung i-ter Ordnung von F, z. B.

2

FF .
D?F filr —— Etwas genauer schreiben wir diese auch in der
x0Tk

Form D, F.
| F o= || F ;= max | F(z) |
x€ o

| F | =max{|| F|J, | D’F|°, .., | D’F[]°},

wo sidmtliche Ableitungen zu durchlaufen sind. Ist ¢ eine hin-
reichend regulire Fliche im R", so habe || F'{ eine analoge
Bedeutung wie || F|f. Nur diirfen jetzt bloss innere Ablei-

3) Vgl. hierzu die Bemerkung am Schlusse der Arbeit.
4) Subfunctions of several variables, Pacif. Journ. Math. (1953).
5) d.h. F(z) ist in @ mit einer Funktion aus {F} identisch.
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tungen der Fliche bis einschliesslich zur Ordnung i benutzt
werden. Weiterhin bezeichnen wir mit @® die abgeschlossene
Hiille des sonst als offen anzusehenden Gebietes w. Rdw be-
zeichnet den Rand von o.

Es sei bemerkt, dass natiirlich z. B. fiir eine in einer Um-
gebung der Fliche ¢ definierte Funktion max {|| F |°, || D'F|°}
etwas anderes bedeutet als || F ||]. Von einer in o (®) i-mal
stetig differenzierbaren Funktion sagen wir mit Lichtenstein,
sie gehore zur Klasse Ci(C;{). Entsprechend ist Ci die Klasse
der Funktionen, die auf o stetige innere Ableitungen bis
einschliesslich der i-ten Ordnung besitzten. Es folgen nun die
Postulate:

I. ExisTENZ UND EINDEUTIGKEIT. Zu jeder in o, reguliren
Funktion F gebe es eine positive Konstanie Mp derart, dass
fiir jedes w €8 und ® C 0, und jede Funktion f der Klasse
C; (s = Rdw), welche der Bedingung

If—Fls<Mr
geniigt, eine und nur eine in o regulire, und auf ® stetige

Funktion mit den Randwerten f existiert. Sie werde mit
Ry, () bezeichnet.

II. Erste VARiaTiON. Sei F € C, in o €8 regulir. Weiter
sei die Funktion ws(x) der Klasse O; mit allen Ableitungen
in ¢ X e stetig. Dann existiert die < erste Variation »

3RF+s-ne; o(®)
—_— € ®).
(Frres) @€o)

Ihr Wert hdingt nur ab vom Grenzwert n(z) = n,(x) und

werde durch RE,, bezeichnet. F(x) heisst « Basis ».

III. DIFFERENZIERBARKEIT. n(2) sei von der Klasse Cj.
Dann existieren fiir die Function F (@) = Rpien;0(2) in o Xe

ausser Di(i=1, 2, 3) und 832 noch die Ableitungen éaE Dt und

6) e bedeutet das Intervall |e| < e, (s, hinreichend klein), und oXe
o= Rdw) das topologische Produkt von ¢ und e.
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sind stetig in o X e. Es gelten also alle Vertauschbarkeitsre-
lationen 2D‘=D‘ 3 .
de oe
DiF, und D'RE(i=0, 1, 2) sind in ® stetig. Ri¢ hat
daher die Randwerte =.
IV. GLEICHMASSIGE BESCHRANKTHEIT. Sei F, in o regulir
und von der Klasse C7. Dunn gibt es Konstanten N und N:

derart, dass fir alle in o reguliren F aus C; die Unglei-
chungen

a) ||Boull*=N|n]e,
b) |Bnulls<N[nls,

0 Bl <Nellmle  G<o)
gelten.

V. LIPSCHITZBEDINGUNG. F, F, seien in o regulir und von
der Klasse C,, 1 von der Klasse C;. Fiir jedes © Suv(t€8)
gibt es dann eine nur von F,, o und t abhdngende Grisse
K=K(F,, o, 7) derart, dass

| Base — Bote |l <K - | F— Fo |[§%° || m |7*

gilt. Ist {t,} speziell eine Schar von konzenirischen Kugeln
vom Radius p aus ® um eimen Punkt &°, so kann K(F,, o, 1) =
=K,(F,, o)-p? gesetzt werden.

2. Einige grundlegende Ungleichungen.

Fiir das Folgende ist es wichtig, aus dem Verhalten von
By, , auf dem Rande Riickschliisse auf das Verhalten im In-
nern ziehen zu konnen.

Sei f eine Funktion der Klasse C§(¢= Rdw, » €8) und
50 beschaffen, dass wenn F' in o regulir ist und zu C; gehort,
auch noch Rppf;(®) (| 2] = 1) existiert. Setzen wir

1) I f1lz=m.
Die Funktion F,(2)= Rpyys;,(#) ist bei festem z€® im
Intervall 0 <X <1 differenzierbar. Anwendung des Mittel-

29
28
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wertsatzes ergibt
(2) Bryf; o) — Br; o2) = B{A(z)  z€a),

wobei der Mttelwert A von x abhingen kann. Ahnlich ergibt
sich, wen man A —e¢/m setzt, fiir die Ableitungen wegen III

(3)  D'{Brys; (@) — Br; (@)l = mD'RpI™ (2)  (s€@, i< 2).

fim; o
f o
Aus IV folgt nun, weil wegen (1) mll = 1 ist,
2
~ = P
0) IRFLIE <NIflle, || Ryam,li2 <.

Aus (2) und (3) folgt somit unter Benutzung von (4)

(5) ” RF+f:u "RF; 3] "; <N ” f ”a
| Brsr;o— Brsolls < N FII3-

Dies sind die beabsichtigten Abschiitzungen, welche wir
in der Folge als Hauptungleichungen bezeichnen wollen.

3. RI., als Integral einer linearen elliptischen Diffe-
rentialgleichung.

Der Operator Ry, ist bei festem F linear.
Sei etwa F in v, regulir und ® < o,, ® € . Dann folgt

Rg‘n;h‘:aR':';b‘

unmittelbar aus der Definition von Rf,;,,, .
Ehwas umstiindlicher beweist sich die Additivitit.

(6) By + By, = Brins-

(Rf statt wa geschrieben; m,, m, wie stets dreimal stetig
differenzierbar). Es ist (¢ > 0).

) Rp+c(-m+-a.; — Bpaen + Rzmm,,e — ERr — RF+¢(-m+1:) — Rr'
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Wir wenden auf die Funktionen
B remtrn — BFeen, = Pu(t, €),
Rpyry, — RrF = @y1), 0=t=<¢
Bpiren+n) — Br = Q1)

den Mittelwertsatz an.
Dy(e, &) = e@,(T1, €), Dye) = eD,/(1,), Pse) = eP4(%s),

wo %, T,, T, gewisse Mittelwerte sind, die natiirlich auch
von z abhingen konnen. Aus (7) folgt, wenn Ry, eqprimy=Fr,,e,
RF+Tml = F‘l’n RF"T:('I‘IH'TM) = F'l': gesetzt “'iI'd,

Y =110, &)+ Ble) — Bhe)] = B, )+ i(%) — Bx)
—_ Rf;ﬂ,i + R:;T. — RFTI

m+"ns

Aus der Lipschitzbedingung folgt jetzt z. B. fiir Rf:l T wenn
® = 1 gesetzt wird
F
®) I By, — Bosall® <K || Foy— F5 | ma 15

Die Randwerte f(E) von F,,— F fiir ein festes 2 € v sind
gegeben durch die Funktion

1(8) = tozma(B) (| <e).
Dies in (8) eingesetzt, ergibt
I R:,";’,,,— ;0| <€ o const.

Die linke Seite von (8) strebt also gleichmiissig gegen Null,
und man erhilt schliesslich

(9) R:;; o T R-r,;;u = R THE

Wir beweisen jetzt fiir den Linearoperator R.,I,rw die fol-
gende Funktionalgleichung ?):

7) Auch fiir den Operator Rp;, selbst gilt eine solche Funktio-
nalgleichung. Denn nach Definition der Klasse | F'| ist F, falls in
regulir, auch in t regulir. Wegen t&¢ muss aus Griinden der Ein-
deutigkeit also FF = Rp, 1 sein.
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Sei © €8, 1€8 und t C 0. F sei in o regulir und von der

Klasse Oy. Nach II existiert Ry, .(x)= vz)(n€C;). Dann
gilt in <

Rz () = ).
Schreiben wir kurz
(10) Brien;o = Fe,
dann ist
(BF;) . F.—F
v=|— = lim ,
. ee e=0 g—s0 €

oder, wenn

F,—F
(11) : =7z) 0= |e|=e)

€
gesetzt wird,
lim 9 (z) = v(z).
g—>0

Dieser Limes existiert sogar gleichmissig.
Bei festem « ist nimlich nach dem Mittelwertsatz

P—F_ g 0<|z|<eo

€ — T

¢ kann natiirlich von # abhingen. Anwendung von V ergibt nun
F,—F
| —o| = 1B — Bl

€
<E|F;— Filnll;<Ee|n3  (c=Rdw)

(12)

Aus (12) folgt also, dass r. E_F gleichmissig beziiglich «

gegen v strebt. m(x) (vgl. (11)) ist somit gleichmiissig stetig
in # und ¢, wie es in Postulat II verlangt wird. Nach diesem
Postulat gilt also, da Rp, engs = He ist,

_ aRF.g,eo;‘r . aRF"’E'ﬂg;T _ 31115
Rg;‘r-—— L:O—[ e o0 | O

%k
also die Behauptung. Damit sind fiir den Operator R.,I,r;,,, bei
festem F alle Eigenschaften bewiesen, aus welchen man mittels
der Postulate III und IV schliessen kann, dass er das allge-

=,
g=0
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meine Integral einer elliptischen homogenen Differentialglei-
chung

(13) Loy= 3 an-r 4+ 342 Law=0
= a _——— i~ -
ket - Omdzk | iy Oxg
darstellt, deren Koeffizienten durch
1—RF. . (2 BE _apr (2°
a(zo) = lim __—_‘2:2(__) , a.-(xo) = lim — :r_%’éi_) ,
p—0 4 p—0 9

(14)

F 0
R(zr—wl")(wk—mko); Tp(x )
2

an,(x°) = lim —
p—s0 e
gegeben sind.

Wir wollen daraus noch eine wichtige Folgerung ziehen.
Der Operator Rf; o ist nur fiir die Funktionen der Klasse C}
definiert. Wir wollen seine Definition fiir alle auf ¢ stetigen
Funktionen 7 erweitern. Man approximiere 1 gleichméissig auf
¢ durch Funktionen n® der Klasse (3.

70(z) = n(z) (z € Rdw).

Wegen 1Va) und der Additivitit bilden RJ, ., eine Fun-
damentalfolge, die in @ gleichmissig gegen eine stetige Funktion
H(x) strebt. Wegen IVe) konvergieren in jedem inneren
Punkte auch die ersten und zweiten Ableitungen und zwar
gleichmissig in jedem abgeschlossenen Teilbereich von o. Also
ist H in o zweimal stetig differenzierbar und aus der Kon-
vergenz folgt, dass H(x) ebenso wie Rf';(,)w eine Losung von

L(H)=0
ist. Es gilt also .
Das Dirichletsche Problem ist fiir L(v) =0 bei allen Ge-
bieten © €8 fiir beliebige stetige Randfunktionen lésbar.
Daraus schliessen wir auf Grund von A, dass die Jaco-
bische Gleichung L(v) =0 streng elliptisch ist.

4. - Zwei Hilfssitze.

Die Koeffizienten der Variationsgleichungen hingen aus-
ser von # noch von F ab. Sie konnten an sich Funktionale
von F sein. Wir beweisen jedoch den

29 »
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Hivrssatz 1. Die Koeffizienten a;, a,,0 hingen ausser
von & nur ab von den Werten von F und seinen ersten und
2weiten Ableitungen im Punkte x°, also von den Griossen

oF *F
u = F@° u; = — (z° ux = ——(2°;
@) 2,0 =@
sie sind stetige Funktionen dieser Grissen.
Betrachten wir beispielsweise den Koeffizienten

v
Rx . jo; T, P(d!o)

aj(z’) = lim — 5

p—0 P

Sei F eine weitere Funktion aus { F} mit dem Definitions-
gebiet o (2° € ©). Sei weiter

2

- = — OF ~ ‘F
— 0 e = 0

v=F@), wm=z (), wn= Sz
und
(15) max (|u —u|, |w— |, |ux—ux|) <p.

Setzen wir
_ RE _opi (@
(16) o{2%) = tim — ’—",—E(—)
p—0 (2

und schiitzen |a,(2°) — a,(2°) | ab. Nach V ist (falls p bereits
<1 ist)

1n | Rf,—-a,»;e,,(z") - R:;q,‘;rp(@” <K-p*| F—F "fh - 1.

Nun nehmen wir q so klein, dass zufolge der Stetigkeit
der Funktionen F, F und deren Ableitungen in ® fiir belie-
biges ¢ > 0

max { || D{F — F) [P} <p+e

$=0,1,2
gilt, dann folgt leicht aus (16) und (17)
(18) | aa") — ayze) | S K - (n + €).

Daraus wiederum ergeben sich, je nachdem ob man p gleich
Null oder beliebig klein annimmt, die beiden Teile der Be-
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hauptung. Aus (15) und (18) ergibt sich die Lipschitzste-
tigkeit von a;(z) = a;(», u, w,, uy) in u, w;, u,. Diese ist
wegen der Konstanz von K gleichmissig beziiglich «.

Fiir das Weitere ist folgende Numerierung bequem. Wir
setzen

(19) U = Ugo, %i=Uoi; O = Ggo, Ui = Uoi = Gio-

Der Einheitlichkeit halber fiihren wir noch die formale
Koordinate z, und einige Abkiirzungen ein

(200 Zo—2'=1, @—ar)@i—a1)=Eu (k 1=0,1,2,..,m).
Jetzt beweisen wir den fiir das Folgende fundamentalen

Hivrssatz 2. Es sei { F,} eine Folge in o regulirer Funk-
tionen, die auf ® gleichmissig gegen F konvergieren, und
deren Ableitungen bis einschliesslich zur dritten Ordnung
auf @ gleichmdssig in x und v beschrinkt und gleichgradig
stetig sind. 2° sei ein Punkt von o und k,, l, irgendwelche
vorgegebene Indices (0 < ko, lo < n). Sei

g 21,
Yt = OTkOZ |30 ’ sy = 9zx0z; ]3::.0

Ls sei weiter

& 1=0,1,..., n).

Yiegdy; v F Uil s
Ukl; v — Ukl «k7 l) 4: (ko ’ lo))-

Dann ist der Koeffizient arg(®) des Variationsoperators
im Punkte z° gleich Null.
Zum Beweise setzen wir

WUkodo; v — Ukely — €y«
Offenbar gilt ¢, — 0. F und F, lassen sich dann schreiben
%o 1§
F@)=—+ + 2k’§=oun§u+ U,
(21)

1 ”
F(z)= -uzi" +3 . iouuﬁn + OkgsErg, + Uy,

wo Okg, =2, falls k,=1,=0 ist, und somst &g—1. Die
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Restglieder U und U, haben die Form

1 ~
at 3 Ela-rG).o'r (1, g, T—= 1, 2, veey ﬂ)
31! 2,0,T .

Bror = (30 — 23 (%6 — To)&x — ),

wo é;m gewisse Mittelwerte der dritten Ableitungen von F
bzw. F, sind. Diese sind auf Grund der Voraussetzungen
rleichméssig beschrinkt. Entwickelt man die Differenz
F, (#) — F(2) nach Taylor, so erhilt man, wenn noch zur
Abkiirzung Sy frg, = & gesetzt wird.

Fv(x)—F(x)::Eev + Wv’

wo ebenfalls W, die Form

1

— 2

310 Hice
hesitzt und H atr Mittelwert einer dritten Ableitung von
F — F, also Differenz dritter Ableitungen G;m y bzw. G;u,.,
von F,bzw. F ist, aber nunmehr fiir denselben Mittelwert.
Setzen wir

~ 1
3 Elp'rle;v =V 31 2 Ela-ralm- =7,
T 3 ‘A0,

so konnen zwar im allgemeinen U und U, in (21) nicht durch
V und V, ersetzt werden, wohl aber ist

U,—0=V,—7V

und in ¥, und V stehen in den Argumenten der dritten Ablei-
tungen dieselben Mittelwerte. Wegen der vorausgesetzten
Beschrinktheit der ersten bis dritten Ableitungen kann man
eine Teilfolge herausgreifen, fiir welche auch die ersten
Ableitungen gleichmiissig konvergieren, und schliesslich er-
hélt man bei Beriicksichtigung der gleichgradigen Stetig-
keit durch eventuelle Wiederholung der Auswahl eine Teil-
folge {v;}, filr welche auch die dritten Ableitungen bei fe-
stem p in 7, gleichmissig konvergieren. Da die Ableitungen
gegen die Ableitungen der Grenzfunktion konvergieren, so
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konvergieren ihre Differenzen gegen Null. Es ist also in <,
fiir beliebig kleines positives ¢* und passendes v, (wir schrei-
ben statt {v;} wieder {v})

| DaoFy — F) | < >

(22) W |=|U,—TU|=|V,—V[Serpn® (2w
Ist (ko, 1) =F (0, 0), so gilt
RE .-
(23) axg(z°) = — lim E'“’:” £
p—0

Da ¢, und p gegen Null gehen, kénnen wir
p=0ev=2¢8
setzen. Schreiben wir zur Abkiirzung 1, =r1,, Rdr, =o,,
und setzen wir
U,—U

€y

(24) = 1,(2) (z €0,

dann ist

Fv—anv(g'i'nv) (z €o,).

Setzen wir mnoch fiir ein beliebiges v mit variablem
O0<|e|<|e)

F.=F 1§+ ) (z €9,),

so ist nach dem Mittelwertsatz

F,(z) — Fo) = &,B;; (@ €7)

+my i Ty ()

(¢ natiirlich im allgemeinen von abhanglg) (22) und (24)
ergeben fiir p—=c¢,
| nu@) | < e*n’ey (V=vo; 2€0,)
also
(25) 7,(%) = o(e}).
Wegen (k,, 1,) =F (0, 0)
F(z") — Fz*) =0

Fy(z°) — F(x")

arg(a®) = orgfa) + = 0@ + Rf‘ @)
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.1
= lim ~[— B+ ) + RE, (2]

v—o0 &)

(26) = lim ~[ R 5,(@) + By, +

v—s00
1

+__

el
v

- Rg;m;r,(“’) + Rg-:—'n .,v o)] s

=lim { 4, + B, .
Aus (25) folgt nach Postulat IV

@9 =% — o)

V

1 RF
A = E’ "lv"'v

Es gilt also
(27) 4,—0.

Postulat V ergibt fir B,

1
|By| = | 5 (B iy e (@) — BEin,in@)] | <
(28)

S_:ch“ IFe—FI2- I8+l

Nun ist auf o,
Fi—F=cE+m

& und seine Ableitungen sind beschrinkt.

Also bleibt noch die Abschitzung von | Dy, | und | Duy,].
U,—U
&
der dritter Ordnung in der Taylorentwicklung im Punkte z°
von F, bzw. F' sind. Die Taylorentwicklung von D\F (i=1,

2, ..., n) ist

Gemiiss (24) ist 7, = , wo U, und U die Restglie-

DiF = u; +,“§,“"E’ +3. 2 EuDurP.

r,s=1

8) Auf der linken Seite von (28) tritt e(z% auf. Dieses feste e (z°)
und nicht etwa e(x) benutzen wir auch auf der rechten Seite bei
Anwendung von Postulat V. Wir schreiben kurz e.
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Also
U hid — U, fod —
(29) 37; —3: ErsDrsiF und 2% —',A:f-: 1EanF..

wo durch —— bzw. — Mittelwerte gekennzeichnet seien.
Ahnhlich erhilt man durch Taylorentwicklung von D,F

fud —_—
Du:F = Uk -|— E EjDﬂgF = Uk + Du;U
j=1

R
Dy.U =j§151DﬂkF )

(30) ” T—
DU, =7§lEfDﬂka.

Da die Ableitungen von F und der F, auf o gleichmissig
beschriankt sind, so folgt aus (29) und (30) sofort die Ab-
schiitzung

| DiU | > oM = .M,
| DuU | < p,M = ¢,M,
also
|DU|, |Dul|=0@),
u,—U

&

|| =

I = 0(1)

(gleichmissig beziiglic ¢ in o).
Also nach (28)-

(31) B =K Fi—Fl- 18+l
=K |¢|[}lE+ n [P = K1 0(1) - ¢.
(26), (27) und (31) liefern schliesslich
kg, = 0.
Fiir (k,, 1) = (0, 0) erhilt man das Gleiche, nur hat man

F
o= lim LN d Rt — B =
- m pl n v(x) (zn)—ev

P e

zu beriicksichtigen. Damit ist der Hilfssatz 2 bewiesen.



436 G. L. Tautz

5. Aufstellung der Differentialgleichung.

Aus dem Hilfssatz 2 ziehen wir eine wichtige Schlussfol-
gerung. Die Koeffizienten a; (2, F(z), Fi(x), Fyu(x)) konnen
nicht simtlich in einem Gebiet verschwinden, da sonst die
Variationsgleichung daselbst von erster Ordnung wire. Sei
also #° ein Punkt, in welchem etwa

(32) au(@®, ¥°, 43, u) 30

ist. Dies gilt wegen der Stetigkeit bei festem # auch noch
in einer Umgegung von (u°, w , ufk). Es ist bequem u, u;, uy,
als Koordinaten eines Punktes W anzusehen. Da nachher u,,
als abhingige Verinderliche auftreten wird, wollen wir fiir
das verkiirzte System u, w;, %;,, .., Un,, in welchem wu,,
fehlt, noch die besondere Bezeichnung U einfiihren.

Beschrinken wir uns des Weiteren auf solche Funktionen,
die in einem festen Gebiet ®, das #° enthilt, regulir und mit
ihren ersten bis dritten Ableitungen in ® gleichgradig stetig
und gleichmissig beschrinkt sind. Wir nennen sie « zulissige
Funktionen ». Sei F,(z) eine solche Funktion und W,(z°)
bzw. U,(2°) oder kurz W,, U, das System ihrer Taylorkoef-
fizienten in #°. Dann képnen wir aus Hilfssatz 2 schliessen,
dass eine positive Zahl ¢ existiert, derart, dass fiir jedes
zulidssige F' aus U = U, und

lull—u:4|<e

folgt, dass sogar u,; = ufl

sein muss. Die Koordinaten von U(z°) = U sind Taylorkoef-
fizienten von F in #°. Die obere Grenze aller solchen Zahlen ¢
(die natiirlich auch unendlich sein kann) nennen wir kritische
Zahl fiir F, in z°, und bezeichnen sie mit ep (2°), allgemein
er(2). Mann kann leicht einsehen, dess ep(x) in einer gewissen
Umgebung von z° bei festem F iiber einer positiven Schranke
bleibt.

Andernfalls gibt es nidmlich eine Folge von zulissigen
Funktionen F,(z) und eine gegen 2° konvergente Folge {=z,},
fiir welche %, (z) %= uy,(2), | %n(2) — uy(@”)| — 0 gilte. Man
kann annehmen (nach eventueller Auswahl), dass F, (2) mit
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seinen ersten und zweiten Ableitungen in ® gegen F,(z) kon-

vergiert. Nun miisste bei direkter Anwendung von Hilfssatz 2

z* eigentlich fest, niamlich 2° sein. In den entscheidenden

Abschitzungen (26), (27), (28) &dndert sich aber nichts, wenn

2° durch «¥ ersetzt wird. Es kommt statt axg (2°, Uy) =0

zundchst lim oxg(2’, Ul2*) =0 heraus, d.h. wegen der Stetig-
v = Q0

keit ebenfalls ary(z° U, = 0.

Um eine Differentialgleichung aufzustellen, benutzen wir
eine gut iibersehbare Teilschar aller reguliren Funktionen,
nimlich die Kugelflichenfunktionen nullter bis zweiter Ord-

nung 8,, ..., Sp (m = (ﬂ _;- 2)—— 1) als Randfunktionen, d. h.

etwas genauer, unter Auslassung des Index 1 die Funktionen
1
1) Ev(v = 1’ 2,-"’ 'n)r Q(E:'—E:Xp' = 2, (AL ] ”)}

EE(rEY, & =@ —z))

betrachtet auf der Oberfliche einer Kugel ¢ um ° von genii-
gend kleinem Radius p, welche wir jetzt als Gebiet © be-
nutzen. Setzen wir mit irgend welchen hinreichend kleinen
Parametern ¢
"
f= Eltvsva

y=
(33)
F(z) = Epyi1;+{@)-

Nun wird gleich gezeigt, dass bei hinreichend kleinem p
zu jedem Parametersystem (¢,, ..., t,) genau ein Punkt U(z°)
aus einer gewissen Umgebung von U, gehiért und umgekehrt.
Mittels (33) wird zu jedem Punkt U dieser Umgebung genau

2

ein Koeffizient u,, =$§—7(az") bestimmt. D. h.
i

(34) Un = w(x; Uy Uiy Unzyeeey umt) = w(z’ U)'

Aus unserer Bemerkung iiber er(#) kann man nun schlies-
sen, dass die Funktion W(rx. U) bei (2°. U°) und in einer ge-
wissen Umgebung unverzweigt ist.

Gébe es nidmlich fiir eine Folge z*— z° ausser dem Funk-
tionswert W(z*, Usz*)) = u, noch einen zweiten uy,, der fiir
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eine passende zulissige Funktion F, zu dem gleichen Argu-
ment (2%, Uy(2”)) gehorte. und wiirde uy,(z) fiir 1* — 2° gegen
u;, streben, so wire entgegen dem Bewiesenen

lim ep(z) = 0.

Inwieweit alle reguliren Funktionen der Differentialglei-
chung

Dz, W)= u, — ¥z, U)=0

geniigen, wird im nichsten Paragraph erortert.

Jetzt soll der vorweggenommene Satz iiber den Zusam-
menhang der Parameter (t,, .., t,) mit dem Punkt U(z°
bewiesen werden. Wir setzen (unter Auslassung von u,,)

o \ o°F
(35) u =F(x ) = ¢l(t1, ceey tm;, ey U — a—z = ?m(tl’ ey tm).

”

Offenbar existiert fiir jedes Wertsystem (%, ..., ts) aus
einer Umgebung von (0, ..., 0)

ORp,+ 3.8
uSp _
[—— . Es,

ot, =t,0 - v
ORp. 15
wo F° = Rpﬁnyosv. Speziell ist l—%]t,,:o = R.Ig':‘" . Nun

wurde in A gezeigt, dass fiir hinreichend kleines ¢ die Matrix
Rg& 9 ey '3_23 Rg“,')
OZn

den Rang m hat. Und zwar ist jede Determinante ungleich
Null, die durch Streichung einer Spalte mit einem Differen-
tiationsindex entsteht, fiir welchen der entsprechende Koeffi-
zient der Differentialgleichung ungleich Null ist. In unserem
Falle ist also wegen a,, & 0 bei der obigen Wahl der &, die
Funktionaldeterminante

a(¢1 y oeey (Pm)
b1y ey tm)
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ungleich Null. Die Gleichungen (35) sind also in einer hin-
reichend kleinen Umgebung von ¢+, =0 (v=1, 2, ..., m) ein-
deutig nach den f, auflosbar. Nun sind die ¢; stetige Funk-
tionen der ¢,, wie aus den Hauptungleichungen leicht folgt.
Damit ergibt sich aber aus Postulat V (Lipschitzbedingung)

die Stetigkeit der partiellen Ableitungen -%3 ?). Daraus wie-

0
derum folgt die Existenz und Stetigkeit der Ableitungen des

invertierten Systems
(36) t, = ®;(U).

Betrachten wir jetzt die Funktion u,; = W(x°, U). Wir
kénnen den Punkt U vermége (35) durch die Parameter
t,, ..., t, darstellen. Wegen (36) ist der Punkt U in einer
hinreichend kleinen Umgebung von U° beliebig wihlbar.
W(a° U) ist also in einer Vollumgebung von U°® definiert.

Aber mehr: un=a—§(lf’= Rp ;<) ist nach den t, differen-
[

zierbar. Dies folgt aus dem Differenzierbarkeitspostulat III,
insbesondere aus der Vertauschbarkeit der Differentiation
nach x und ¢ (jetzt t,). Aus der Stetigkeit der Ableitungen
Op;

3% bei festem z folgt die Existenz des totalem Differentials
v

von #%,, =W nach den #,. Da weiterhin die ¢, stetig nach

den Koordinaten von U7 differenzierbar sind, so ergibt sich

schliesslich, dass u,, = W(x°% u, %, %3, ..., %,,) nNach den

freien Variablen der rechten Seite stetig differenzierbar ist.
Nun betrachten wir die durch

P, = REH—m;r

definierte Schar von reguliren Funktionen. n sei dreimal
stetig differenzierbar auf Rd<. Dann ist

oF, ©oF, )

o —_— —
(I)(:L', Fo’ a:ca’ azkaz;

9) Fiir %‘:‘ folgt es direkt aus V. Fiir die Ableitungen folgt es

v
aus Funktionaleigenschaften der Ldsungen linearer elliptischer Dif-
ferentialgleichungen. Genaueres hierzu in der am Schluss der Arbeit
erwihnten Erginzung.
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eine Funktion H(ec), die etwa fiir |e| < ¢, identisch versch-
windet. Da, wie eben bewiesen H (¢), stetig differenzierbar ist,
so folgt

(37) (H,(e))¢=o - (q)”)s=0 v + ?(d)u‘-)e:() Vg + lzk(¢nu)s=0 s Vg = 07
wOo

Iz:o = 2—0‘ v —
st— 9, az‘—j 4§y axlazk—”lk

gesetzt wurde. Anderseits gilt
a(z’) + % ai(z%)v; +IZ‘;C ax(@ye =0 ).

Setzen wir der Reihe nach n=2S8, (v=1, 2, .., m), so
folgt aus dem Nichtverschwinden der Funktionaldeterminante

3((?1 9 *°°y ¢m)
a(tl 9oy tm)

die eindeutige Bestimmtheit der Grossen

a a; _alc
. a:, a_u’ an’
die also mit
((I)u)s=0:. ((Du,-)s=0 ’ (q)uu)s=0
iibereinstimmen miissen. Damit ist gleichzeitig bewiesen, dass
die Differentialgleichung

O(z, ui, upn) =0
elliptiseh ist.

6. Schlussbemerkungen.

Das Vorangegangene bedarf noch einer Erginzung. In
Hilfssatz 2 wurde nur -bewiesen, dass es innerhalb einer ge-
wigsen Klasse von reguliren Funktionen nicht geschehen kann,
dass neben einer Funktion F, weitere Funktionen F der

10) die Abhiingigkeit der @, a;, a; von U° ist nicht zum Ausdruck
gebracht.
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Klasse mit gleichem U in #° existieren, fiir welche zwar
%, —u®, F 0 ist, sonst aber beliebig klein sein darf. Gibt
es mindestens eine zweite Funktion mit gleichem U, aber
verschiedenem u,,, S0 sei er, die untere Grenze aller Zahlen
| u,, —u°, | ). Gibt es keine solche Funktion, so werde
€r,—=oo gesetzt. Nun ist an sich folgendes Vorkommnis denk-
bar, das durch die Aussage des zweiten Hilfssatzes nicht
ausgeschlossen wird. Es konnte nidmlich eine Folge F, geben,
fir welche er, gegen Null strebt. Man konnte also keine
feste Umgebung

|U—T,|<C

(U]=lw|+Z|w|+ lzk [ |)
@, k%=1, 1)

angeben, derart dass alle zulidssigen reguldren Funktionen
der- Differentialgleichung u,, — W(x, U) =0 geniigen. Ohne
auf eine genauere Beweisfiihrung an dieser Stelle einzugehen,
sei hier nur bemerkt, dass alle diese Schwierigkeiten behoben
werden konnen. Zunidchst reichen die beim Beweise des zwei-
ten Hilfssatzes benutzten Methoden villig aus um zu zeigen,
dass es keine Folge mit er, — 0 gibt. damit ldsst sich dann
schliesslich unter Benutzung des Monodromiesatzes bei der
Funktion W(z, U)'?) das folgende Resultat herleiten:

Sei a,, (2%, W,) F0 (a,, wie in (14) definiert) und I, in
der Umgebung von «° regulir. Sind dann die Konstanten
A<My, und 3 so gewihlt, dass fir |z--a°|<3 wund
|W—W,|<4

1

| ay(x, W) I = 3 I an(zo: Wo).‘ > 0,

80 geniigen alle in 2° reguliren Funktionen mit gleichgradig

11) Diese ist natiirlich mit der im vorigen Paragraph definierten
und gleichbedeutenden identisch, nur formal etwas anders erklirt.
12) Deren Unverzweigtheit im Kleinen wurde im vorigen Paragraph

bewiesen.
30 29
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stetigen dritten Ableitungen, welche der Abschdtzung
|F—F.|o< A
(o ein Regularititsgebiet**) von I)
geniigen, der elliptischen Differentialgleichung
uy — ¥, U)=0.

Die Durchfithrung dieses Beweises wird ebenso wie die
Verifizierung der Postulate bei Differentialgleichungen Ge-
genstand einer erginzenden Note seine, die vermutlich in
den Annali di Pisa erscheinen wird.

13) Die Regularitiitsgebiete diirfen beliebig klein sein.



