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EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI
E PROBLEMI AL CONTORNO
CON CONDIZIONI INTEGRALIL

Memoria (*) di Mauro PacN1 (¢ Modena)

Nel suo recente libro « Lezioni sulle trasformazioni linea-
ri»?*) il Prof. G. FicHERA dd un generale principio dell’alter-
nativa per le trasformazioni lineari svincolato da qualsiasi pro-
prietd metrica dell’insieme nel quale si considera la trasforma-
zione. Questo punto di vista oltre a conseguire la massima ge-
neralitd del principio stesso ne rende particolarmente agevole
Papplicazione ai singoli problemi. E cosi che per suggerimento
del Prof. G. FicaEra ho cercato di vedere come si possa ap-
plicare detto generale principio ai problemi ai limiti per I'equa-
zioni differenziali ordinarie con l'aggiunta di condizioni inte-
grali e ai problemi al contorno per equazioni lineari alle de-
rivate parziali con ’aggiunta di condizioni integrali.

Tali problemi trovano applicazioni in questioni di idrodi-
namica e termodinamica e sono strettamente legati alla teo-
ria delle equazioni integro differenziali e alle equazioni di
Eulero di certi problemi di Calcolo delle variazioni?). In par-
ticolare sono qui da ricordare per lo studio di problemi ai

(*) Pervenuta in Redazione il 31 marzo 1955.
Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico Universitd, Modena.
1) G. FicHERA [3]. I numeri fra parentesi quadre si riferiscono alla
Bibliografia alla fine della Memoria.
2) Vedasi: DusaMEL [2], G. GiraUup [4], R. HesTENES [5], JoNnACH
[6], L. LicHTENSTEIN [7], E. MacENEs [8], M. PicoNE [9], W. T. Rrip
[12], J. D. TamarxIN [14], J. THoMas [15].
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limiti per le equazioni differenziali ordinarie ed integro dif-
ferziali con l’aggiunta di condizioni integrali i lavori di Jo-
NACH [6], M. Picong [9], J. D. TAMARKIN [14], J. THOMAS [15],
e per gli analoghi problemi per equazioni alle derivate par-
ziali il lavoro di G. Giraup [4].

Nella presente Memoria dopo aver richiamato al n. 2 il prin-
cipio dell’alternativa come dato da G. Ficmera [3] si studia
nel n. 3 un generale problema ai limiti per un sistema di equa-
zioni differenziali ordinarie lineari con l’aggiunta di condi-
zioni integrali per il quale viene dato il teorema dell’alterna-
tiva.

E da notare che il resultato ottenuto si diversifica da quelli
di J. D. TamareIN [14] dato che comprende anche il caso del
sistema con le sole condizioni integrali.

Nel n. 4 viene studiato un generale problema al contorno
per le equazioni lineari alle derivate parziali di ordine n con
Paggiunta di condizioni integrali pervenendo per esso al teo-
remo dell’alternativa. Anche qui si pud osservare che il resul-
tato conseguito non & contenuto nel lavoro di G. Giraup [4]"
sia per lordine dell’equazione sia perché vale anche per
Pequazione con la sola aggiunta di condizioni integrali.

2. Principio generale dell’alternativa per le trasformazioni
lineari.

Esponiamo qui brevemente il generale principio dell’alter-
nativa, su cui sono basati i resultati esposti nei sucecessivi nu-
meri, come viene dato da G. Ficuera [3].

Siano 8 ed 8’ due insiemi lineari rispetto allo stesso corpo
numerico 9T ?). Indichiamo con Xy I’insieme di tutti i fun-
zionali lineari che si possono definire in S. Zp & un insieme
lineare rispetto ad 9T se si assume come somma F 4 G di due

3) Per la definizione di insieme lineare rispetto ad un corpo nu-
merico ¢ rimandiamo a S. Banacm [1], G. Ficmeea [3], M. Pi1-
conNE [10].
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funzionali il funzionale lineare F(x) + G(z) e quale prodotto
aF il funzionale aF'(z) *).

Sia {V! una famiglia di varietd lineari contenute in S e
a cui appartiene lo stesso insieme S. Diremo che Vinsieme Sp
© associato all’insieme lineare S rispetto alla famiglia {V} se

I) Sy & costituito da funzionali lineari definiti in S;

II) Sy @& lineare rispetto al corpo 9T, cioé & una varieta
lineare di Zp:

III) se V & una varietd di {¥V} che non coincide con S,
preso comunque un punto @, in S —V, esiste qualche funzio-
nale di Sy che é nullo su V ed & diverso da zero in z,.

Sia Sp una varietd lineare di Zp e F'(#) un qualsiasi
funzionale appartenente a Sp. Si consideri la trasformazione
lineare
1) ¢ =T(a),

che muta punti di S in punti di 8 e il cui codominio indiche-
remo con 7'(S), e per ogni # di S si ponga

(2) F(z) =F'[T(x)]

venendo cosl a definire in S un funzionale lineare F.

La (2) & anche una trasformazione che muta gli elementi
8p in elementi di Zp. Tale trasformazione, che & lineare,
verrd chiamata trasformazione associata alla (1) secondo S
¢ si denotera con
(3) F = T*(F').

L’equazione omogenea
(30) Q=1"(F)")

sard detta equazione omogenea associata alla (1) secondo S .
Abbiamo ora tutti gli elementi per enunciare il principio ge-
nerale dell’alternativa nella forma datagli da G. Ficaera °).

+) Le notazioni usate sono quelle di G. Ficaera [3]: &, y, z.. Iindi-
cano i punti di 8; a, b, ¢, ... i numeri di 9.

5) Con Q@ indichiamo l'origine di 2, cioé il funzionale lineare defi-
aito in 8 ed ivi identicamente nulio.

é) Vedasi G. Ficexma [3].
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Siano S ed S’ lineari rispetto allo stesso corpo 9T e sia
8% associato rispetto alla famiglia {V'} di varietd lineari
di 8.

. Si consideri Vequazione

1 - ¥ =1T(a)

e si ammetta che T(8S) appartenga a {V'}.
Sussiste la sequente alternativa :

I) L’equazione omogenea .associata (3,) non ammette au-
tosoluzioni. La (1) é allora risolubile comunque si figsi x' in
S, e tale condizione ¢ sufficiente affinché la (3,) non abbdic-
autosoluzioni. '

II) La (3,) ammette autosoluzioni. In tal caso la (1) é ri-
solubile allora ed allora soltanto che il termine noto «' ¢ or-
togonale ad ogni autosoluzione dell’equazione omogenea asso-
ciata ?). .

3. Problema ai limiti con ’aggiunta di condizioni integrali
per un sistema lineare di equazioni differenziali lineari
del primo ordine,

Siano
Il Dax I , Il gex Il
=1 ..,A , 0<A<nm), (r=1, ..,p , 0<p<n)

due matrici numeriche assegnate rispettivamente di caratte-
ristica A, p. _

Siano a; = (%1 (#), ..., am(#) (=1, ..., m) m vettori as-
segnati, le cui n componenti sono funzioni continue nell’inter-
vallo chiuso (a, b), lineamente indipendenti.

Indichiamo con S Pinsieme lineare, rispetto al corpo reale,
costituito dai vettori z= (2,(t), ..., T4(t)), le cui = compo-

Kl

7) I1 punto « e il funzionale F si diranno ortogonali se F(z) =0
cfr. G. FiceErA [3]
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nenti sono funzioni di classe 1 in (@, b) %), che verificano le
seguenti condizioni

(4a) Lyu(z) —_-kgl:l Paxzr(a) = 0 s=1,.., )

”

(4v) Lyy(z) = kzi lquf k(d) =0 r=1,.., w

b
”

ot / Te(Bep)dt =0 (j=1,..., m).
k=1
a

b
@) L) = / zaydt =

Denotiamo con S’ V'insieme lineare, rispetto al corpo reale,
dei vettori o' = (2',(¢), ..., '4(#)) le cui n componenti sono
continue in (a, b).

Assegnate le n? funzioni a4 (f) continue in (a, b) consi-
deriamo la seguente trasformazione lineare T definita in S
e con codominio 8':

5) it = % + 3 aalmt) (=1, .

Studieremo il problema di determinare le condizioni per
Pesistenza di un sistema di soluzioni per il sistema diffe-
renziale (5) verificante le condizioni (4,), (4p), (4). Cid0 equi-
vale, ovviamente, a studiare le condizioni per Vesistenza di
un vettore # di S verificante V’equazione z' = T ().

Denotiamo con Stn la varietd lineare -costituita dai fun-
zionali lineari definiti in 8’ e aventi la forma seguente:

b b
(6) F@) = f z'ydt = 3 f z;(ty(d)dt
=1

essendo Y= (y,(%),..., Yu(t)) un vettore le cui componenti
sono funzione di classe 1 in (a, b).

8) Dicendo che una funzione f(¢) & di classe n in (a, b) (n=>0) si
intende che essa & continua in (@, b) insieme alle sue derivate sino
all'ordine n incluso.
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Determiniamo ,la trasformazione F = T*(F’) associata al-
la (5) secondo Sp.
Si ha
. b
Py = Fit@) = [ £ (%0 + £ autinut)vinar =

a

™

= E stwitl + ] ( dy(f)

+2 aak(f)w(t)) zi(h)dt.

Consideriamo l’equazioune
(8) Q=—=T*(F).

Se F' & soluzione della (8), allora dalla (7) si deduce che
qualunque sia ¢ di S e avente le componenti nulle agli estre-
mi di (e, b) deve aversi

b
d
@ / = ( d’i“‘ )+ z acx(t)y;(t)) zx(t)dt = 0.

Siano ora af = (a/i(f), ..., 2m() (j=1,.., m) m vettori,
le cui componenti sono funzioni di classe 1 in (a, b) nulle

b

i =0 se l¥Fj L i1
faszae | 20205 =, .
e
Allora se u== (%,(1),..., uyu(t)) & un qualunque vettore, la
cui n» componenti sono funzioni di classe 1 in (a, b) e nulle
b

agli estremi di (e, b), riesce posto 1y; =‘/ uadit
a

u—Iyel =z

con z soddisfacente le (4) e avente le componenti, funzioni
di classe 1 in (a,b), nulle agli estremi di (e, D), .



EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI, ECC. 251

Tenuto conto di cid e delle (4) la (9) pud scriversi

b
[ g: ( dyx(i) + z a.k(t)y(t) _ 2 c,a,k(t)\’ zx(t)dt =

k=1

]
= [ £ (T2 + E auitmut) — £ oot watoit —

k=1

b
5 (— dyx(t) ” - bd * _
— [ B (50 + ot — E oot E ven)at =

essendo ¢4 (j=1, ..., m) costanti arbitrarie.

Si determinano le costanti ¢; in modo che il secondo inte-
grale che figura nel secondo membro della relazione ora scrit-
ta sia nullo qualunque siano le y;. Un semplice calcolo porge

b

a :/ z (_d(:yk + X my;)a,idt =1, .., m).
k=1 =1 -

Si ha cosi che la (9) pud scriversi

b
[ E(F59 4 £ autimen -
J k=1

® R
— ’glai'k(t) j kz:: (——— + = a;ky.) a,,,(t)d‘c) ux(t)dt = 0.

Ed imponendo ad u di avere tutte le componenti nulle tran-
ne la k™ (k =1, ..., n) e facendo uso di un noto lemma si ha:
— dyx(t
oD+ £ autma —
(5: ) ” > " [___ dyl ”
— Zoagp / z ( ax +Z a.-;y.-) aj(t)dr =0

j=1 =1

a

k=1, ..., n).
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Inoltre se F” & soluzione della (8) y deve essere tale, che
per ogni & di S e avente le componenti nulle in b, da annullare
Pespressione

T za)yi(c) = 0.
=1

Poiché assegnati arbitrariamente i numeri §,, ..., &,, esi-
ste sempre un vettore di classe 1, che soddisfa le (4), verifi-
cante le condizioni

ze(@) =& , zx(d) =0 k=1,.., n),

quanto sopra detto comporta che ogni soluzione del sistema
”
2 pulc =0 (s=1,.., 2
k=1
deve verificare 'equazione
.
2 Eiyia) =0
=1

e cio comporta n — A condizioni lineari indipendenti fra le
¥; (@). Epperd y deve soddisfare, in @, » — A condizioni del tipo

”
(42) My(y) = ’E lPakyk(a) =0
(s=1, .., an—2A).
Analogamente si ‘deduce che in b la y deve soddisfare n —
condizioni
47) Ne(y) =k2_:lQrkyk(b) =0
(r=1, .., n—p).

Invertendo il ragionamento si prova che se y verifica il
seguente sistema

d
y" + 2 s

{

53) _ }3 auk(f)j ( y‘+ p aayz)aﬂ(‘t)d‘t =0
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colle condizioni

(4s) Muly) =0 : @)  Naw) =0
(s=1, .., n—N) (r=1, ..., n—up).

il corrispondente funzionale dato dalla (6) & soluzione di (8).
11 problema (5;), (44), (45) verrd detto problema omogeneo
associato o aggiunto del problema (5), (4s), (4p), (4).
Nel sistema (5]) compaiono le funzioni aj (j=1, .., m,
l=1, ..., n) componenti dei vettori a,‘ costruiti come detto.
E appena opportuno avvertire che se af (j =1, ..., m), sono
vettori costruiti allo stesso modo degli af , cioe tali che

b

54 =0sel¥Fj
f“l“j d =lel=j
bt Lji=1 .., m),

il sistema

)

— 2  an(l) f d”' +3 aay;) Zp@mdt =0
(k=1, ..., n)

¢ equivalente al sistema ('5:‘ ) come si constata facilmente.

Sia ora {V'} la famiglia costituita da tutte le varietd li-
neari che sono codomini di trasformazione quale la (5).

Mostreremo che Sp @ associato a & rispetto a {V'} Per
questo, supposto che 7(S) non coincida con S bisogna far ve-
dere che se a;:, & contenuto in CT(S) 8i pud in corrispondenza
determinare un vettore y= (y,(%), ..., Yu(f¥)) le cui compo-
nenti sono funzioni di classe 1 in (e, b), tale che

=0 per z' di T(S)

b
F( =[z' dt ,
10) ) . y +0 per 2 =az,.

" Sia ox= (Zpa(2), ..., zau(t)) (=1, ..., n) un sistema fon-
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damentale di integrali del sistema omogeneo

"z’“)+ 2 an(fax(t) = 0

(=1, .., n)
e sia 2= (2,(1), ..., 2,(%)) il vettore. integrale particolare del
sistema (5), che ha tutte le componenti nulle nel punto = a,
allora come noto z pud porsi nella forma :

t
2 =1§ [ Hu(t, T)x',-(‘t)d‘t
=1 _
(i=1, ..., m)

*»
ove 8i & posto Hy(t, 1) = X ap(t)Xu!(7). essendo Xy il re-
k=1

ciproco della matrice | zu|| °).
Consideriamo il sistema lineare omogeneo nelle,, Y., J;

A ”
2 Bl + £ viLaln] + § 8L 4an) = 0

(=1, n).
. S . Nk e ot S S ke i Y g Ap Ao e T her LT ,.‘m e
Esso deve ammettere un’autosoluzione
0 0) 0] 0 0]
ﬁ“ ’p), 7‘.”- ’YL)’ 5(‘),..,3‘:,)

tale che
‘°’L,,,(z) + 2 55" Lz) == 0.

In caso contrario il sistema nelle ry

i caLya(zr) = 0
h=1

‘E caLyp(zy) = — Le(2)
3 c;.L,(z,.) = — Ly®) 1 N
8 =1, ’
r=1,.., p
=1..,m

9) Vedasi ad es. M. PiconE [11], G. Sansone [13].
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ammetterebbe soluzione assumendo JfIEJ'; , eppero .r(', non
apparterebbe al CT(S).
Assunto y= (y,(t), ..., Yu(t)) con

b
v =5 198 B, vgu+ E 80 S [H, gaytiar
r=1 1=1 j=1 1=t

=1

‘ (i=1,.., n)

sono, come facilmente si verifica, soddisfatte le (10).
Possiamo quindi applicare il principio generale dell’alter-
nativa enunciato al n. 2 ed ottenere cosi il seguente teorema:

1. - Il problema (5), (44), (4p), (4) ammette soluzioni co-
munque st fissi x' allora ed allora soltanto che il problema
omogeneo associato (5)), (43), (45) ¢ sprovvisto di autoso-
luzioni.

Se esistono autosoluzioni per il problema (5;), (4a). (45)
¢ condizione necessaria e sufficiente per Vesistenza della so-
luzione del problema (5), (44). (4p), (4) che il termine noto &
rerifichi la condizione

b
j Tydt =0

a

per ogni autosoluzione y di (5Y), (4a), (4s).

4. Problemi al contorno per le equazioni lineari alle deri-
vate parziali con I’aggiunta di condizioni integrali.

Sia A un campo limitato dello spazio euclideo ad r di-
mensioni e A la sua frontiera.
Poniamo, essendo aﬁ',‘!._,r(z) 14t 8p=k, k=0,1, ..., n)
assegnate funzioni di classe k in A - §-1,
”n

o*u
Ew) = X 2z a® (@) ——,
®) k=0 s,4...t8-k e )ax:‘ v OZyT

Brw=JF 3 pp e
k=0 8;4...+4s.=k 91::1, - az:’.
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Indichiamo con ©(®)) l'insieme delle funzioni u(z) (v(z))
[e=(2,, ..., #,)] di classe » in A e di classe n—1 in
A 4 §FA°) e tali che E(u) (E*(v)) riesca sommabile in A.

Siano L,(u), .., Ly(#) v (v=0) combinazioni lineari, a
coefficienti continui su FA, della u e delle sue derivate di
ordine <'n—1. Supposte le Ly(u) (h=1, ..., v) linearmente
indipendenti su &4 ed indicata con «'(#) un assegnata fun-
zione continua e sommabile in A, consideriamo per u €96 il
problema
(11) E(uw=u in A

(12) Ly(u)=0su A (h=1, ..., v) ).
Siano Lf (v), ., L,f (v) (.=0) u combinazioni lineari (li-

nearmente indipendenti), a coefficienti continui su A4, della
v e delle sue derivate di ordine << n—1, tali che, per ogni
coppia di funzioni u, v, u €9f e soddisfacente le

(12) Ly(u) =0 su 1 (h=1, ..., v)

v €9) e soddisfacente le

g+ L¥(v) =0 su §.1 (=1, .., u)
riesca

f vE(u)dt =A [ uE *(v)dx

(dr = dz, ... dz,).

Indicata con ¢'(x#) un assegnata funzione continua e som-
mabile in A, chiameremo, per v € ), problema aggiunto del
problema (11), (12) il problema

(11%) E*(v)=v in A
(12%) Li(v) =0 su §A (=1, p).

10) Se @ & un insieme di punti contenuti in A 4 4, dicendo che v
& di classe n in @ intendiamo che essa ¢ continua in ogni punto di @ as
sieme a tutte le sue derivate parziali =<n.

11) Sey =0 la (12) viene a mancare e il problema (11), (12) si
riduce alla sola eguazione (11).
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Siano ax(2) (k=1, ..., m) m assegnate funzioni continue
e sommabili in 4 ed ivi linearmente indipendenti. Ci propo-
niamo lo studio del seguente problema

(11) E(u)=w in A

12) Lr(u)=0su FA (h=1, ..., v)

(13) [uakdr =0 (k=1, .., m)
4

Faremo la seguente ipotesi

I. - Valga il teorema dell’alternativa per il problema (11),
(12) e per il suo aggiunto (11*), (12*) nella classe O e € *%).

In questa ipotesi, servendoci del principio generale del-
Valternativa del n. 2, stabiliremo un teorema dell’alternativa
per il problema (11), (12), (13).

Diciamo S Vinsieme lineare delle funzioni u €Y% e soddi-
sfacenti le (12) e le (13). Con & indichiamo poi Pinsieme li-
neare delle funzioni u'(x) continue e sommabili in A.

Sia 4 = T'(u) la trasformazione lineare che ad ogni ele-
mento « di 8 fa corrispondere la funzione ' di S’ uguale
ad F(u).

B allora evidente che lo studio del problema (11), (12), (13)
equivale allo studio dell’equazione funzionale

(14) W ="T(w.

Diciamo S'p Pinsieme lineare costituito dai funzionali li-
neari definiti in &’ e aventi la forma seguente

Fw)= / wodr
A

12) Per teorema dell’alternativa per il problema (11), (12) intendiamo
la seguente proposizione: Il problema (11),(12) é risolvibile comunque 38i
fissi w' se e soltanto se il problema omogeneo associato (11,*) E*(v) =0,
(12*) L&(v) =0 (=1, ..., p) non ha autosoluzioni.

Se invece il problema (11,*), (12*) ha autosoluzioni condizione neces-
saria e sufficiente per la risolubilita del problema (11), (12) ¢ che il
termine moto w wverifichi la condizione f w'vdt—=0 per ogni autosolu-
zione di (11,*), (12%). 4

18 1
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essendo ¢ €9) e verificante le (12%).
Consideriamo la trasformazione F — T*(F") associata alla
T secondo Sﬂw

F(u) = F'(E(w)) = j vE(w)dt = ‘/ E*(v)udr.

Si osservi che se F” & soluzione dell’equazione
(15) Q=T*(F)

v deve essere tale che qualunque sia « € S riesca

(16) } ul*(v)dt=0.

Tenuto conto delle (13) e indicate con A, (k=1, ..., m)
m costanti arbitrarie la (16) pud scriversi

16) j (E*(v) —:E;llgag]udt =0

Siano ax (k=1, ..., m) m funzioni, appartenenti a 9f sod-
disfacenti le (12) e tali che

Jn 020
= ]2

J, k=1, ..., m).

Si verifica allora immediatamente che una qualunque fun-
zione u € S pud essere messa nella forma

” - " '
u=w— 3 yxak (7,, = j wazkd‘l:)
k=1

con w funzione appartenente a )f e verificante le (12).
Tenuto conto di cio la (16') pud scriversi

] [E‘(v) —éllkakl wdt - [
4 4

E*(v) — }Ellgak] (,glwa,' ) dt=20
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e fatto Ax ...fE‘(v)ak dt (k=1,..,m) siha

ﬂE*(v)— )] (]E‘(v)a:dt)ak]wdt =0

qualunque sia 1w € )f e verificante le (12).
Segue allora, per un noto ragionamento, che deve essere

”t
V) E*(v)— 3 ax [E*(v)a:dr =0
k=1
4

per t€6) verificante le (12*) e relativa a F’ soluzione di (15).
Viceversa se v € 6) soddisfa le (12*) e verifica la (17) F’ & so-
luzione di (15).

I1 problema (17), (12*) verra detto problema omogeneo ag-
giunto del prodblema (11), (12), (13).

Detta {V’} la famiglia costituita dalle varietd lineari V'
che sono codomini di trasformazioni quali la (14), occorre, per
applicare il principio generale dell’alternativa, mostrare che
Sy & associato ad S rispetto a {V’'}. A tale scopo bastera
provare, supposto che T(S) non coincida con &', che se u; é un
punto appartenente al CT(S) si pud determinare una t € %)
e verificante le (12*) tale che

{ =0 per ' € T(8)

18 Fw =[ 'vd )
(18) ®) v | =0 per w =u

4
Conviene a questo punto distinguere due casi:

a) Il problema (11), (12) per u' = u, non & risolubile.

Esiste allora per l'ipotesi I un’autosoluzione, diciamola v
del problema (11]) E*(v) =0, (12*) Ly(v) =0 su F4 (i=1,
., W), tale che f u;;)dt 3= 0. Fatto v= 1 si ottiene un fun-

4

zionale soddisfacente la (18), dato che riesce

,’u';;d': y =0 se «ET(S)
|

B F0 se v =u,.
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b) I problema (11), (12) per w = u, & risolubile.

Supponiamo da prima che il problema (11), (12) per w' = uo
abbia una sola soluzione. 11 problema omogeneo (11,) E(u) =0,
(12) Ly(u)=0 su 4 (h=1, ..., v) & allora sprovvisto di
autosoluzioni e per l'ipotesi I il problema (11%*), (12*) & sem-
pre risolubile. Indicate allora con wu, la soluzione di (11),
(12) e con g la prima delle funzioni ag(k =1, ..., m) per cui
f uoaxds 0, si consideri il problema (11*) E*(v) =a, (12%)

A
Liiv) =0 su FA (i=1, .., p) e di questo una sua solu-
zione v;. Riesce fatta v=v,

/uv—dt = E(u)v dt _[uEt(v_)dT = | uadr \ 0 se u GT(S“
a f 0 sew =u,

ed & quindi soddisfatta la (18).

Si supponga infine che il problema omogeneo (11,), (12)
sia dotato di autosoluzioni. Prese comunque m di tali auto-
soluzioni (linearmente indipendenti o no), che indichiamo con,
Uy, ooy Uy formiamo la matrice

f o, dr ... f Gyt dT
4 a
a9
famtth f Uy BT
4 a
La caratteristica di tale matrice ¢ <<-m. E subito visto
che & minore di m. Infatti se cosi non fosse, detta w, una

soluzione del problema (11), (12) con %' —= u‘, il sistema li-
neare nelle c;

m A

(20) )] c.-j audt = [w.,u,dt G=1,.., m
=1 1 Y

sarebbe risolubile e mdlcata con c” ..... «» la soluzione, la

funzione % — 1w, — }.. c“u riuscirebbe soluzione del proble-

=1
ma (11), (12), (13) con « = ', e «', apparterebbe a T'(S).
Sia allora p <m la massima caratteristica della (19) al
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variare di tutte le possibile m-ple (u,, .., u,) di autosolu-
zioni e per fissare le idee sia (u,, .., u,) una m-pla tale
che la matrice (19) ad essa corrispondente abbia caratteri-
stica p. Il sistema lineare omogeneo sulle v,

Sy [a,{a,.dczo 6=1,.,m
=1 J

deve avere almeno un’autosoluzione, che indicheremo con,

T‘;o), e s 7!?.) tale che

Lid
z P f woaydt 0
j=1

‘perché se cid non fosse il sistema (20) sarebbe risolubile e
quindi tale riuscirebbe, per u =g, il problema (11), (12),
(13).
Mostriamo ora che tutte le autosoluzioni del problema
. ”
(11,), (12) sono ortogonali a ’E‘ *{}qa,. Supponiamo che cid

non avvenga per l'autosoluzione u, riuscira allora

" -
\ )] ?’[a,u‘d'czo s=1,..,m)

e quindi la matrice

f XU T ... [ & U dT
A 4

faz.id‘c v [@muds
A4 a

ss:ré di caratteristica p 4 1; di caratteristica p + 1 sard an-
che la matrice, ottenuta da quella ora scritta sopprimendo
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una opportuna riga delle prime m righe che per fissare l'idee
supporremo s8ia la prima,

f azl;zdt f a,..;zdt
4 4

............

fzj...dt [ e U e @BT
A a

falz_tdt j G 0T
A Y

e quindi tale riuscird la caratteristica della sua trasposta e
cidé in contrasto che la caratteristica massima delle matrici
del tipo della (19) sia p.

I1 problema
(11%) E*@)=S1"%; in 4
'=
(12%*) L{v) =0 su A ¢=1,.., p)

& dunque per l'ipotesi I rigolubile. Detta allora », una sua
soluzione si ha, fatto vr=—1,,

[ % dt = [ E(u)v,dt = f E*(v,)udt =

”e —
_Ey,fa,udt =0 se uGT(:?)
| 0 se w=u
Anche in questo caso si & quindi costruito il funzionale
soddisfacente la (18).

Possiamo applicare alla equazione (14) il principio gene-
rale dellalternativa ed ottenere cosi il seguente teorema:

I1. - Nellipotesi che valga il teorema dell’alternativa per
il problema

Ew)=1v in 4 \E‘(v) —0in A

Lyu) =0 su F4 ¢ per il suo aggiunto (L¥w)=0 su FA
h=1,..,v) ‘ (=1, ., p
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le condizioni di risolubilita del problema
Ew)=4u4 in A
Liuw) =0 su A ((=1,..,v)
(%) ‘
' /uakd‘tzo *k=1,.., m
'
sono cosi fissate:
Il problema (%) ¢ sempre risolubile comunque si fissi

termine noto w in S’ se e soltanto se il problema omogeneo
aggiunto

’ E‘(v)—ia,,/ E*()afdc =0 in 4
(k) k=

‘L“(v)=0 su §4 t=1..,

¢ sprovvisto di autosoluzioni.

Se il problema (%%) ha autosoluzioni condizione necessa-
ria e sufficiente per la risolubilita del problema (%) é che
verifichi la condizione / w'vdt =0 per ogni autosoluzione v
di (%), 4
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