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SOPRA UN PROBLEMA
DELLA DINAMICA DEIL BINARIO

Nota (*) di Giuserpe CoLoMBO (a Padova)

In una notevole ricerca di parecchi anni addietro il prof.
Krall dopo aver posto in una prima nota!) i fondamenti della
dinamica del binario, determinava in un successivo lavoro 2)
la velocitd critica di un carico concentrato mobile di moto uni-
forme sulla rotaia supposta infinita, tenendo conto dell’inerzia
che accompagna il carico. Egli giungeva cosi a giustificare un
valore critico della velocita che risulta, nei casi concreti, mol-
to inferiore a quello gid trovato, trascurando I’inerzia del ca-
rico, dal Timoshenko e molto pit prossimo al valore critico
sperimentale.

Poiche in pratica anziché di un carico isolato si tratta di
un treno di carichi viaggiante rigidamente sul binario mi sono
posto il quesito di ricercare i valori critici della velocitd in
questo caso.

Con valore critico caratteristico v di un carico m inten-
dero il valore della velocitd critica relativa a quel ecarico,
pensando che esso si-muova sul binario da solo, e denoterd con
vr la velocitd critica caratteristica del binario, valutata secon-
do Timoshenko.

(*) Pervenuta in Redazione il 9 aprile 1955.
Indirizzo dell’A: Seminario matematico, Universita, Padova.
1) G. KraLr, Problemi della dinamica del binario, [Rend. Acc. Lin-
cei, serie XI, vol. X1I, pp. 223-226, 1930]
2) G. KraLL, Velocita critiche di masse pesanti su di un binario,
[Rend. Acc. Lincei, serie VI, vol. XII, pp. 510-514, 1930].
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Considererd il caso che sieno presenti due carichi conceu-
trati, m,, m,, (m, > m,), distanti 2I, e troverd l’equazione
che definisce i valori critici.

Rilevato un comportamento singolare al tendere di m, ver-
€0 m, , che troverd una adeguata spiegazione, dimostrerd che il
minimo valore critico, relativo all’insieme dei due carichi, &,

per m, & m,, sempre inferiore a vm, . Nel caso che vy, < - v,

2

troverd che tale valore critico minimo certamente non & in-
. : . 2y

feriore a T, m, - Supposto inoltre m, >(1 +V3)mz dimostre-

r0 Desistenza di distanze, che dird ottime, in relazione alle

quali & nulla Vinfluenza della presenza del secondo carico m.
sulla minima velocita critica che risulta cosi vy, .

E’ ovvio che se la distanza dei due carichi supera un certo
valore, facilmente valutabile, risulta praticamente r:.| la mi-
nima velocitd critica. '

Finird con il tracciamento di alcuni diagrammi espressivi
e con una valutazione numerica relativa ad un caso concreto.

1. Impostazione del problema e determinazione della so-
luzione stazionaria-

Schematizziamo al solito la rotaia in un’asta elastica in-
finitamente lunga, appoggiata su suolo elastico = e siano: B, v
il coefficiente di rigidita della rotaia e rispettivamente della
fondazione e p la massa dell’armamento per unitd di lunghez-
za. Assumiamo come asse ¢ ’asse della rotaia. Su di questa
viaggi una distribuzione rigida di carico p(z, t) = p(r— 1)
che si sposta di moto uniforme con velocitd v.

Volendo studiare le vibrazioni della rotaia sul piano nor-
male al piano = passante per il suo asse, qualora si tenga conto
dell’inerzia del carico, si istituisce la seguente equazione diffe-
renziale lineare nello spostamento w(x, t) normale a =

o'w &w _ 15w
M Bateis tw=pe—w1—:%).
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La soluzione stazionaria cioé quella che porge la configu-
razione fissa della rotaia rispetto ad un osservatore che viag-
gia col carico, si ottiene ponendo z = z — vt nella (1). Si arri-
va cosi alla seguente equazione ordinaria mnella w(2)

p%d,+w—ma

® B L%+ (14

Se si suppone che p(z) si riduca a due carichi p,, p, eon-
centrati in due punti C,, C,, distanti 21 il problema si riduce
a quello elementare di ricercare una soluzione dell’equazione

3) *-{-p,v +vw_0

continua con la derivata prima e seconda su tutto 1’asse reale
2, che si annulli allinfinito e che presenti nei punti C,, C.,
le discontinuitd nelle derivate terze comcomitanti con la pre-
senza in quei punti dei carichi concentrati pl, p., dotati di
inerzia.

Dovra dunque essere in base all’ultima condizione, con evi-
dente significato dei simboli

o (@), -5,

L’integrale generale di (3) si determina subito. Si ha pre-
cisamente che esso, qualora si ponga

‘. .
_ v _ __1/4Bv
(A—Vﬁ k= u= Y B

assume la forma

(p=V1—kX , o=V1+4kX
©) ’

(6) w=b,e—"* cos oz + b.e—f* sen 6z - bye™ cos oz 4 b,e™ sen oz,

Per determinare Pintegrale soddisfacente alle condizioni
poste cominceremo con Passumere lorigine delle z nel punto
C, ove si presenta la discontinuitd nello sforzo di taglio do-
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vuta alla presenza del carico inerte p,, e denoteremo con w,
la funzione che fornisce lo spostamento w(z) nel tratto z=0.

La condizione che per z — oo sia 10 — 0 porge quindi per
w0, la seguente espressione

(7) w; = a,6"F% 60s 62 4 a,ef? sen oz.

Le condizioni di continuitd nellorigine e la condizione (4)
relativa al carico p, fornisce per i coefficienti b,, b.. b,. by,
che definiscono la 1w, mediante (6), nel tratto (—21. 0), le
seguenti espressioni
_ A by = ap — 4
d*+a)’ 7T 7 40(p’+ o)’

A — 4
bs =5 =5 b= 55>
4p(e* + o%) 40(p* 4 o)

8) b,=a,—

ove si & posto

9 A’:r’Asl—?-z[p’—cz)a—2paa]$.
B! g * 2

D’altra parte se si assume lorigine delle ¢ nel punto C, e

si denota con w,(2) cid che diviene 1(2) nel tratto che rispet-

to al nuovo riferimento corrisponde al campo di variabilita
(—o<, 0) per la z, e si pone, nel tratto (0, 20)

(10) w(z) = w(2) = b,’e—¢* cos 6z + b,’e—** sen 6z +

) + bg'e” cos oz + b,e” sen oz,
la condizione w,(z) — 0 per z— —oo comporta che w,(2)
sia del tipo ‘
(11) wy(2) = c,€” cos 6z + c.6” sen oz,
mentre in base alle condizioni che devono essere verificate in
C, si ottiene _

(04 '

12 ! —_— e ! - ——
2 W= tra YT et

c , c
Tt T Ry

by = ¢,

v
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ove si é posto

v D1 22 2__ 2
(13) =511~ ' — oY + 20|

Per determinare a,, a,, ¢,, Cc,, basterd ora tener conto che
deve essere verificata 1'identitd

14) w(z) = w(z — 20).

In base a questa si perviene quindi, dopo caleoli relativa-
mente laboriosi, al seguente sistema lineare

| @p — 4,0 + ac,e™ + Bese— =0,

aa,e—% — Bae—2* 4 ¢c,p + ¢,0 = 0,
¢ [a — D BL; sen 2al 924;:2] +

s balp—rg i et
a, [a — P, ;,—g sen 20l ?:4::2] —_

| v’ sen 20l ___ D:sen 2¢al
* T B—p'ITg 2 ~ B 4gs ’

ove abbiamo posto
(16) a = ¢ cos 20l — o sen 20l, B = o cos 261 + ¢ sen 20l.

Dal sistema (15) con calcoli non poco laboriosi si giunge
alla determinazione di a,, a,, ¢, c,.
Si trova precisamente

| = % 14Bpa(mso+ m:3e=8) —mmyv* (o—ye P o+ fe—)
0= % 14Bpa(map-- myze™3) — mumyv*(c—ye¥)(p+ ze )1,

amn : _
6= % i 4Bpa my6+ moBe—?) — mymyv’(o—ye Yo+ e,

= %*-wpo\mm +maxe=23)+mum0*(c | ye— ) e+ xe—2H)!,
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ove abbiamo posto m; = p;/g, ed inoltre

, A = (p*+ 0% { (4p B —m,v*)(4pB — m,v°)o* —mymaviye 4,

(18) | Y = o eos 20l — p sen 2al.

Per m, — m, le espressioni trovate si semplificano ed assu-
mono la forma

6 =c, = mg(c + fe—*)
1 (e* + o*) [4Bps — (o + YG—’P‘)mv’] ’
19) o
Gy=—20C; mg(p + ae—?)

= (" + o) [4Bps — (3 + ye—P)mv] "

Le (17) o (19) forniscono lo spostamento w(z) su tutta la
retta tramite le (6), (7), (8),.(9), (11).

2. Equazione caratteristica dei valori critici.

Al fine della determinazione dei valori critici di v, (mino-
ri di v,), nel caso m, & m,, basterd esaminare la (17) e ri
cercare per quali valori della velocitda almeno una della ¢ o
della ¢ risulta infinita. Bastera percid ricercare quei valori di
t per cui risulta

(20) A (v) =0,

senza che, simultaneamente si annullino tutti i numeratori
delle frazioni a secondo membro di (17).
E’ abbastanza agevole riconoscere che mnon esiste nessun
valore di v per cui risultino tutti nulli tali numeratori.
Infatti dal confronto di e, con ¢, si riconosce che, essendo
per ipotesi m, & m,, dovrebbe risultare

@ o — Be= =0,
mentre analogamente dal confronto di @, con ¢, risulterebbe
(22) p—ae—2 =0.

Ora basta tener conto di (16), per dedurre da (21), (22), la
seguente relazione

(23) o(1 — cos 20le—2t) = 0,
che & assurda per [ 0.
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Con cid resta assodato che per m, ¥ m, un valore che an-
nulli il denominatore A non annulla simultaneamente tutti i
numeratori dei secondi membri di (17) e finalmente si deduce
il carattere di velocitd critiche spettanti a quei valori di o
che soddisfano a (20).

In modo analogo poiché non possono essere simultaneamen-
te, verificate. per nessun valore di v», le due relazioni

. (24) c4feM=0 , p+ae =0,

si deduce da (19) il carattere di velocitd critiche spettanti a
quei valori di v che soddisfano alla

(25) 4Bp — (1 +71 e—zP') mv? = 0.

Vogliamo perd subito osservare che per m, molto prossi-
mo ad m, le soluzioni di (20) sono prossime alle soluzioni di
(25) non solo, ma anche alle soluzioni di

@5) 4Bp — (1 — g e—zpl) mv? = 0.

Cosi le soluzioni di (25) che non costituiscono valori cri-
tici per m, proprio uguale ad m, sono perd valori limiti di
valori critici, relativi a carichi disuguali, per m, — m,. La
pratica impossibilitd che sia verificata rigorosamente 1’ugua-
glianza m, —m, fornisce pil interesse alla (20) e quindi,
al limite, non solo a (25) ma anche a (25).

3. Osservazioni sulla dipendenza dei valori critici del rap-
porto tra le masse.

Per chiarire il comportamento singolare dei valori critici
in corrispondenza ad una distribuzione di carichi per cui ri-
sulti m, — m, rispetto ad una distribuzione per cui m, & poceo
diverso da m,, si possono fare le seguenti considerazioni.

Si cominci con Vosservare che le equazioni (25) e (25') han-
no soluzioni comuni solo se y =0, cioé per distanze 21 soddi-
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sfacenti alla seguente uguaglianza

(26) 2\ = S (arctg v + v,.., + mt)

v,. — v,..l

ove v,’.'.l , valore critico relativo al carico solitario m,, & la
radice della seguente equazione

@7 4By l/ 1—2 = mot.

Conveniamo poi di indicare con v, ., una generica solu-
zione di (20), con v, m, € con v:,., una soluzione di (25) e
rispettivamente di (25'). Se 21 non soddisfa a (26) é certa-
mente T, wy I Um, I Vo -

Premesso cid chiamiamo intorno critico Js, w di un valore
critico v* di v relativo al valore W, quell’intorno di v* in cor-
rispondenza al quale l’ampiezza massima di w(z) supera il
valore W. Si prenda in considerazione ora in relazione ad una
distanza fissa 2! non soddisfacente a (26), una successione
Sm, di valori di m, tendenti ad m, ed in relazione ad essa
la successione S, dei valori critici vm, m, Cche tende a v;..,
al tendere di m, verso m,. Sussiste la seguente proprieta:
Per W sufficientemente elevato Vampiezza di Jio+, v, con
v* appartenente ad S tende a zero al tendere di m, verso m, .

Infatti per m, =m, e v= Uwe, il massimo di w(2) & finito
e sia w. Si assuma W = 2¢ e si supponga, per assurdo, che
il massimo limite dell’ampiezza di J, sm) (cOn v* C 8,) sia
maggiore di un ¢ positivo. Esisterebbe allora almeno una suc-
cessione S/,,., estratta da 8,, ed in relazione ad esse una
successione Ses estratta da S;,*, in corrisi)ondenza alle quali
la successione S; degli intorni Js, 2w corrispondenti, go-
drebbe delle proprietd che i suoi elementi conterrebbero v:,.‘
come punto interno.

Scegliamo ora una successione di valori di v, S:.,, in cor-
rispondenza biunivoca con gli intorni di S;, appartenenti a
questi intorni ma diversi dai relativi valori critici, e ten-
denti a v...,. Si prenda ora in considerazione il generico valo-
re di v appartenente ad S. ed il relativo valore di m, appar-
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tenente ad 8, e si calcoli in corrispondenza il massimo del-
la w(z). Al tendere di m, verso m, questo massimo tende a w
e cio ¢ assurdo perché per ogni valore di v interno ad un in-
torno di 8, il massimo di w(z), calcolata in relazione a quel
valore di v ed al valore di m, corrispondente all’intorno. &
maggiore di 2w.

4. Dipendenza dei valori critici dalle distanze tra i due
carichi.

Le equazioni (20), (25), (25'), sono equazioni trascendenti
in v ed una loro discussione generale non é agevole. Si posso-
no perd riconoscere senz’altro alcune notevoli proprietd ca-
ratteristiche delle soluzioni di (20) (25). Lo studio certamente
piu interessante & quello riguardante il modo di variare dei
valori critici (e precisamente del minimo) al variare della
distanza tra i due carichi pensati di grandezza prefissata. Con-
sidereremo quindi le soluzioni di (20) in funzione di 1.

Per ogni fissato I, ed m, &+ m, (per fissare le idee m, > i),
I'equazione (20) ha, almeno, due soluzioni, una contenuta nel-
Pintervallo (0, vs,) e laltra interna all’intervallo (vs,, V).
Per nessun valore di I ’equazione (20) ha soluzioni interne al-
Pintervallo (vm,, Um,). Infatti consideriamo la funzione con-
tinua delle variabili I, v*. per I = 0, v* = 0,

2 \
(28) A, ¥) = (4pB — mv) (4pB — my") — mumyo* L; 6=,
che differisce da A solo per un fattore mai nullo.

Si riconosce senz’altro che & A'(l, 0)> 0, A'(J, vm) <O,
A, va)) <0, mentre infine

A'(l, vi) = m,m,v*(1 — cos® 20l) > 0.

Infine Se Um, <V <Um, i due termini del secondo membro
di (28) sono ambedue negativi. Risulta quindi provato las-
serto e si pud concludere con la seguente osservazione:

OsSErvAZIONE 1. Il minimo valore critico relativo a duc
carichi disuguali non & mai superiore al pin piccolo dei valori
eritici caratteristici dei due carichi.
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. 1 . . 2
Supponiamo ora v:.,g = vx. Nella striscia 0 < ©* < vye

2

risulta 1> s > }/23 ed anche

;—Ee—"”" < 1 qualunque sia 1.

Infatti se 2<':lg—’2E si ha, essendo a maggiore ragione 2pl <7—C ,

—20l
e %%,

iI —2pl . sen 201
!oe |<!cos2cl 20l 90

e quindi il primo membro ¢ minore del maggiore dei due nu-
meri | cos 20le—2 |, 2ple—%¢!, cioé minore di 1. Se poi 2¢l > -
allora di conseguenza, nella striscia considerata. risuita
T
3
Allora scritta 'equazione (20) nella forma

k14
2pl > e quindi El, e~ <2 <1,

(29)  4pB(4pB — (m, + mv®) + mymar® (1 -7 e—‘ﬂ) —o0,

si riconosce che questa non pud ammettere soluzioni minori di
v:.,+ m, perché in corrispondenza ad un tale valore il primo
termine di (29), come il secondo, risulta positivo. Possiamo
quindi concludere con la seguente

1 . .. .
OsservazioNneE II. Se v:., < 5 Vi, il minimo valore critico

non é mai inferiore al valore critico caratteristico di un ca-
rico pari alla somma deit due, qualunque sia la distanza tra ¢
due carichi.

Continuando a ragionare nella striscia 0<Cv’<Cvn, consi-
deriamo la seguente derivata

3w m 5(222 4 )
Q;,,A(l,v)——(4pB—-mxv>(2m+m2'—

A \ 2
——( —»1: + ml) (4pB — myv®) — 2m,m0* YA..; el —
PVk °

4

A<l At
_2m,m,:j—: g 3—4915 p_cz[zpc sen 2014 (p*— o°) cos 261]+ = sen 20l $
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Da questa, notando che il primo e il terzo termine sono

negativi o nulli si ha, sempre per v, < %vk,
/ 2
A? / v
—a_—, A’(l, /v'-’) < — (2 —? + ml)(‘ﬁB l/ 1 — —2—'— — mzv:,l’) +
ov* * X Vi

+ mamy(2M + Lphl e—iV3 '/g ,

_e quindi anche, ricordando la (27),
a ' 2 *2 ) é 3
2= A, V) > — myUm, jm— m; — m,l/§ e~V 2Al 4 l)i <

ml_m’(1+l/§ )]

*2
< - ‘mlv,,.l

Quindi, se m;> m’(l+V3) la derivata in discorso non &

mai nulla nella striscia considerata ed allora 1’equazione ha,
in base all’osservazione I, una sola soluzione per ogni valore
di 1=0.

I massimi e minimi della funzione v*(l), implicitamente
definita sulla striscia in discorso dalla (20), si ottengono asso-
ciando alla (20) I'equazione

(30) (cos 20l — S sen 261) [(g* — o ) sen 20l — 2pc cos 2al] = 0.

Si ottiene cosi che i massimi di v?*(I) si hanno in corrispon-
denza a distanza 2! fornite dalla (26), cui poi corrisponde un
valore critico pari a vm . A questa conclusione si perviene
mediante ’esame della derivata seconda e per breviti non ri-
portiamo i calcoli.

Possiamo quindi affermare che

OsservazIONE III. Se v, < % ve ed m, =m, (1 + Vg)

esistono delle distanze ottime, fornite da (26), in corrispon-
denza alle quali la presenza del carico m, non influisce sul
minimo valore critico, che coincide con quello caratteristico di
un solo carico.
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Finiremo con l'osservazione, quasi banale, che per I — -+ oo
le soluzioni di (20) tendono a coincidere con vy, , Vm,-

Una discussione dello stesso tipo di quella svolta qui so-
pra si pud fare anche sulla soluzione della (25), ma non ci di-
lungheremo oltre. Ci accontenteremo invece di tracciare, al
fine di avere qualche indicazione utile e concreta, con un cri-
terio di approssimazione, i grafici delle funzioni +?(I) definite
implicitamente da (20) o (25) e concluderemo con una valu-
tazione numerica relativa ad un caso concreto.

5. Valutazioni approssimate dei valori critici.

Supporremo d’ora innanzi di considerare soltanto quei va-
lori in corrispondenza ai quali risulti

2
@1 Lol
. Vi

La (31) non & stata ovviamente posta a caso; infatti nel-
Pesempio di binario considerato dal prof. Krall®), risulta
v 1650 km - h— e quindi per velocitd ordinarie il rapporto

1
non supera g .

Per valori di v soddisfacenti a (31) possiamo ritenere
(32) s=p=1 , =xv§cos(2u+2).

In corrispondenza la (20) diventa, a meno di un fattore
mai nullo,
(33) mym, (1 — e)v* — (m, + m,)4BA\* + 16B*\* = 0,
ove si & posto
(34) e = ¢—*M (1 — sen 4Al).

3) Vedi lavoro citato in 2). In questa nota nella valutazione di v
indicata ivi con ¢, & stato commesso un errore di calcolo.

117
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Risolvendo (33) si ha

2

v*t _mitma = l(ml——mz)’+4em1mz%’

(35) 2Bk m1m2(1 - E)

I valori di »* forniti da (35) danno beninteso, delle ap-
prossimazioni di qualche soluzione di (20), solo se per esse
é verificata la (31) ed i termini trascurati non sono dello
stesso ordine di quelli computati in (33).

Continuando a supporre che risulti m, > m, rileviamo sen-
z’altro che delle due soluzioni date da (35), che denoteremo
rispettivamente con v_T_, v% a seconda della scelta del segno
davanti al radicale, la v} esce per I — 0, cioé per ¢ — 1, dal
campo di validitd della (31) anche se, per ! sufficientemente
elevato, si trova in questo campo.

Consideriamo le v*? date da (35) come funzioni di 4AlL
tramite . Riconosceremo quindi che i valori che rendono mas-
sima e minima v} (v*) coincidono con i valori che rendono
massima (minima) e rispettivamente minima (masmma) la
funzione e(4Al) fornita da (34).

‘2 #2

2Bl ' 3BX i grafici rappre-

Ne risultano per le due funzioni =—

sentati in fig. 1.
A

el Bt

e B Fe B

57 2 ')

fig. 1

Esse esprimono chiaramente ’andamento dei valori critici
al variare della distanza 2! dei due carichi. Risulta evidente
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Pesistenza di una distanza ottima corrispondente al valore
1= ~
2l = o

Nel caso m, = m,, sempre restando entro i limiti dell’ap-
prossimazione in cui ci siamo posti all’inizio di questo nu-

mero, si pud sostituire alla (25) la seguente equazione
(36) 4\B —mev*(14+3) =0,
ove si & posto
(37) 5= V2 e cos (211 + f-;)
Da (36) risulta immediatamente il grafico segnato con

tratto continuo in fig. 2.
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fig. 2

E interessante rilevare che per ;—‘ <2< 5:{ il minimo

valore critico relativo ai due carichi uguali risulia maggiore
di quello relativo ad un solo carico. Il massimo del minimo

valore critico si ha poi per 2\l =g la distanza calcolata in

base a questa egquaglianza fornisce quindi Voitimo della di-
stanza per due carichi wuguali. Osserviamo infine che per
m, — m, = m, dalla {35) si ha

v*?
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che porge oltre al valore critico dato da (36) anche l'appros-
simazione del valore di v*? fornito da (25'). In fig. 2 & rap-
presentato (in tratteggio) anche il grafico relativo al valore di
v*?
2BX
a secondo membro di (38). Cid abbiamo ritenuto utile fare
per dare un’idea geometrica del comportamento dei valori eri-
tici mentre m, tende ad m,.

Infine per una valutazione numerica ci riferiamo all’esem-
pio gid considerato dal prof. Krall, prendendo in esame un
binario per il quale risulti B = 322.10" Kg em?, v=240 Kg
cm—2, pg = 1.00 Kgem—, g — 980 cm sec—2. .

Si ha in corrispondenza

corrispondente alla scelta del segn(; — nellespressione

A gslﬁ em™ , vx21550 Km &
Per un tale binario la minima distanza ottima risulta al-
Pincirca 2122 68 cm.
Considereremo per semplicita 2 carichi m, —=10.000 Kg,

m, = 9.000 Kg concentrati a distanza 21— %g 130 cm. In

corrispondenza si ha e— e—n22—13 e si ottiene per il mi-
nimo valore critico di v, il valore critico caratteristico di
un carico di 13.300 Kg ggv:.l. Per giustificare Papprossi-

mazione osserviamo che in questo caso & v:.lg 130 Km A
2
e quindi il rapporto — & dellordine di 1
v 150
Per due carichi uguali Vottima distanza si ha invece a
130 cm.



