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PROBLEMA GENERALIZZATO DI
DIRICHLET E TEORIA DEL POTENZIALE

Note (*) di Exrico MAGENES (¢ Modena)

Scopo della presente nota & di esporre brevemente alcune
considerazioni sulle relazioni esistenti tra il problema gene-
ralizzato di DiricHLET, quale & stato impostato e studiato da
G. CiMMINO, e la teoria del potenziale (n. 1).

Queste considerazioni sono suscettibili di estensioni a nu-
merosi problemi al contorno relativi ad equazioni e a sistemi
di equazioni a derivate parziali lineari, come verria pure in-
dicato (n. 2).

1. - Sia D un dominio limitato dello spazio (z, y, #) che
per semplicitd supporremo a connessione superficiale semplice
e a frontiera F' dotata di piano tangente e di curvature conti-
nue e tale da ammettere una rappresentazione parametrica re-
golare globale del tipo

$=.1_5’(1', 8) ’ y:&(r} 8) s z:g(r’ 8)

con dominio base T.
Assegnata su F una funzione u(Q)=w(r, s) appartenente

(*) Pervenuta in Redazione il 23 aprile 1955.
Indirizzo dell’A.: Istituto Matematico, Universita, Modena.
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allo spazio LP(p > 1)), i procedimenti di G. CiariNo ?) assi-
curano Pesistenza e 'unicitd di una funzione w(P) =u(x, y, =)
armonica in D — I" e assumente «in media di ordine p» i va-
lori assegnati su F, la convergenza in media potendo preci-
sarsi nel modo seguente?®):

Considerata la superficie I, parallela a I di equazioni pa-
rametriche

z=ua(r, s, ) =x(r, s) + t&(r, 5)
y=y(r, s, ) =y(r, s) + t5(r, s)
z=2z(r, s, t)E%(r, 8) + t5(r, 8)

dove E(7, s), v(r, 8), §(7, 8) sono i coseni direttori della normale
n interna su F' e t & un parametro variabile in un intorno de-
stro dello zero, si ha

@ Jm [ fuletn s, 8, 90, 0, 2, 5, 0] pir, 917 dsdr =0,
t R
T

—ot

Draltra parte, supposto (@) solamente sommabile su F, la
teoria generalizzata del potenziale e delle relative equazioni
integrali lineari, quale & stata sviluppata da G. C. Evaxs -
E. R. C. MiLes [7] e da G. Ficuera [8] assicura Vesistenza e
Punicitd di un potenziale di doppio strato

@) - wP)= f(Q)dn PIQ PED—F

1) Indicheremo con L?(p >1) lo spazio delle -funzioni p i potenza
p-esima sommabile su F' normalizzato come d’abitudine ponendo:

L
lnllp=([1rlras.
F

2) Si vedano i lavori [4] [5] e in particolare la conferenza [G] nella
nella quale sono richiamati anche i notevoli contributi di B. Pinr (i
numeri tra [ ] si riferiscono alla bibliografia finale).

3) E questo un modo di definire la « convergenza in media » che si puo
de] resto definire con notevole arbitrarieta attraverso altri sistemi di
superficie approssimati, in modo del tutto equivalente.
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con momento ¢(Q) sommabile su F', tale che per quasi tutti i
punti M di F risulti
(3) lim  w(P)=p(M)

' P—»HlsunM)

Si tratta dunque di due impostazioni diverse del problema
generalizzato di DiricHLET, che qui vogliamo porre tra di loro
in relazione, dimostrando che se 1(Q) appartiene a LP(p > 1)
le due soluzioni coincidono: piu precisamente si ha il

TeoreMA: La clusse delle soluzioni del problema di Diri-
CHLET generalizzato secondo CixiiNo, assumenti su F «in me-
dia d’ordine p» (p > 1) valori appartenenti a LP, coincide con
la classe dei potenziali di doppio strato con momento appar-
tenente a LP.

Sia dapprima u(P) soluzione del problema generalizzato se-
condo CrayinNo, soddisfacente cioé alla (1). Si costruisca, cid
che & notoriamente possibile, una successione { p,(@)} di fun-
zioni continue su F, convergente in media d’ordine p su F' alla
funzione w(Q). Per ogni n si consideri la soluzione wu,, (P), con-
tinua in D, del problema ordinario di DIRICHLET

Au=0 inD—F . wu=yp, sul.

Le iy (P) si possono esprimere in un sol modo come poten-
ziali di doppio strato

1 d 1
4) un(P) = 5= | ¢(@) dng PO dog
F

dove ¢u(Q) & la soluzione dell’equazione

) W) = pu) + 5= [ 0@ 2 o7 do
Pn = Pn 27‘F P an MQ Q

e come tale é continua ed & data dalla

(6) Pa(M) = pu(M) + [ p(QH(M, Q)doq
F

con H(M, Q) nucleo risolvente ddi 2%‘ (7:_9 1!71?)
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Per n — oo la successione | 9,(M): converge in media d’or-
dine p su I' alla funzione

) M) = () + | WQHAM, Qdag
F

e ¢(M) appartiene a ILP. Basta per questo dimostrare che la
trasformazione

40 = [ w@EM, Qs

F

¢ una trasformazione lineare e continua dello spazio LP avente
codominio pure in LP. E la cosa segue facilmente con ragiona-
menti di tipo noto: nel caso p > 2 essa & infatti conseguenza
immediata della formula di ScHwarz-HGLDER e del fatto ben
noto che H(M, Q) soddisfa alla disuguaglianza

| HM, Q) | gfl%— (M #= @, K costante).

Nel caso 1 < p <2 si osservi anzitutto che se g(Q) & una
2

qualunque funzione appartenente allo spazio IP-1, essendo
Z—’——p;l>2, la funzione /y/(())}{((). M)dog, per quanto si é
- F
: P
ora detto. appartiene a LP—1 ; esiste dunque lintegrale

/];L(M)Hfg(())H(Q. M)dsg|dsy ed allora per un noto teo-

F F

rema di ToNELLI esiste Iintegrale f [1(M)g(QH(Q, M)doqdoy
FF

e per un teorema di FUBINI esso € uguale a

[o@] [wanme, syeu] aso = [ s@r@rase.
F F F

P
Per ogni funzione g(Q) di LP—! la funzione ¢(Q)¢(Q) &
dunque sommabile ed allora (v. ad es. [16, pag. 136]) ¢(Q)
-1
appartiene a LP. Inoltre se g(Q) appartiene a I. # e ha norma
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llgll p =1 risulta, per quanto si & detto nel caso p> 2,
p—l

[ QN Qdog
F

=| [ wan)| [ a0t dsq dou| <
Fr F

2 SLllmlpllylp L|pl,
p—1

<lull | [ a@@, 1dag
F

con L costante opportuna. Ne segue (v. ad es. [16 pag. 71])
Cehe & (|4, <L,

Dimostrazione analoga, e anzi pit semplice, si pué dare an-
che nel caso p—=2, come & gid stato fatto in sostanza da
G. FicHERA (v. [8, teor. XIV]).

Resta dunque dimostrata la convergenza in media d’ordine
p su F della successione {¢,(M)} alla (7).

Per ogni P interno a D si ha allora dalla (4) che { u, (P)}
converge alla funzione

1 d 1
2—11:F]<P(Q) dng PQ Poq.

D’altra parte per il teorema di convergenza di CiyMINO
(v. L. c. in ?)) poiché {p.} converge in media d’ordine p a
su F, la successione {uy(P)} converge in media d’ordine p
in D e uniformemente in ogni insieme chiuso interno a D
alla u(P). Dunque vale la

u(P):l]cp(Q)___ p€D—F.
2n dng PQ
F

Si ha di pid dalla teoria generalizzata del potenziale che

per quasi- tutti gli M di F risulta

P»gm . u(P) = ¢(M) + 5~ [ () dn MQ
vale a dire per la (’f)

lim  w(P)=u(M)
P~—» M(su ”M)
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¢ con cid viene risposto in senso affermativo alla questione
posta dallo stesso CimyinNo, di stabilire se la convergenza in
media nel senso da Lui stabilito porti alla convergenza lungo
la normale n, per quasi tutti gli M di F.

Viceversa se

1 d 1
F

con ¢(Q) appartenente a LP, allora per quasi- tutti gli M di
F si ha
i w(P)= o) + o [ @) 2 > doq.
211:F dng MQ

P—» M(su n"l

Chiamata con w(M) la funzione a secondo membro, w(M)
appartiene a LP, come si dimostra con gli stessi ragionamenti
usati poc’anzi; si pud dunque risolvere il problema generaliz-
zato di DiricHLET secondo CimMiNo relativo alla w(M); det-
tane «(P) la soluzione, per quanto visto piu sopra, risulta ne-
cessariamente #(P)=w(P) e quindi w(P) «converge in me-
dia d’ordine p» a w(M)*).

2. - Il risultato del n. precedente pud essere completato ed
esteso ad altri problemi; accenniamone rapidamente.

Anzitutto si osservi che le ipotesi fatte sul dominio D pos-
sono essere ampliate, come risulta sia dalla teoria di CimmiNo
che dalla teoria del potenziale e delle relative equazioni inte-
grali ¥). Si puo inoltre osservare che il confronto delle ipotesi su
D di validita delle due teorie pud permettere di stabilire volta
per volta quale delle due impostazioni ¢ piu opportuna e an-
che di giovarsi dell'una impostazione per allargare le condi-
zioni di validitad finora conosciute dell’altra.

4) Del fatto che w(P) «converga in media d’ordine p » si pud dare
anche una dimostrazione diretta approssimando ¢{Q) con una succes
sione di funzioni continue su F.

4) Se il dominio D non & semplicemente connesso, & noto che occor-
rera aggiungere al potenziale di doppio strato certe opportune funzioni.

16 15
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Considerazioni analoghe al risultato del n. 1 si possono
poi fare per il probema di DiricHLET relativo all’equazione
completa

Au=f;

naturalmente in questo caso si dovra aggiungere al potenziale
di doppio strato un -potenziale newtoniano di volume.

E immediata anche lestensione ad uno spazio euclideo a
un numero m qualunque di dimensioni.

Dalla caratterizzazione data delle soluzioni del problema
generalizzato secondo CraMiINo, segue inoltre facilmente che
se in un punto M, di F' la funzione p.(M) & continua, allora la
soluzione u(P), verificante la (1), assume nel senso del pro-
blema di DiricHLET ordinario, cioé con continuita, il valore
(M) °).

Varie estensioni sono poi possibili del risultato del n. pre-
cedente ad altre equazioni: anzitutto al problema di DiricHLET
per le equazioni del secondo ordine del tipo ellittico

Lm Fu ou

® g+ S g fou=f
per le quali vale sia la teoria del CimMmiNo che la teoria gene-
ralizzata del potenziale e delle relative equazioni integrali;
circa quest'ultima si tengano presenti i lavori di G. Giraup
(per i quali rinvio alla monografia [1]) e i ragionamenti che
L. AMprio ha svolto per il Suo teorema di inversione della
formule di Green [2] °).

L’estensione & possibile anche a certi sistemi di equazioni
lineari del secondo ordine di tipo ellittico, quale per es. il
sistema dell’equilibrio di un corpo elastico

9) A u + kgraddive = f

5) Si veda per questo anche la recente nota [3] di L. CATTABRIGA.

6) Una esposizione esauriente della teoria generalizzata del poten-
ziale connessa alla (8) trovasi nel volume [17] di C. Miranpa, pubbli-
cato a compilazione avvenuta di questa Nota; rinvio in particolare ai
cap. IT e III (n. 21).
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('1_; vettore degli spostamenti) e ci0 in virtd dei risultati di
G. FicHERA, contenuti nei cap. II e IV (n. 1) di [9], e del-
Pestensione che B. Pint ha fatto del procedimento del Ciwm-
MINo allo studio dei sistemi suddetti [13]. Viene cosi comple-
tato un risultato dello stesso Pin1 [14], nel caso del sistema (9).

Anche per le equazioni di tipo parabolico, e in particolare
per Pequazione del calore

3 3_’1‘_3_“:,‘
»-10z, dy

si possono facilmente svolgere considerazioni analoghe a quelle
del n. precedente, usufruendo di risultati di B. Pint [15], nei
quali il primo problema al contorno tipico per l’equazione
stessa viene studiato nel senso generalizzato del Cimmino, e
della teoria generalizzata degli integrali analoghi ai poten-
ziali di superficie che vi compaiono [10].

Oltre che a problemi del tipo di DiricHLET il risul-
tato del n. 1 e le sue estensioni ammettono applicazioni
interessanti anche ad altri tipi di problemi al contorno
come i cosidetti problemi misti. Pid precisamente per
I'equazione (8) & stato recentemente [11] impostato e stu-
diato il problema misto consistente nell’assegnare su una
parte F, della frontiera di D la derivata « conormale »
%" e sulla rimanente ¥, la funzione stessa, intendendo que-
st’ultima condizione in un senso generalizzato di « convergenza
in media », analogo a quello introdotto dal CiarmiNo per il
problema di DiricHLET. Orbene, applicando opportunamente
i risultati della presente nota e considerazioni analoghe a
quelle del n. 6 di [11], si potrebbe dimostrare che la solu-
zione del preblema suddetto trovata nel n. 5 di [11] converge
anche lungo la conormale per quasi tutti i punti M di F, al
valore assegnato.

Un analogo risultate pud ottenersi anche per il problema
misto relativo all’equazione del calore, quale & stato studiato
in [12].
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