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PROBLEMI AL CONTORNO MISTI

PER L’EQUAZIONE DEL CALORE

Me~or~ (*) di ENRICO MAGENES ( a 

La teoria della diffusione del calore porta, come è noto,
allo studio di problemi di valori al contorno per l’equazione
di tipo parabolico

’Assegnata anzitutto la distribuzione della temperatura nei
punti del corpo àli’istante iniziale, i due problemi al contorno
notoriamente più studiati, che noi chiameremo rispettivamente
prtmo e secv~zdo contorno., sono quelli corrispon-
denti a ritenere anche nota negli istanti successivi la tempe-
ratura di tutto il contorno del corpo oppure la temperatura
dello spazio ambientale e le condizioni di irraggiamento e con-
ducibilità del contorno del corpo.

Analiticamente essi corrispondono alla ricerca di una so-

luzione u della (1) per ..., z..) variabile nel dominio D

(il corpo) e y (il tempo) tra 0 e 1/0’ di cui siano assegnati il

valore per y =0 e ..., e quello per 0  y ~ yo
e ..., ( FD frontiera di D), oppure il valore per

y = 0 e ..., e una combinazione lineare del tipo
~du 
hu du derivata secondo la normale interna per 0  y:!5;.Y,av + dv / 

~ y

A questi problemi al contorno, che chiamerò « uniformi »

per la loro analogia con i problemi di DIRICHLET e di NEU-

*) Pervenuta in Redazione il 28 giugno 1954.
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MANN nella teoria delle equazioni lineari di tipo ellittico, è da
aggiungere un terzo problema tipico, il problema « misto »,
consistente nell’assegnare la soluzione u per y = 0, .., x,~)E D

la zi oppure la secondo che

..., ~"~ ) appartenga a una parte di FD oppure alla
rimanente F2D. Esso corrisponde fisicamente a ritenere note
nell’istante iniziale la temperatura di tutto il corpo e negli
istanti successivi la temperatura del corpo in una parte del

suo contorno e quella dello spazio ambiente sulla rimanente
parte del contorno.

Non mi risulta che siano state finora trattate le questioni
esistenziali relative a questo problema, se si eccettua il caso

particolare che, essendo il corpo filiforme (m = 1) oppure più
volte connesso, le parti F,D e FD siano a distanza positiva
tra di loro (caso banale perchè il problema allora non pre-
senta nulla di nuovo rispetto ai problemi « uniformi » e s

tratta nello stesso modo, come osservò già fin dal 1908 E. E.
LEm [14] 1). In realtà il problema « misto ~ presenta nel caso
generale difficoltà di tipo essenzialmente nuovo rispetto ai

problemi « uniformi » e ciò avviene nei confronti di tutti i

diversi metodi esistenziali finora usati nello studio degli stessi
problemi « uniformi » 2) . D’altra parte se l’analogia con le

equazioni di tipo ellittico poteva suggerire di estendere i me-
todi con i quali era stato studiato l’analogo problema « mi-

*to » per quelle equazioni (una combinazione cioè del problema

1 ) I numeri tra [ ] si riferiscono alla bibliograna 8nale del presente
lavoro.

2) Una esposizione notevole riguardante la teoria della (1) e una

bibliografia vastissima fino al 193g si trovano negli articoli di G. AscoLi
e G. GIRAUD della monografia [ 2 ] ; richiamerò in particolare i lavori

di E. E. Levi [14] e [13], di M. GEV~r [11], [9] e [10], di G. GIRAUD
[ 2 ] e [ 12 ] ; successivamente al 1936 si vedano tra l’altro i lavori [ 1 ] , [ 6 ] ,.
[ 15 ] , [3], [17], [16]. Osserverò poi fin d’ora che nel presente lavoro farò
uso di risultati e di proprietà, ormai note, relativi alla (1) e dovuti so-

prattutto a E. E. LEvi, M. GEVBEY e G. GIRAUD; per essi rinvio una
volta per tutti ai lavori ora citati.
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di DIRICHLET e di quello di NEUMANN), si trovava che l’unico

metodo finora veramente efficace nel caso ellittico, dovuto a

G. FICHER,~ [7], era strettamente legato all’ipotesi dell’auto-

aggiunzione dell’equazione, cosa che ne escludeva l’applicazione
immediata all’equazione (1)2’).

Orbene, è appunto l’aver trovato un metodo, per il proble-
ma « misto ~ relativo alle equazioni di tipo ellittico, indipen-
dente dall’autoaggiunzione dell’equazione 8), che mi ha permesso
di trattare anche per l’equazione del calore le questioni esisten-
ziali inerenti al problema « misto ». Infatti quel metodo si

può estendere anche alle equazioni di tipo parabolico, in par-
ticolare alla (1), come appunto mostrerò nel presente lavoro.

Il problema « misto » verrà qui considerato secondo due di-
verse « impostazioni », riguardanti il modo secondo il quale
i dati al contorno vengono assunti: in una impostazione i dati
vengono assunti « puntualmente », nel senso classico, sia per

quanto riguarda la ii che 1:1 ~ nell’altra impostazione

invece i dati vengono assunti in parte « puntualmente » e in

parte (e precisamente i valori della u sulla per 0  y ~ yo)
« in media », in un senso analogo a quello che G. CimmiNo ha
introdotto nei Suoi studi sul problema generalizzato di DIRI-
CHLET per le equazioni di tipo ellittico (v. ad es. [5] e [4])
e che B. PINI ha recentemente esteso al primo problema al con-
torno per la (1) (v. [17], [16]). Vengono cos  ottenuti due

teoremi di esistenza, dopo aver precisato ogni volta la classe
di funzioni in cui va cercata la soluzione; e in una di queste
classi, corrispondente al secondo modo di assumere i dati al

contorno, viene anche dimostrata l’unicità della soluzione.

2’) Di un altro -recentissimo metodo del relativo alle equa-
zioni di tipo ellittico in due variabili indipendenti, e della sua possibile
estensione alla (1) nel caso m = 2 ho avuto notizia quando il presente
lavoro era già compilato ; il metodo e i risultati del F~CBDA saranno

pubblicati negli Atti del Convegno IntemaøÏ0fUù6 auTle equaxio~ 
atte derivata parziali. (Trieste - ago~sto 1954).

3) Il metodo e i risultati per le equazioni di tipo ellittico sono stati
da mes esposti in una memoria in corso di stampa sugli Annali della

INormale Saperiore di Pi$a III, --vo1 VIII).
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~Ton mi dilungo ulteriormente nella descrizione lel metodo
usato e nelle considerazioni ad esso relative per le quali rin-
vio alla prefazione della memoria citata in 3)~ mi limito, ad
osservare che il teorema di completezza sul quale si fonda il

metodo stesso è stato da me dimostrato proprio su questi
Rendiconti [15] e che naturalmente anche ora mi sono stati

utili, per le questioni relative alla convergenza e al teorema,

di unicità, ragionamenti del tipo di quelli usati da Gr. 

MINO per il Suo metodo di trattazione del problema genera-
lizzato da DIRICI-~LET (v. ad es. [5] e [4]).

Per semplicità di esposizione ho supposto m = 2 e (il cor- .

po) D semplicemente connesso, dividendo la sua frontiera in

due soli archi FID e Fp ; e ho inoltre supposto h = 0. Ma non
si ha difficoltà ad applicare il metodo in generale, m essendo
qualunque, D più volte convesso, F1D e composte da un
numero finito di varietà sufficientemente regolari, la funzione
h continua e non positiva su F2D.

1. - .Preliminari. - - a) Sia D un dominio regolare limitato
nel piano x2), la cui frontiera FD sia costituita da una
curva semplice chiusa di classe 2 in ogni suo punto 4) ; e sia

una rappresentazione parametrica regolare di FD,. Mediante

i punti Q1= e Q2 - ~~ ( t2) l (a~  t1 
 t2  tt2) dividiamo FD in due sottoarchi aperti e privi di

estremi F1D e F2D. F1D sia il sottoarco che si ottiene dalle

( 2) per ti  t  t2, I’2D il rimanente; F1D e F2D siano gli stessi

) Secondo una nomenclatura abituale diremo che una funzione

è di classe r in un insieme se essa è ivi continua insieme alle sue deri-

vate parziali di ordine diremo che è di classe r~~ se, inoltre,
le derivate d’ordine « r soddisfano ad una condizione di HóLDEP,@,
analogamente diremo che una curvp regolare è di classe r o rH in un

punto 3f se risulta definita in un intorno di M da una rappresenta-
zione parametrica con funzioni di classe r o rH.
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archi cui si siano aggiunti gli estremi Q1 e QZ. Fissato y -, &#x3E; O

indichiamo con T il dominio cilindrico dello spazio X2, y)
costituito dai punti tali che x2) appartenga a D e

0 --- y -,- y,,, con a la frontiera di Ty con s la superficie late-

rale di ~ e precisamente l’insieme dei punti x,, y) per cui
e 0  y ~ ya. In corrispondenza poi della sud-

divisione operata su potremo distinguere su s le parti
SD 82’ si, *2 luoghi dei punti X21 y) tali che 0  y ~ yo
e x2) appartenga rispettivamente a I’1D, F2D, rlD, F2D.
Indichiamo infine con B la base superiore cioè l’insieme

dei punti (aeu x2, y) per cui y = yo e D.

~) Consideriamo ora l’equazione parabolica

e indichiamo con E* (u) l’operatore aggiunto c~i E (u) :

Il problema al contorno che ci poniamo è quello di studiare
1’esistenza in una opportuna classe di funzioni di una solu-

zione u ( P) della equazione (1) nel dominio r, assegnati che
siano i valori pt (P) della it stessa su e quelli ó (P)

della sua derivata normale du j su s ,.dv 
-

Possiamo limitarci a supporre che sia f _--_ O in T, 8 - 0

su S2 e pL=0 su D. Con ciò non particolarizziamo il nostro

problema, poichè se b è la traccia su 82 di un funzione ó ~ con-

tinua su è pure continua su D ed f è opportunamente
regolare in -r (per es. hólder·iana in z), è noto che è sempre
risolubile il problema

5) Supporremo la normale a a orientata sempre verso F interno di

-c; evidentemente la direzione e il verso di essa non dipendono dalla y.
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Supposto dunque f ~.. 0 in Ty a 0 su 82’ (J. = 0 su D, si trat-
terà ora di precisare il nostro problema al contorno determi-
nando in quali classi di funzioni si debba cercare la soluzione
e in che senso debbano essere assunti i dati al contorno, cosa
che faremo nei numeri successivi.

y) Richiamiamo dapprima il seguente, per noi fondamenta-
le, teorema di completezza:

TEOREMA DI COMPLETEZZA : t Esiste una successione ~
(k ~ 1, 2, ...) di sotuzioni regolari in della E (u) = 0 8)
e di classe 1 in ~-, che il 8stema dei vettori ~ ~ nello

spazio 83 di componenti

è cof~zpteto per l’appro8simazione linea.re in media del seconcto
ord~ne dei vettori di S3 di componenti di quadrato 80mmabile
rispettiva~nente su D, 81 e 82.

Sistemi di funzioni 1 del tipo suddetto possono co-
struirsi in generale e in diversi modi; essi sono stati intro-

dotti da L. AMEftIO [ 1 ] e la loro completezza è stata da me
dimostrata in [1~] ; nel caso particolare che il dominio D sia
semplicemente connesso, come abbiamo supposto per sempli-
cità, per sistema ~ può prendersi lo stesso sistema dei
polinomi parabolici (v. [15: Nota II, n. 4]).

2. - Identità fondamentale. - a) Sia

una trasformazione biunivoca e bicontinua del rettangolo
del piano ( t, r) nel dominio D

del piano (~1, tale che :

) Diremo che una funzione í è soluzione regolare dalla E ( u ) = 0

in un insieme se essa è ivi continua insieme alle derivate aa ~2013~
ay 8~u 

, 

ôlU 
= 

e soddisfa ívi alla E (2~) = 0. -, ~, ~ e soddisfa ivi alla ~)==0.
au , ô8i axx
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I) per ogni r le (3) diano al variare di t una 
tazione parametrica regolare di una curva regolare y,., la quale
per i- = 0 coincida con l’arco precisamente

II) cclnieno per r sufficientemente piccolo, gli estremi di
Yr, Qi,r:::::::: r), X2(t¡, r)] (i= 1, 2), e solo essi, siano punti
di F2D; preci~amente sia per 0  r (ro r~)

111) siano c~eneratmente continue e limitate in R le de-

r-ivate delle w; t t, r) rispetto a t e r, t e x~, ,. (i ~ 1, 2)
e siano ta li che

inoltre siano verificate per 0  r ’ro le

Si osservi che le ( 5) in virtù delle ( 4) esprimono il fatto

che r sima ortoyon,ale a FD nei punti Q~,r e Q2,,..
Considerato il seguente sistema di equazioni

si ha per le funzioni a e P in R

111ediante le (3) operiamo ora la trasformazione

la quale trasforma il parallelepipedo  t  ts ;
0 r  ri ; 0 C y  dello spazio ( t, r, y) nel cilindro
dello spazio 3J2, y) in modo biunivoco e bico~~tinuo; dalle

vengono cos  individuate delle superfici r, luogo dei
punti i -e,, y) per cui :r2) E yr e O  y :!5., ye.
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Introduciamo ora una funzione « peso » P ( t, r, y) sulla

quale supponiamo che :

a) P ( t, r, y) sia continua e posztiva in tutto C e tale che il
prodotto Pa, considerato attraverso della (8) fun-
zione di x2, y), in 1: ($1 -t- h’1D) funzione di classe 2

b) per ogni r e ogni y tali cjze 0  r ~ r6_, 0  y C yo 
e sia limitata quasi-ov~unq~~e in ( t1, t2) la derivata 

per gli stessi r e y e per qnasi-tzctti i t di ( tl, t2) esista

la derivata P,. e sia limitata nell’intorno di ogni tale r al

variare di y in (0, yo) e di t in ( tl, t2).

~) Fatte queste premesse sia x2, y) una funzione sod-
disfacente alle seguenti condizioni :

1) è so tuzione rego tare di D ( u) - 0 in 1: -a,
2) è continua in 1: - (òl -~- 

3 ha le derivate continue s + F1D).
dx 1 ax 2 Con ( 1 

Si consideri per 0  9° ~ ro la funzione di r

Possiamo derivare questa funzione rispetto ad r, per le ipo-
tesi f atte, ed ottenere in virtù anche delle ( 6) :
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dove 8r,1 e vr hanno il seguente significato: indichiamo con
D, il dominio regolare del piano x2) delimitato da y, e

dall’arco di Ir2D avente per estremi e Q2~,., con x, il cilin-
dro costituito dai punti ae2, y) per cui D,.
e 0 ~ y ~ xo, con ar la frontiera di r~ con B, la base supe-
riore di ~"r! con sr la supérficie laterale di x, (precisamente
l’insieme dei punti x2, y) per cui x2) E 0 

 y :!5:, y.) ; allora sarà la parte di s,. costituita da rr,
8r,2 la rimanente parte di sr ; vr sarà infine la normale a s,
orientata verso l’interno di 

Integrando per parti, in virtù delle ( 5), si ha

e dunque

D’altra parte come conseguenza della formula di GREEN,
si ha

e quindi in definitiva si ha 1’ic~erctità fondamentale.
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3. - Determinazione della classe u ~ e teorema di uni-
cità in era- - Si consideri ora la classe t delle funzioni

Z2’ y) ciascuna delle quali soddisfi alle condizioni 1),
2)~ 3) del numero precedente e inoltre anche alle seguenti

5) converge « in media » rispetto alla f unzione peso P ( t, r, y)
sul sistenza delle 8uperfici 8r,1 nel senso che esiste una funzione
(J.(t, y) di quadrato sorrc~nabi le nel rettangolo  t  t2 ;
0  y c yo) tale ch.e

Si osservi che poichè P è positiva e continua in C la con-
dizione (12) equivale alla seguente 

-

Abbiamo cos  contemporaneamente precisato il problema « mi-
sto » in una delle due impostazioni che gli daremo in questo
lavoro, fissando anche mediante le 4) e 5) in che senso deb-

bano essere assunti i dati al contorno.

Del problema cos  impostato ci interesseremo ora, dimo-

strando un teorema di unicità:

TEORE1I.A DI L’NICIT~ : ò ~8

i) in tutti i punti. interni a z è

ii) nei punti di 82 è

iii) esiste un numero M~ tale che per r su f f ic~,entemente
piccolo f ~  r ~ ro~, tl  t  t2 C 0  sia
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atlorac esiste nella u ~ ~ solo la fiinzione i,denticanzente

nulla clze converge « in niedia » 811 8r,1 allo zero, per la. quale
cioè è

Infatti dalla (9) si avrebbe almeno per O  r 

e non fosse ~0 in ~, il secondo membro, poichè Px è
positivo in T e per la (11), sarebbe negativo per r sufficiente-
mente piccolo e quindi lo sarebbe pure il primo membro;

e allora la funzione di Pu2dydt sarebbe decrescente

nell’intorno dello zero e, poichè essa è positiva per r &#x3E; 0,
la (11) sarebbe assurda.

Il teorema di unicità è stato dunque dimostrato nelle ipo-
tesi che la trasformazione (8) e la funzione peso P soddisfino
alle I), II), III), a), b) del n. 2 ed alle i), ii), iii), del pre-
sente numero. Circa la possibilità di soddisfare a queste con-
dizioni si possono ripetere osservazioni analoghe a quelle fatte
nel n. 4 della memoria citata in 3), relativa alle equazioni
di tipo ellittico : in particolare la condizione iii) può essere
trasformata opportunamente 7) e si può anche costruire un

esempio del tutto simile a quello ivi considerato per l’equa-
zione di Laplace. Ciò prova l’esistenza di trasformazioni sif-

fatte e di funzioni peso corrispondenti.

4. - Il teorema di esistenza nella classe { - Dimostria-

mo ora il seguente
Nelle ipotesi del teore~na di unicità del n. 3, pre-

f issata (J. (t, y) di quadrato 

7) Sarà utile per questo tener presente il n. 2 di [17].
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(t~  t  t 2; 0  y  yo), esiste una, { e nzt~cratnicnte 1tna sola)
funzione ¡ 11 ~ alla

a) In virtù del teorema di completezza del n. 1, y) pos-
siamo costruire una successione un (P~ ~ ~ (n= 1, 2, ...,) di

combinazioni lineari delle funzioni del sistema tale che

Supponiamo inizialmente che esista una costante II per
cui risulti

e dimostriamo subito alcune disuguaglianze integrali per le

funzioni un che ci interesseranno in seguito.
In condizioni note di regolarità per la funzione v (per es.

... 3~ 3~ 3~ 2 2 ..

se v è continua con derivate 9’v conti-
’ 

. 3~i 
1 

oX 2 y OZ2
nue e tali che E~ ( v) risulti sommabile 

e con lé derivate :11 e 
a~ 

limitate in tutto segue dalla
óx 1 

)’ g

formula di Green per ógni rc la seguente relazione

Sia ora 9 una qualunque funzione definita su 82’ non ne-

gativa, annullantesi nei punti y) e ( Q~, y) (0 C y  yo) ’),

8) Cioè nei punti di 8, che si proiettano ortogonalmente in Q e Q2.
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continua e con derivate quasi-o~ unque limitate 9). Prendiamo
nella (14) la funzione v in modo da soddisfare alle condizioni

E* ( r) limitato in r - a 
*

k essendo una costante positiva. Si avrà allora per ogni n

con ~~ e H~ costanti positive dipendenti solo dalla funzione
~. Ne segue, tenendo presente anche la (12) e la (13)

dove L ~ e rp sono costanti dipendenti solo dalla q.

P) Applichiamo ora l’identità (9) alla differenza t~. - -.
di due qualunque delle un ; per le ipotesi ammesse si ha per

9 ) Le derivate si intendono naturalmente fatte rispetto ai para-

metri cui si riferisce la superficie :a ; per es. la lunghezza d’arco

su P2D e y.
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e moltiplicando ambo i membri per e-mlr dopo ovvi passaggi

con g costante opportuna; integrando allora tra e e r

( 0  e  r) e facendo poi tendere e a zero, si ha

Prendiamo in considerazione il secondo integrale del se-

condo membro. Riferiamo la superficie a alla lunghezza d’arco
s della curva ~’D e all’altezza y. I punti Q2 e Q1 di FD cor-
rispondono rispettivamente ai valori 82 e 81 di s con ~2 ~ 3

e cos  pure i punti Q~,,. e Q~~,. per’ 0  r ~ ro corrispondono
ai valori 82(~-) e di s. Ovviamente s2 ~r) fun-

zione crescente [decrescente] e di classe 1 i-n (0, ro) e risulta

82(6)= 82 [81{O) =-81]’ e la funzione inversa r2(s) 
anche di classe 1 e crescente [decrescente] nelpinterv-allo
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(82  s  sp.(ro»  s  sl)], risultando inoltre r2 (82) = 0
=0]. Si ha allora per 0  r :!!9~, ro

dove 9 (s, la funzione cos definita per ogni y :

Possiamo allora concludere in virtù della (17) che è

e ciò per ogni m e n e per 0  r  r..
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. Osserviamo subito che di clui, per la ( ~2), si ha la conver-

genza in media nel rettangolo ( t, ~ t S t2 ; 0  y  yo) ri-

spetto alla funzione peso P(t, re, y) delle r), :»2(t, r), y],
~cni.fortfiefn.ente al variare di r tra fl e ro e la convergenza in

media si ha anche in sostanza rispetto alla funzione peso 1,
poiché P è positiva e continua in C.

Dalle (18)y e sempre poichè P è positiva e continua in C,
si ha poi ancora per ogni r* fissato tra 0 e 

con L* eostante opportuna e quindi per la (12) si ha la con-

vergenza , in media delle ~l ( t, r), y] nel dominio

(O  r  r*, fi  t  t2 , 0  y yo). 3Ia allora si ha la con-
vergenza in media delle X2, y) nell’insieme ~ ’:,.. ,

poichè è . 

.

con L costante opportuna.
Vogliamo dirraostrare che si ha addirittura lac con-

vergenza in rnedia delle ~2, y) in tutto ’t. Infatti, fissato
r* tra 0 e ro, si prenda nella (14) la funzione ~ in modo che
risulti

ext inf E’~ ( v) &#x3E; 0, E* ( v) limitato in -z - a, v ~ 0 in ~,
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’Si ottiene

~e in definitiva per la (16) dopo passaggi abituali

con K~ costante dipendente solo ne segue, per la (12)
e per la provata convergenza in media delle un in ~
la convergenza in media delle ii, in x, e quindi anche in
tutto T.

~) Diciamo dunque u(vw aJ2’ y) la funzione verso la quale
converge in media in r la successione ~ .. ~; si ha dunque

Non é allora difficile dimostrare la~ convergenza uniforme
~ e della 8ucces8’ione delle derwc~te in ogni ~"".

sie~rce chiuso interno a ~, ottenendo cori anche che t~c funzione
u è soluzione regolare a E(u) = 0.

Ba,~terebbe per es. adoperare opportunamente formule di

media volumetrica del tipo di quelle trovate recentemente da
B. Pnm ’-°) per l’equazione generalizzata del calore oppure an-

10) Si veda la memoria [1?] ; si osservi però che la formula di

media che interesserebbe maggiormente a noi non é quella esplicita
mente dimostrata nel n. 1 di detta memoria, bens  quella sostanzial-
mente rilevata nel n. 5, formula (38), anche se non esplicitamente
enunciata; insomma qui servirebbe meglio una formula di media ana-
loga a quella che per le equazioni del tipo ellittico il PiNi ha trovato

in [18].
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che le formule risolutive per il problema primo relativo alla
E(u) = 0 ed espresqe mediante la funzione di GRBEN.

Noi qui ci limiteremo però, più brevemente, a dimostrare
questa proprietà per successione estratta ~,~ ~ ; e ciò
del resto ci basterà per il seguito.

Si costruisca nel piano :»2) per ogni h positivo suffi-

cientemente piccolo un dominio D’i, interno al dominio base D
e delimitato da una curva FD’~, « parallela ~ alla FD., ottenuta
cioè prendendo per ogni punto P di I’D sulla normale interna
un punto PA, a distanza h da P stesso. Per h sufficientemente
piccolo ( 0  h ~ ho) otteniamo cos  un dominio dello stesso

tipo di D. Costruiamo ora il cilindro di altezza yo e. di base

inferiore D’k, luogo cioè dei punti (lJ2, y) per cui ~2) EIY»
e 0  y  yo. Nell’insieme r la successione 1 u. converge
in media alla u; e poichè, a’~ essendo la superficie laterale
di risulta 

’IL

otteniamo

Per un teorema di G. FicuBRA [7, n. 5] possiamo allora dire
che la successione di funzioni della h

converge in misura a zero in ( 0, ho) e quindi da essa potremo
estrarre una sottosuccessione, che continueremo per semplicità
a chiamare ancora {p.(1&#x26;)}, convergente quasi-ovunque in (0, h~~
a zero, cioè

h quasi-ovunque in (0, ho~

Sia ora I un insieme chiuso interno a ~c ; esisterà almeno,

un h (e anzi infiniti) per cui l’insieme I sia interno anche a.
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e valga la (20). Sia allora G.( Q, P) la funzione di GREEN

relativa al dominio ~’~, e al primo problema di valori al con-
torno per la ( 1) ; si ha per ogni n e per ogni P interno 

e allora dalle (20), dalla convergenza in media a zero delle un
in D e da note proprietà di continuità della funzione di GsEEN,
si ottiene la convergenza uniforme in I delle 1/. (P) alla u(P);
analogamente derivando rispetto a e y ambo i membri

della ( 21), poichè I è interno a ed è chiuso, si ha la con-
vergenza uniforme in I delle derivate prime delle ~c,~ ( P).

Inoltre, passando al limite per n - 00 nella (21), otteniamo
anche che la funzione u (P) soddisfa per ogni P interno a ~t’~
allà

Ciò dimostra che la u è soluzione regolare in T~ 2013 0’. della

= 0 e, poichè h può essere preso vicino a zero quanto
si vuole, essa è tale anche in 1:’ - a.

8) Passiamo a stabilire ora che la funzione u (P) cos  tro-

vata appartiene alla classe {. ~ .
Anzitutto dalla (22) si ottiene già che k-u é continua in

Yb - e qzi~mdi in D -FD per l’arbitrarietà di l~ ; si

o t tiene d ac inoltre che è

Il or~nai immediato dimostrare soddisfa,
aala condizione (10). Infatti abbiamo già osservato in ~), come
conseguenza della ( 1$), che la successione ~~c,~ [x,. ( t, r), ~2 ( t, r), ~
converges in media nel rettangolo  t2 ; O  
naturalmente verso r), x2-( t, r), y ~ , uniformemente ri-
spetto a r in ( 0, ro). 

’
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E poichè si ha:

ne scende, in virtù anche della (12) e della continuità ín T

delle ~2)

e quindi la u soddisfa alla (10).

e) Facciamo ora una nuova osservazione sulla convergenza
della successione t -.~. Sia D* un qualunque dominio regolare
del piano (o,, 02)’ il quale sia contenuto in D e abbia comune
con D una parte di frontiera e precisamente un sottoarco pro-
prio di avente entrambi gli estremi contenuti in
Fp, mentre la rimanente parte di frontiera 
sia interna a D. Costruiamo il cilindro 1’* di base inferiore D*

e altezza yo, luogo cioè dei punti (ae~., y) per cui E D*

e 

Se nella (14) prendiamo la funzione v in modo che siano
soddisfatte le seguenti relazioni

E* ( v) limitato in T - a
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otteniamo per ogni n

e quindi per le (16) e i soliti passaggi

con R* dipendente solo da v ; e allora dalle ( 12) e ( 19) si ot-

.. , delle (i = ~, 2) . ,,*, cioètiene la convergenza in medía ax . 
( i ~ 1, 2) in T*, cioè

~) Sia ora M’ un qualunque punto di 4r, e M la sua proie-
zione su F2D. Vogliamo costruire un dominio D* del tipo di
quelli visti in e), il quale sia delimitato da una curva sem-
plice chiusa di classe 1H. contenga il punto h~ come punto
frontiera e, più precisamente, come punto interno all’arco

F2D* (cioè non coincidente con gli estremi di F~D’~) ed inoltre
goda di una ulteriore proprietà che preciseremo.

Nel verso fissato su F2D dal verso di percorrenza di FD,
i punti Q1, Q2 e M si seguano in questo ordine M ~ Q~.
Sia Ml un punto tra M e Q~ distinto da essi: 
Si consideri una trasformazione biunivoca e bicontinua

del rettangolo R~‘ « (0  s  t, zl  z  82) del piano (8, z)



22

in un dominio Do* del piano (ae~, del tipo considerato in a),
in modo tale che ’

a’) F2Do. coincida con il sottoarco ~I1) di F,D di

estremi M e M, e si ottenga dalla (24) 
b’) per ogni z fissato di z2) le (24) diano la rappre-

sentazione parametrica in funzione della lunghezza d’arco s
di una curva y, di cl asse la quale nel punto M8, che si
ottiene dalle (24) per 8 = 0, sia tangente (in direzione e verso)
alla y(M, M~) e costituisca insieme all’arco y(M, M,) una
curva pure di classe 1H.

c’) la trasformazione inversa della (24)

abbia derivate ~i, 8;1:!, Z",~’ z:~:~ continue in e

Jacobiano ~s’ ~) ivi diverso da zero e di quadrato somma-
x2)

bile. Le condizioni di regolarità supposte su ~’D permetto-
no senz’altro la costruzione della (24) 1).

Consideriamo ora accanto alla (24) la trasformazione

la quale trasforma il parallelepipedo CO(0  s  l, 81  x  z2,
0  y  yo) nel cilindro To* di base inferiore Do* e altezza yo.
Applicando a questo cilindro To* le (23), otteniamo la conver-
genza in media del primo ordine nel parallelepipedo C* delle

derivate parziali 
~2013 

(i= 1, 2), calcolate naturalmente perp 
a  

)~ 
. 

Pe

«’1 (8, z), x2 = «’2(8, z) ; infatti si ,ha, essendo lo Jacobiano

Si può vedere l’esempio riportato nella memoria citata in 3)
nota 12.
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della inversa della di quadrato sommabile in ’t’o *,

e quindi per la (23) si ha

Ne segue, per un teorema già citato di G. FiciaFRA [8],
la convergenza in misura a zero nell’intervallo z,) della

successione di funzioni

e quindi 1’esistenza di una sottosuccessione della 

che per brevità indicheremo ancora con che converge

quasi-dappertutto a zero in ( ~1, z2). Sia allora z’ un valore

interno a Z2) per il quale risulti lim 
n -· o0

( i 1, 2), cioè . 

"""~

dove con a.,, abbiamo indicato la superficie luogo in punti
Y) per cui x2) E r~~ e 0  y  ~o.

Operando successivamente in modo analogo sull’arco di

I’2D di estremi Q2 e M12) potremo costruire una curva r." aven-
te un solo estremo M,,, sull’ arco ¡(M2, M) di F2D ( MZ C ~~·, C ~, 1
per il resto interna a D, costituente con 1’arco 7 ( ~," , M)

12) Con ~’unica, differenza che ora imporremo a Yj, e Y t ~z, ~ )
t1i avere in M, tangenti eoincidenti in direzione ma di verso opposto.



94

di F 2D una curva regolare di classe 1H e tale che sulla su-

perficie a.,, luogo dei punti :C2, y) per cui «:2) E 

e 0   la successione o una sotto~successione con- - ZJo ~ ’ ) axi ,

ver a . d. d L. d. a verga in me ~a del primo ordine a 5 , c~oeg P 
ax~

Dopo di che come conseguenza della convergenza in media (del

secondo ordine) delle (i = 1, 2) in ogni dominio ~* del tipo
áx-i

considerato in ~) e di ragionamenti del tutto analoghi a quelli
già adoperati per una questione analoga in y) ed ora per le
( 26) e ( 27) ( cioè in sostanza il ricorso al teorema già citato
[8] di G. FICHERA), potremo unire e mediante un

arco Y interno a D tale che la curva y(M$.~, Ms,) + y., -~ Y’-~- I."
costituisca una curva chiusa di classe 1H e che sulla super-
ficie . luogo dei punti (ae~, X2, y) per cui (ae~, ~Z) E y’ e 0  y C yQ

la successione aun , o una sua sottosuccessione converga in~ á 7x~-- 1 ’

media . del secondo ordine addirittura) a 
au 

(i = 1 2).( ) axi 
( ’ )

In definitiva abbiamo cO.’1truito 1tn dominio D*, de-

limitato ~la y(M,,,, ~$~) + r.’+r’ + r.", nel piano :r2), godente
delle proprietà enunciate ~clt’inizio e in più della proprietà che
corcsiderato il corrispondente cilindro 1’* avente per base infe-
riore D* e altezza yo ri-gulti

dove &#x26;,* ha il solito significato e nel caso specifico coincide
con s$· -~- s -~- s8~~ .

7r) .Sia ora" N’~’ ( f~, P) la funzione di Green relativa al do-

minio ~;~ cos  costruito e al secondo tipo di problema al con-
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torno per la ( 1) ; per ogni n, se P è interno a T*. si ha

Il primo membro di ( 29~, essendo P interno a T ~, converge
a per n - oo ; nel secondo membro, in virtù della ( 12) e
della (28), si può passare al limite sotto il segno di integrale,
ottenendo

Questa relazione ci assicura allora che zc ( P) è continua in M’

insieme alle sue derivate rime e soddisfa ivi alla du(ml) = 0;p dv ’

e ci assicura anche la continuità di in 
axl’ ax~

Se si tien conto dell’arbitrariet~. con la quale si è preso 3~’

e si è potuto costruire il dominio D*. si può affermare dunque

la continuità della ~ic e delle 
~u e - in.~~ e in D F D.
oZ~ ~xZ 

"

In definitiva raccogliendo i risultati ottenuti in y), ~). r,)
possiamo affermare che la funzione 11 cos  ottenuta appartiene
alla classe e soddisfa alla (10).

0) Rimane ora da verificare la validità della ( 13) che ab-
biamo sinora supposto verificata. Se infatti essa non lo fosse,
esisterebbe una sottosuccessione della ~... ’~, che indicheremo

ancora con tale che

Posto allora
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le nuove funzioni v. sono ancora soluzioni regolari in T a
di ~(~)==0~ di classe 1 in T e inoltre soddisfano alle

e alla

che è poi la ( 12) dove si ponga p = 0. Potremo allora ripetere
su di esse i ragionamenti fatti in a), ..., ~r~) ed arrivare cos  ad

una soluzione ù di F ( u) 0. appartenente alla classe ~ t~ ~, alla
quale la ~ tJ.. ~ o una sua sottosuccessione converge in media
in T. Ma allora per il teorema di unicità del n. 3 dovrebbe

essere M =0y mentre invece dalla (30) si avrebbe ú’dT - 1.
Dunque la (13) è valida. T

5. - Il teorema di esistenza nella classe [u]. - La solu-
zione trovata nel numero precedente assume « in media » i dati
assegnati su sl, vale a dire verifica la (10). Che possiamo dire
di più se particolarizziamo la y)?

Orbene, è immediato verificare che se si suppone in più
che la v (t, y) sia continua per tl  t  t2, 0 C y  yo e soddisfi

0) = 0 ( ti  t  t2) atlora ta del numero

precedente è continua anche in ognz punto di o, + as-

wi proprio il va tore y) assegnato.
Infatti, poichè vale la (19), fissato comunque M’ su sl -f - F~D

possiamo costruire con ragionamenti analoghi a quelli svolti

nel n. 4, ~) un dominio D* regolare del piano (si, ~2) tale

che: sia limitato da una curva di classe 1H, sia contenuto

in D, abbia con FD a comune solo un sottoarco di

F’’~D, il quale contenga nel suo interno ( cioè distinto dagli
estremi) il punto ~ proiezione su xj di M’, e infine,
detto T* il cilindro di base inferiore D* e altezza yo, la suc-
cessione una sua sottosuccessione, soddisfi alla
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con il solito significato per 82*’ cioè 4r,* è quella parte della
superficie laterale o* di T* che si proietta su 

Detta allora G*(Q, P) la funzione di G$aEN relativa al

dominio T* e al primo problema di valori al contorno per la
( 1), si ha per ogni n e per P interno a r*y posto al solito

e passando al limite per n - 00, si ha, ricordando la (31) e
la (12) .

Dunque ii (P) è continua anche in M’ e soddisfa ivi alla

In sostanza abbiamo con ciò ottenuto un nuo~-o teorema

di esistenza in cui entrambe le condizioni su si e su 82 sono

assunte « puntualmente ». Precisamente detta [u] Zac classe

delle funzioni u (P) che soddisfano alle seguenti condizioni :

1 ) sono so luzioni re 9 o lari di E ( u) = 0 in T a,
2’) .sono contin~ce in -r (al -~- F1D) · (82 -f- F2D),

3) le derivate 91&#x26; continue in ’t-(;~+F~D),) hanno le 
ax 1 ax 2 continue in ( ~ -~- ~ ) ~

si ha il seguente

TEOREMA: Esiste almeno una funzione u(P) nella clacsse

[u] che soddis f a alle condizioni act contorno

una continua su ivi di qua-
drato so~w~b~~ e nulla su F1D.
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