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SUGLI ELEMENTI MODULARI
IN UN p-GRUPPO

Memoria (*) di GiovanNI ZacHER (a Padova)

I1 presente lavoro contiene un primo studio della classe
costituita dagli elementi modulare di un reticolo £ *). La
nozione di elemento modulare di un reticolo & dovuta allo
Zappa: Se £ & un reticolo, un suo elemento m si dird un ele-
mento modulare, qualora, preso comunque un sottoreticolo
modulare & di £, il reticolo {m, R ! generato da m ed R
risulta ancora un sottoreticolo modulare di £. Lo studio de-
gli elementi modulari nel reticolo £(@) dei sottogruppi di un
gruppo G ha interesse perché permette di caratterizzare com-
pletamente in certi casi, la struttura del reticolo £ (@).

La presente memoria & stata suddivisa in 6 numeri. Nel
n. 2 si mettono in evidenza alcune proprietd generali di cui
godono gli elementi modulari di un reticolo qualunque. Si sta-
bilisce, fra Valtro, che gli elementi del centro e gli elementi
neutri di un reticolo sono sempre elementi modulari. Si asse-
gnano inoltre alcuni teoremi .di « riduzione » che permettono
di limitare lo studio degli elementi modulari ai reticoli sem-

(*) Pervenuta in Redazione il 28 marzo 1955.
Indirizzo dell’A.: Seminario matematico, Universita, Padova.

1) I risultati esposti in questa Memoria sono tratti in parte da un
mio lavoro, premiato dalla Accademia delle Scienze Fisiche e Matema-
tiche in Napoli, e deposto negli archivi di quella Accademia. Prescin-
do naturalmente da differenze formali di esposizione. Gli altri risultati
di quel lavoro saranno esposti insieme con delle proposizioni ulteriori,
in una Memoria che redigerd prossimamente.
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plici, e si rivelano particolarmente utili nello studio degli
elementi modulari del reticolo £(@).

Nel n. 3 si assegna una condizione necessaria perché un
sottogruppo di un p-gruppo d’ordine finito, sia un elemento
modulare. Nel n. 4 si passa allo studio degli elementi modu-
lari nel reticolo £(G) di un p-gruppo finito d’esponente p. Il
teorema fondamentale ivi raggiunto & il seguente: I1 reticolo
£ (@) di un p-gruppo finito d’esponente p contiene elementi
modulari diversi da 1 e G, se, e solo se, il reticolo £(G) & mo-
dulare. Il n. 5 contiene un’applicazione di questo teorema.

I1 teorema del n. 3 non pud essere esteso in generale nem-
meno ai p-gruppi regolari [2] ') qualora I’esponente superi p;
la cosa & dimostrata nel n. 6 adducendo un esempio nel quale
Pesponente del gruppo & p2.

1. - Notazioni: Un reticolo sarid indicato sempre con una
lettera maiuscola in corsivo, come per es. £, mentre gli ele-
menti di un reticolo verranno indicati in generale con lettere
minuscole in corsivo. I e 0 rappresenteranno il massimo e mi-
nimo assoluto di un reticolo. (a) Videale principale generato
da a ed (E) Pideale duale principale generato da a.{M| il reti-
colo generato dagli elementi dell’insieme M. £ } il reticolo
prodotto cardinale di £ e X. :

Un gruppo si indicherd sempre con una lettera maiuscola
in stampatello, come per es. G, mentre gli elementi di un
gruppo verranno indicati con lettere minuscole in stampa-
tello. £(Q) & il reticolo dei sottogruppi del gruppo G. o(G)
ordine del gruppo G, [G : H] indice del sottogruppo H in .
Sp, sottogruppe di Sylow d’ordine p*; pH sottogruppo il cui
indice & p=.

N (H) normalizzante di H in G; C(H) centralizzante di H
in @; ®(Q) sottogruppo di Frattini di G.

2. - Sia £ un reticolo qualunque; allora, secondo Zappa, un
elemento m di £ chiameremo un elemento domulare di £ se

2) I numeri tra parentesi quadre si riferiscono alla bibliografia ri-
portata in fondo alla Memoria.
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soddisfa alla seguente condizione: se & & un arbitrario sot-
toreticolo modulare di £. il sottoreticolo {m, & risulta an-
cora modulare.

In questo numero esporremo diverse proprietd degli ele-
menti modulari di un reticolo £.

I. - Se m @ un elemento modulare di un reticolo £, m ¢ un
elemento modulare di ogni sottoreticolo di £ cui appartiene.

II. - Se tra 2 reticoli £, £ esiste un isomorfismo 1, se
m & un 2lemento modulare di £, l'elemento corrispondente
m’ = t(m) ad m nell’isomorfismo 7, ¢ un elemento modulare di
¢'. Infatti un isomorfismo tra reticoli trasforma un sottoreti-
colo modulare di £ in un sottoreticolo modulare di £ e vi-
ceversa.

IIL. - Gli elementi I e 0 di un reticolo £ sono elementi
modulari di £.

Infatti se & ¢ un sottoreticolo di £, il reticolo (I, &'
differisce da & al massimo per l'elemento I. Se quindi &
é un sottoreticolo modulare di £, se z, y, z sono tre elementi
qualunque di {I, &! , con & <z, sard ancora.

) zUWwN2)=Uy Nz

in quanto se z, y. z sono tutti diversi di I essi stanno in &
che per ipotesi ¢ modulare; se poi qualcuno di essi coincide
con I la (1) & ancora vera dato il significato I.

Con ragionamento duale si prova che pur 0 ¢ un elemento
modulare di £.

Poiché I e ) sono elementi modulari in qualunque reticolo
che li contiene li chiameremo nel seguito elementi modulari
banali di un reticolo.

IV. - Gli elementi modulari di un reticolo £ costituiscono
un sottoreticolo modulare £ di £.

Infatti siano m,, m, due arbitrari elementi modulari di
un reticolo £. Basterd allora dimostrare che sia m, U m,
sia m, N m, sono elementi modulari di £.

Sia & un qualunque sottoreticolo modulare di £. Poiche

mUm, RS im, m;, K
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si conclude che il reticolo | m, Um,, & ! & modulare essendo
tale im,, my, R1=|m, ims, K.

Lo stesso si puo ripetere per i m, N m,, R..

Che poi £ sia modulare segue dal fatto che presi tre ele-
menti m,, m,. my; di £ con m,; < m,, sussiste la (1) perche
il reticolo |m,, m., ms !} risulta modulare.

V. - Sia £ un reticolo in cui ogni sottoreticolo modulare
& di £ & contenuto in un sottoreticolo modulare massimo;
allora gli elementi modulari di £ sono tutti e soli gli ele-
menti comuni a tutti i sottoreticoli modulari massimi di £.

Infatti se m & un elemento modulare ed 91T un sottoreti- .
colo modulare massima di £, poiché {m, O} & ancora un
reticolo modulare di £, dovra essere }m, M| = 9O, ossia
m & contenuto in OIT. Viceversa sia m un elemento comune
a tutti i sottoreticoli modulari massimi di £. Sia & un
sottoreticolo modulare di £. & sard contenuto in un sotto-
reticolo modulare massimo N di £. Ne segue |m, R} <
S im, M =M. ossia |m, & & un reticolo modulare.

VI. - Gli elementi del centro di un reticolo £ sono ele-
menti modulari.

Sia & un sottoreticolo di £. Se X e K sono gli insiemi
rispettiv. delle prime e seconde componenti degli elementi di
R, ® é H sono 2 sottoreticoli rispettivamente di ¥ e di K
e risulta

KRCKHK

ossia & & un sottoreticolo, in generale proprio, del prodotto
cardinale X X. '

Sussiste la proposizione: I1 reticolo & & modulare se e
solo se tali sono ¥ e XK.

La sufficienza della condizione consegue immediatamente
dal fatto che se X e JH sono modulari, tale & pure il reticolo
XX.

Per dimostrare la necessitd della condizione faremo vedere
che se X o K non & modulare, tale non pud essere neppure K.

Supponiamo, per fissare le idee, che Jf sia non modulare.
Esistono allora 3 elementi h,, h,, h, di ¥ con h, <h, tali
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che
(2) hy U (hy N hg) F= (ha U k) M kg

Siano r,, r,, r; tre elementi di & che hanno rispettiva-
mente h,, h,, h, per prime componenti: r,=[h,, k],
ry = [hy, K,], r: = [Rhs, K;].

Ora rUrs= (U hg, kU ks] =[hs, kU k). Posto rUr;=
=17, si avrd dunque r,<7; e per la modularitd di & risultera

7 U(rz n;a) p—y (r1 U rg)n 7'3
il che implica
hl U (hz n h3) = (h1 U hz) n ha

in contrasto con la (2).

Visto dunque che ¥, K sono reticoli modulari, conside-
riamo un elemento del centro di £. ad es. [0, I]: il reticolo
i [0, Il, ¥ K1 non & altro che il prodotto cardinale } 0, X |
11, &1 di 10, H1 ed ;I, K. Ora ricordiamo che 0, I sono
elementi modulari e modulari sono i reticoli J_C_, X ; quindi tali
saranno i reticoli {0, TU, 1, Hi e di conseguenza

[0, I, KK =:0, K11, K.
0,

Ma RS H X quindi | &, [0, I]! S ;
| &R, [0, I]! & modulare. c. v. d.

VII. - Ogni elemento neutro di un reticolo £ & un ele-
mento modulare.

Infatti per un noto teorema di BikknHOFF?®), se « & un
elemento neutro di un reticolo £, la corrispondenza < che
associa ad ogni elemento x di £ la coppia ordinata [z N a,
z N a] definisce un isomorfismo tra £ ed un sottoreticolo &B
del reticolo & B prodotto cardinale di 2 reticoli dove {l=(a),
B = (a)

L’isomorfismo <t porta Velemento neutro a nell’elemento
[a, a] che & un elemento del centro di &] B essendo a =1 in
& ed a=0 in B.

1}, X XKi ossia

3) [1] pag. 28.
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L’elemento [a, a] per VI & un elemento modulare di & 8
e quindi pure di &. Dato ora Pisomorfismo tra £ ed & in
cui ad e corrisponde ’¢lemento modulare [a, a] di &, per II
concludiamo che ¢ & un elemento modulare di £.

VIIIL - Sia £ un reticolo ed m un suo elemento modulare.
Detto b un elemento qualunque di £, consideriamo lideale
principale (b) generato da b; ebbene l’elemento b Mm & un
elemento modulare del reticolo (b).

Sia invero & un sottoreticolo modulare qualunque di ().
11 reticolo & sard quindi un sottoreticolo modulare pure di £.

Per provare il teorema, basterd far veder che jm Nb, KR!
e un reticolo modulare. Ora abbiamo le seguenti relazioni

@3) imNbd, RISIDNmM, K, bi=10Nm, 1d, RIS
Cib,m, |d Rll=1m, | R, b}l

Posto §=|&R, b}, & ¢ un reticolo modulare. Infatti b &
il massimo assoluto di §. quindi & un elemento modulare di §
ma allora, essendo & un sottoreticolo modulare di &, {b, &=
= 8§ & modulare. Dato che per ipotesi m & un elemento mo-
dulare di £, il reticolo {m, | &, b}! risulta pure modulare.
Ne segue dalla (3) che il reticolo ImNb, K & pure mo-
dulare c. v. d.

Con ragionamento duale si perviene alla proposizione

IX. - Sia £ un reticolo ed m un suo elemento modulare.
Detto b un elemento qualunque di £, considerimo lidea-
le principale duale (®) generato da b; ebbene I'elemento dUm
é un elemento modulare di ( 5).

X. - Se ¥ e H sono due reticoli dotati di 0, (I) se m & un
elemento modulare di . m & pure un elemento modulare del
prodotto cardirale ¥ K.

Infatti se & & un reticolo modulare, se ¥, & hanno il
significato loro attribuito in VII, risulta

[0y i[m, 0], R1 S i[m, 0], XHKI=1Im, Hil0, K.

Ora X,  sono reticoli modulari (VI) e quindi pure
tm, 1,10, (!, sieché la (4) prova il nostro teorema.
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XII. - Se m & un elemento modulare di un reticolo £
dotato di 0, se b & un qualunque elemento di £ con m Nb=10
allora se ! & un elemento dell’ideale (m), ! & un elemento mo-
dulare nell’ideale (I U b) generato da 1 U b.

Infatti abbiamo

(5) I=lUGNmM=0AUBbNm

essendo m modulare ed I < m.

La (5) ci dice, in virtd della VIII. che I ¢ un elemento
modulare di (IU bd). c. v. d.

Dualmente:

XII. - Se m & un elemento modulare di un reticolo £
dotato di I, se b ¢ un qualunque elemento di £ con m Ubdb=1T
allora se 7 & un elemento dell’ideale duale (;n), ! & un elemen-
to modulare nell’ideale duale (I N b) generato da I N b.

3. - Sia G un gruppo ed H. K due suoi sottogruppi. Ricor-
diamo che i due sottogruppi H, K di G diconsi tra loro per-
mutabili se il sistema degli elementi HK coincide con quello
KH di G. Un sottogruppo H di G che sia un elemento modu
lare di £(@) si dird semplicemente un sottogruppo modu-
lare di G.

Teorema: Se G é un p-gruppo d’ordine p*, i sotltogruppi
modulari di G sono permutadili con ogni sottogruppo di G.

I1 teoremna & ovvio se 'ordine di G' & p,; useremo quindi in-
duzione sull’ordine del gruppo G. Sia M un sottogruppo mo-
dulare di G. Se M & un elemento modulare banale di £ (@),
il teorema & vero perché allora M coincide o con G o col sot-
togruppo identico 1 di G. Possiamo inoltre supporre che M
non sia un sottogruppo massimo di G perché in un p-gruppo
tali gruppi sono normali e quindi permutabili con ogni sot-
togruppo di G. Esclusi questi casi, supponiamo che M, pur
essendo un sottogruppo modulare, non sia permutabile con
ogni sottogruppe di G. Esistera allora un sottogruppo ciclico
{a! di G non permutabile con M. Sia N un sottogruppo mas-
simo di G contenente (propriamente) M. Consideriamo il grup-
po unione {a} U M. Per le ipotesi d’induzione, dovra essere
lalU M =G.
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Poniamo
MNiai=1bi, NNial=1b,}.
Sara | 0,| contenuta propriamente in {al, {bii Cla}, altri-
menti sarebbe ¢} UM < ja} U N = N C G, contro ipotesi
Inoltre non pud essere | b} = ibl. Infatti in tal caso il

reticolo | M, N, |a|} non potrebbe essere modulare avendo esso
un diagramma di Hasse quale indicato in fig. 1.

G

{a}
M

Mnla)=Nnfa)
Figura 1

Sara quindi
thal D 1bY

Ora valgono le relazioni

HNibhi=MNiNNlali=MN|al=1b|

6
© MUIKWh=MUINNilalt=IMUtallNN=GNN=N.

Dalla (6), per le ipotesi d’induzione, segue che }b,} ¢é per-
mutabile con M, siccheé

) MU iby=Mib,!

Inoltre N & permutabile con la} sicché un elemento g di
G si pud mettere sotto la forma g=—mna con n ed a elementi
convenienti di N ed {al. Ma n=m} per la (6) e (7), (§ ele
mento conv. di {b,}).

Dunque

(8) g = na = (mb)a = m(ba) = ma

dove @ & un elemento di {a}, avendosi { b, Clal.
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La (8) ci dice che il sistema M {a! coincide con G, ossia
il sistema H {a| & un gruppo il che implica la permutabilita
di M con lay.

L’assurdo cui siamo pervenuti prova il teorema.

Osservazione: Chiamando con Zappa quasi abeliano un
gruppo in cui due suoi qualunque sottogruppi sono tra loro
permutabili, dal teorema segue come corollario la ben nota
proposizione: La classe dei p-gruppi G d’ordine finito in cui
£ (G) & un reticolo modulare coincide con la classe dei p-
gruppi quasi abeliani.

Invero se £ (G) & un reticolo modulare, ogni sottogruppo
di G é un sottogruppo modulare, per cui ogni sottogruppo di
G & permutabile con ogni sottogruppo di G.

4. - In questo numero con G indicheremo sempre un p-
gruppo d’ordine finito p*, con a =1, in cui tutti gli elementi
abbiano ordine p, ossia' G sia d’esponente p.

Sia P un sottogruppo modulare di G d’ordine p. Il gruppo
P, in virtd del teorema del n.ro precedente, risulta permuta-
bile con ogni sottogruppo di G. Siano H, K due sottogruppi
di G d’ordine p. Consideriamo il reticolo { H, K, P} e suppo-
niamo che risulti HU K D P. Dimostriamo allora che il
reticolo | H, K, P! & modulare se e solo se H & permutabile
con K.

La sufficienza & ovvia in quanto il gruppo HU K U P
risulta abeliano. Per la necessitd, supposto H non permuta-
bile con K, osserviamo che

9 HUKNHEUP|=H

essendo (H UP)N K—=1, perché¢ HU P & abeliano e non
pud quindi contenere K.

Inoltre
(10) HUKNHUP)=HUP

essendo HUKDP, HUKDH.

La (9) confrontata con la (10) ci dice pertanto che | H,
K, P} non pud essere modulare, se H non & permutabile con K.
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1. - 11 gruppo G pué contenere sottogruppi modulari d’or-
dine p se e solo se G & abeliano elementare.

Sia P un sottogruppo modulare d’ordine p ed H, K due
sottogruppi d’ordine p non permutabili tra loro. Poiché P sta
nel centro di G, per quanto dimostrato, dovrd essere P N
NHUK)=1, e quindi il gruppo P U HU K risulta il
prodotto diretto di P per HU K.

Posto P—=1{a}, ¢ | b} un sottogruppo del centro di H UK,
consideriamo il sottogruppo {abd|. Esso non & contenuto in
H UK ma sta in C(H U K). Pertanto risulta

laby X (HUK)=|a| X (HU K)

Ora la corrispondenza a°n — a°b°n con n in H UK ¢é un
automorfismo di P X (H U K). Infatti presi 2 elementi g,, g.
di PX(HUK) si ha

0'1 =a"m,, 0': =a%n;, §i0s = a%tomn,

v v
o' = anbom,, g/ = a®bom,, (g:9)) = aortoshrtom, u,

da cui ¢, 9, =(g. 9.

In tale automorfismo il gruppo P va nel gruppo T'=1{ab]}.
Quindi T & pure un sottogruppo modulare di P X (H U K)
(IT del n. 1).

11 reticolo | 7, H, K| & pertanto modulare e quindi pure il
reticolo | P, T, H, K |.

Si hanno le relazioni seguenti

HUKDHUTUP)N(HUK) perchée HU K non con-
tiene P e l'ordine di HU T U P non pud superare p® Inoltre
M=HUTUP)N(HU K) contiene H. Invero [HU(TU P)]N
NHUVUE)=HU[TUP NEHUK)] ed (TUP)N H U K)
contiene {b}, che & diverso da H. Quindi HUK DM DH D1.
Inoltre MUK=HUK perchde HUKDMDH. MDK=1,
perché se K fosse contenuto in M, sarebbe M 2 HUK. Si ha
pertanto il seguente diagramma (fig. 2)
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HuK
M
K
H
b
Figura 2

ossia il reticolo } P, T, H, K| non & modulare.

L’assurdo cui siamo pervenuti prova la nostra propo-
sizione.

I1. - Se G non & abeliano, nessun sottogruppo massimo di
G pud essere un sottogruppo modulare.

Infatti sin N un tale sottogruppo. Ci sara allora un sot-
togruppo P—=ib}| per cui NNP=1, NUP=G.

Sia P non un sottogruppo normale in G. Esistera allora
un sottogruppo H = i k! di N non permutabile con P.

Risulta allora

HUNNP):HUPNN

vale a dire il reticolo {H, P, N| non & modulare.
Infatti il primo membro coincide con H, mentre il secon-
do contiene propriamente H ; invero si hanno le relazioni

{bi=HCN; laha—*|4H; |aha—*! CN.

Quindi
HClaha *1 U |RI S N.

D’altra parte PUH2lalU{aha™"}, per cui NN[PUH|DH.

Resta il caso da esaminare in cui il gruppo P risulta nor-
male in G, per cui G= N XUP.

Per ipotesi d’induzione possiamo supporre che ogni sot-
togruppo proprio di G che contiene un sottogruppo modulare
non banale sia abeliano. Sia N, un sottogruppo d’indice p in
N. j¢| un sottogruppo di N non contenuto in N,. Avremo
N=N,lcl.
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Posto N=N laci, risulta N, N{ac|=1. Infatti se ac
fosse in N, , ac starebbe in N e poiché N contiene ¢, N conter-
rebbe anche g, contro ipotesi. Analogamente NN}a!=1, sicche

= la} lal tal '

Essendo dunque N2 N, NX |a}=NX {a}, esiste un
automorfismo di G che muta N in N. N & quindi un sottogrup-
po modulare di G; ma allora tale & pure il gruppo non iden-
tico NN N CN, sicché N & abeliano e quindi pure @ = N X {a}.

Siamo ora in grado di dimostrare

III. - Se G & un p-gruppo d’ordine finito e d’esponente p,
condizione necessaria e sufficiente affinché G contenga un sot-
togruppo modulare diverso da G e da 1 & che G sia abeliano.
La sufficienza & ovvia. Resta da dimostrare la necessitad della
condizione. Sia H un sottogruppo modulare proprio non iden-
tico. Possiamo supporre per quanto precede che H sia né un sot-
togruppo massimo né minimo di G. Siano P, @ due sottogruppi
minimi di G non permutabili tra loro. Si presentano 2 casi:

) PUQ=@G, P PUQCGE

Esaminiamo il primo caso. Il gruppo H non pud conte-
nere n¢ P né Q@ perché altrimenti risulterebbe H U P= @ op-
pure HU @ = @ il che & impossibile essendo H non massimo
e permutabile con ogni sottogruppo di G. Consideriamo il
reticolo |H, P, Ql. E PNQ=1, HUP NQ=1, Es
sendo HU PCG@G. Inoltreé¢ PCHUP, (HUP)U Q=G
Quindi il diagramma di | H, P, Q! & quello della fig. 3

Pul

HuP

Figura 3
1

ossia | H, P, Q| mon & un reticolo modulare
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Passiamo al secondo caso. Possiamo supporre H ¢ Q U P,
perché altrimenti per ipotesi d’induzione ¢ ¢ U P un gruppo
abeliano, e quindi @ permutabile con P.

Sard quindi (Q UP)N HCH Sia s un elemento di H
non contenuto in HN(Q U P). I1 gruppo {s! & normale in G.
Infatti per la II, H sta nel centro di G essendo H U P un
gruppo abeliano se P é un sottogruppo minimo qualunque di

G
sl
togruppo modulare proprio non identico.

G. Consideriamo il gruppo ; ivi il gruppo ‘—1;1—, € un sot-

G
st
(&_Q)thg . ma QUPX s

181 ? Is!

Per induzione sull’ordine di @, il gruppo sara abeliano

elementare. Ora P U Q

C ’—% , quindi % e abeliano. Ma allora lo & pure P U @.

5. - Come applicazione della conclusione raggiunta nel
n. 3, diamo qui il seguente teorema: Se G & un p-gruppo d’or-
dine finito, se M & un sottogruppo modulare proprio non con-
tenuto in V (@), ove V(@) & il sottogruppo di G generato dalle
potenze p-esime degli elementi di G, allora il gruppo V(@)
coincide con ® @).

Infatti consideriamo il gruppo T'=— V(G) U M. Tale grup-
po & un sottogruppo proprio di G, perché V(G) come sot-
togruppo del gruppo di ‘Frarrist ®(G@) non ha complementi
in G. 11 gruppo T contiene propriamente V(G) avendo sup-

posto M non contenuto in V (@), sicché il gruppo %@
& un sottogruppo modulare proprio non identico di % (IX).

G
Ora l’esponente del p-gruppo —— & »p.
P p-grupp i4C) p

Pertanto per la IIT del n. 3, il gruppo V(QG_) & abeliano

(elementare).
Sia @,, @,, .. a4 una base minima di G. Sard allora
a, | V(@) |, a;| V(@) |, ... ag|V(G)| una base di —';—(G—(J) per cui

13
12



178 G10VANNI ZACHER

Pindice di V(G) in G non pud essere minore di p¢. D’altra
parte ®(@ 2 V(@), [P : (@] = p?% quindi come volevasi

(@ = V(@)

Corollario: Se G ¢ un p-gruppo d’ordine finito con p =+ 3,
generato da due elementi, il gruppo @ ha il reticolo £(G) mo-
dulare se contiene un sottogruppo modulare proprio non con-
tenuto in V(G).

Infatti pel teorema precedente risulta ®(G)= V(@); inol-
tre @ d =2, p ¥ 2, il che, per un risultato di Hupperr [3],
basta per concludere che G sia un gruppo quasi abeliano.

6. - Diamo in questo numero 'esempio di un p-gruppo G,
che pur non avendo il suo reticolo £ (@) modulare, contiene
un elemento modulare. Consideriamo a tal fine il seguente
gruppo d’ordine p* con p numero primo dispari, generato da
tre elementi, e, b, ¢ soddisfacenti alle seguenti relazioni:

a? =1, =1, ¢?»=1, b—%b =aP'?, ¢ 'ac = ab, ¢c—'bc = b.

Questo gruppo non & a reticolo modulare.

Infatti gli elementi ¢ e ¢ generano da soli tutto il gruppo,
perché dalla relazione c—ac= ab segue che il gruppo le¢, a|
contiene anche l’elemento b per cui

la, cl=la, b, cl=@G.

Ora se £(G) fosse modulare, G, essendo un p-gruppo, do-
vrebbe essere pure quasi abeliano il che non pud essere percheé
i due gruppi {al, {¢] non sono permutabili essendo il si-
stema {a! | ¢l dordine p°, mentre ordine del gruppo G & p*.
Ci proponiamo di far vedere che questo gruppo G contie-
ne uno ed un solo sottogruppo modulare non banale costi-
tuito dal sottogruppo |a?|. L’unicitd segue dalle seguenti con-
siderazioni. Poich¢ G & un p-gruppo con p dispari generato
da due elementi, a reticolo non modulare, per quanto si & vi-
sto nel numero precedente, un eventuale sottogruppo modula-
re non banale deve essere contenuto nel gruppo V(G).
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D’altra parte V(@) & nel nostro caso d’indice p® in G al
pit perché non pud coincidere con ®(G) in quanto cid com-
porterebbe la quasi abelianitd di @G. Quindi V(G)= la” |,
e l'unico sottogruppo non identico contenuto in ¥ (G) risulta
V(@) stesso.

Per dimostrare che {aP| & un sottogruppo modulare, dob-
biamo premettere diverse considerazioni sul gruppo G. No-
tiamo anzitutto che tutti i sottogruppi massimi di G sono
quasi abeliani e precisamente di due tipi

2) abeliano elementare

) generato da due elementi r, 8 soddisfacenti alle re-
lazioni

=3P =1, slrs =P+

quindi quasi abeliano, ma non abeliano.

Un’altra proprietd del gruppo G che conviene mettere in
evidenza & data dalla seguente proposizione: Se H & un sot-
togruppo ciclico d’ordine p* di G, e K un sottogruppo non
ciclico d’ordine p?, per cui H U K = @G, il gruppo K contiene
al pid un sottogruppo d’ordine p permutabile con H.

Infatti supponiamo che cid non sia vero. Consideriamo il

gruppo TfTa tale gruppo non é& abeliano perche il derivato di

G & d’ordine p* dato da {a®|!b|. Se due sottgruppi 8,, S,
d’ordine p di K sono permutabili con H, il gruppo —‘—:),-'I—I

é abeliano perche si ha

HUE _HU®US)_HUS  HUS,
ta?t T laP! ~ a”l taPy

HU S
laPl
Premesso cid, sia & un sottoreticolo modulare di £ (G).
Se & & contenuto in un reticolo £(M) con M sottogruppo
massimo di G, llaP}, &} & pure modulare tenuto conto che
(M) lo & e che a”{ & un sottogruppo di M. Modulare & pure
il reticolo | a”i, R, @1 essendo G un sottogruppe modulare. 11

Ma (#=1, 2) & abeliano e cosi pure 8, US,.



180 GIOVANNI ZACHER

caso che ci resta da esaminare é& pertinto quello in cui &
non contenga {a”|, ma contenga almeno due sottogruppi pro-
pri H, K di G, per cui

1) HUEK =@

Da qui segue tenendo conto della struttura del gruppo G,
che uno dei due gruppi H, K, ad es. H deve essere di uno dei
due tipi

@) ciclico d’ordine p®
) non abeliano d’ordine p3.

Esaminiamo anzitutto il caso in cui H sia eciclico d’or-’

dine p®.

Poiché nessun sottogruppo (b} di G ciclico d’ordine p*
puod avere intersezione identica col gruppo V(@)= |a? !,
G
H Yk
(e} K
7

Figura 4

e poiché dovrd essere per ogni elemento L di &, LN H =1,
altrimenti in & ci starebbe |a?|, L pud avere ordine al mas-
simo p? e deve essere abeliano elementare. Se & contiene solo
G, 1, H, K, il reticolo .|| a?!, &} & modulare come si vede
osservando il suo diagramma in fig. 4. Supponiamo che oltre
H, K, il reticolo & contenga ancora un sottogruppo L e sia
LN H = 1. 11 gruppo L sard pertanto abeliano elementare ed
L U K deve essere d’ordine p?, perche altrimenti & conter-
rebbe | a?| Ma L e K non possono essere tutti ¢ due solo d’or-
dine p, altrimenti il reticolo | H, K, L! non & modulare, do-
vendo essere H N (K U L)=1 Sard quindi L C K dato clie
il viceversa comporterebbe la non modularitd di &. Pertanto
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possiamo dire che nelle nostre ipotesi se & oltre H, K, 1, G
contiene un altro elemento L, esso é contenuto in K. Ora il re-
ticolo {{a?}, L, H, K| & modulare in quanto il suo diagram-
ma é quello di fig. 5.

{al} &

Figura 5

Re oltre L, in & ci sta un altro sottogruppo L,, sara
L,CK, K=LVUL,.

Ma per la proposizione precedente, L, non pud essere per-
mutabile con H, quindi il reticolo {L, L,, H, K} non risulta
modulare avendosi un diagramma quale quello di fig. 6.

G
Kl X
H Ly
1
Figura 6

Passiamo al secondo caso in cui H sia d’ordine p* non abe-
liano. Allora nessun elemento non contenuto in H pud essere
ciclico d’ordine p?, perché altrimenti in & ci starebbe | a”|
Sia poi L un sottogruppo ciclico d’ordine p* contenuto in &
ed in H. Deve essere L UK = @; infatti dovendo essere
13 »
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\

LNK =1, se lordine di K non é& inferiore a p? la cosa &
evidente; se K ha ordine p, e fosse K permutabile con L, aven-
dosi H=L U 8, con S opportuno sottogruppo d’ordine p di
H, il gruppo d’ordine p*: 8 X K conterebbe 2 sottogruppi per-
mutabili con L, il che & impossibile per la proposizione dimo-
strata. Essendo dunque I, U K = @, con L ciclico d’ordine p?,
si cade nel caso precedente. Possiamo supporre cosi che in &
non stanno sottogruppi ciclici d’ordine p?. Se allora aggiun-
giamo ad & lelemento | a® |, il reticolo || aP!, & | resta an-
cora privo di sottogruppi ciclici d’ordine p*. Ma allora {|a?},
& | ¢ modulare perché ogni sottoreticolo non modulare di
£ (G) contiene come elemento almeno un sottogruppo ciclico
d’ordine p®.
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