RENDICONTI
del

SEMINARIO MATEMATICO
della

UNIVERSITA DI PADOVA

ROBERTO CONTI

Su una classe generale di problemi ai limiti non
lineari per i sistemi di due equazioni differenziali
ordinarie del primo ordine

Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova,
tome 22 (1953), p. 181-191

<http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1953 22 181_0>

© Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova, 1953, tous
droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Rendiconti del Seminario Matematico
della Universita di Padova » (http://rendiconti.math.unipd.it/) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1953__22__181_0
http://rendiconti.math.unipd.it/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SU UNA CLASSE GENERALE DI PROBLEMI

AT LIMITI NON LINEARI PER I SISTEMI

D1 DUE EQUAZIONI DIFFERENZIALI OR-
DINARIE DEL PRIMO ORDINE

Nota (¥*) di RoeerTo CoNTI (@ Firenze)

1. — In una Nota del 1947*) G. StaMPACcHIA ha posto e
risolto, sotto ipotesi opportune, un problema ai limiti per un
sistema di due equazioni differenziali ordinarie del primo ordine

y, =f(=, 9, ?)

1
W & =g(x,y,%),

che pud enunciarsi, in termini geometrici, come segue: « Ricer-
care se esistono curve integrali

C: y=yz) , z2=2@x) , a<2<D

del sistema (1) che si appoggiano a due curve assegnate v, ¥,
giacenti nei piani o =a, 2 =10 ».

In questa formulazione, estesa successivamente dallo stesso
A. ai sistemi di n equazioni?) rientrano numerosi tipi di pro-
blemi ai limiti studiati per sistemi di due equazioni 2).

*) Pervenuta in Redazione il 24 aprile 1953.

1) G. StaMPACCHIA, Sulle condizioni che determinano gli integrali
di un sistema di due equazioni differemziali ordinarie del primo ordine,
Rend. Lincei, (8) 2 (1947), pp. 411-8. Tale Nota riproduce, in parte
la Tesi di Laurea dell’A., discussa nel nov. 1944.

2) G. StaMmpaccHIA, Sulle condizioni che determinano gli integrali
dei sistemi di equazioni differenziali ordinarie del primo ordine, Giorn.
di Mat. di Battaglini, (4) 77 (1947), pp. 55-60.

3) Se le curve y,, y, sono rette si hanno i problemi con condizioni
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Il metodo dimostrativo seguito da G. STAMPACCHIA & un
adattamento del procedimento ideato da L. TonerrLi per la ri-
soluzione di una certa classe di equazioni funzionali *).

Di un analogo adattamento si ¢ valso E. MAGENES per pro-
vare lesistenza di una soluzione del problema di T. SaTd rela-

tivo all’equazione

(2) Y =9 y,9)

consistente nel ricercare una soluzione della (2) che passi per
un punto P = (x,,y,) assegnato e risulti tangente ad una
certa curva del piano x, y, pure assegnata °).

Sotto veste geometrica il problema di T. SaTd consiste nel
ricercare una soluzione del particolare sistema

Y=z
(1) ,
d=g(@,y,2)

la quale si appoggi alla retta

Y10 =@ , Y=Y,

ed alla curva

: y=y@) , 2=y (),

lineari, in particolare quelle di Nicorerri. Se ¢g =0 il sistema (1)
equivale all’equazione ¥’ — f(«,vy, A), dipendente da un parametro A
per la quale problemi ai limiti del tipo sopra detto sono stati studiati
da F. Cariero (a), Su un problema relativo all’equazione y' = f(z,y,A),
Giorn. di Mat. di Battaglini, (4) 77 (1947), pp. 145-163; (b) Sui pro-
blemi ai limiti relativi ad un’equazione differenziale ordinaria del pri-
mo ordine e dipendente da un parametro, Rend. Sem. Mat. Univ. Pa-
dova, 18 (1949), pp. 239-257) e da G. ZwIRNER (COriteri di esistenza per
un problema al contorno relativo all’equazione y' = f(wx,¥y,A), Rend,
Sem. Mat. Univ. Padova, 19 (1950), pp. 141-158).

4) L. Tonerri, Sulle equazioni funzionali del tipo di Volterra, Bull
Calcutta Math. Soc., 20 (1928), pp. 31-48. La prima applicazione nel
campo delle equazioni differenziali si trova in G. SANSONE, Equazioni
differenziali nel campo reale, parte 1%, (Bologna, 1941), pp. 42 e segg.

5) E. MaGeNEs, Sopra un problema di T. Saté per Vequazione dif-

ferenziale y"" = f(z,y,y’), Nota I, Rend. Lincei, (8) 2 (1947), pp.
130-6; (Nota II, ibid.,, pp. 258-261).
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Poiché la y, non giace in un piano parallelo al piano y, 2
(anzi, in generale & sghemba) il problema +di T. SaTé non
rientra tra quelli di G. STAMPACCHIA.

In questa Nota vogliamo far vedere come il procedimento
di L. ToNeLLI ora ricordato si possa utilizzare anche per ri-
solvere, sotto ipotesi convenienti, il seguente problema: « Ri-
cercare se esistono curve integrali del sistema (1) che si

appoggino alla retta
Y1t T=® , Y=Y,
ed alla curva
Y2 Y=Y , z2=Z()

con Y (), Z(») funzioni assolutamente continue assegnate in
un certo intervallo ».

Questo problema, da un lato viene ad integrare la classe
dei problemi di StamPpaccHIA prima ricordati e d’altro canto
generalizza quello di SaTd, anzitutto perché il sistema consi-
derato & piu generale del sistema (1) e in secondo luogo
perché qualora il sistema sia appunto del tipo (1) il pro-
blema stesso, trasferito nel piano x, y, diventa quello di ricer-
care una soluzione dell’equazione (2) passante per il punto
P = (x,,9,), la quale giunga sulla curva

T: y =Y (o)

con direzione Z(#) assegnata, ma non necessariamente coin-
cidente con quella che I' ha nel punto di incontro con la so-
luzione ).

6) Problemi di questo tipo si incontrano ad es. nel Calcolo delle
Variazioni quando si cerca il minimo per l'integrale

1(0) :fF(w, v,y de
C

in un insieme di curve
c: y=yz)
aventi un estremo fisso, Py, ed un estremo variabile su di una curva T

assegnata. Come ¢& risaputo, le curve estremanti, sotto condizioni op-
portune, risultano soluzioni di un’equazione differenziale del 2¢ ordine
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2. — Proviamo ora il
Teorema. Sia dato il sistema

Y =F(z,y,2)2 + o1(2, 9, 2)
d = o, (2, Y, z)

(3)

dove F(2,¥,2), ¢.(2,9,2), 9.(2,¥,3) sono funzioni (reali) de-
finite nel semispazio

S: 2=<w , |lyl<co , |z|<oo
ed ivi soddisfacenti le seguenti ipotesi

i) per ogni x = x, esse sono continue rispetto ad (y,?);
per ogni (y,z) esse sono misurabili rispetto ad x;

ii) esistono cinque funzioni p(x), q(x), r.(z), s.(),
8,(2), le prime tre non negative, tutte sommabili in ogni inter-
vallo finito del semiasse & = w,, tali che in S sia

(4) p(@) = F(w,y,2) = q(@)
(4) l ¢: (@, ¥, 2) | = (o)
(5) 8.(®) = o.(@, Yy, 2) = s.(2) ;

Sia inolire data la retta

R =T , Y=1Y,
e la curva
Y.t Yy=Y(@) , 2=7Z)
con Y (), Z(x) funzioni assolutamente continue in ogni inter-
vallo finito del semiasse x > x,.

Infine esista un numero & = x, per cui valga uno dei due
sistemi di disuguaglianze

X

¥E) + 2 [ P [ i+ [ao([ t&(u)du)dt <¥,
& & & &

(6)
ZE) <0
(equazione di Eurero) le quali escono dal punto P, e debbono risul-

tare «trasversali» a I', cio@ giungere su I' con una direzione (dipen-
dente dalla F integranda) e in genere diversa da quella di T'.
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X

23 0 X t
m®+2@£wm—fmmul%%ﬁmw+u<m

&

(6)

&
Z(5)=0

ed un numero &, =z, per cui valga uno dei due sistemi di
disuguaglianze

Y(E) + Z(82) Tp(t)dt + 7r1(t)dt + 7010(??)( t[Sz(u)du)dt > Y,
& &

0
é? 22
2E)<0
Xy 2y ) t
- n®+ﬂ@!ww+!mwulﬂ%fwmgw>%

Z(8) = 0.

Sotto queste ipotesi esiste almenoc una soluzione?) y—
y(x), s =z(x) del sistema (3) la quale si appoggia alla retta
v, ed alla curva +v, ®).

Sia & un qualunque numero maggiore di @, Fissato lin-
tero n, si divida Vintervallo (&, &) in n parti uguali me-
diante i punti

g“%:g.

—z E—2
Zo xo"l“g " 0’ xo+2——n o, vee y xo—]—n

In corrispondenza ad ogni coppia (& n) si costruisca la
curva C
CE,n : Yy = yn(x), &= z,,(x), Zo _<_ z << & s

7) Soluzione del sistema (8) & ogni coppia di funzioni y(z), z(2)
assolutamente continue in un opportuno intervallo (@, ;) ed ivi sod-
disfacente quasi dappertutto le (3).

8) Il fatto che la curva vy, sia considerata solo per valori di
maggiori di #, si giustifica osservando che se y(2), 2(«¢) & una solu-
zione del problema potra aversi

y(@o) =Y (20) , 2(®0) =Z(@0)

solo se & Y (xo) = ¥o, ma in tal caso le condizioni sono quelle di Cauchy.
Pertanto ci potremo limitare a ricercare l'ascissa del punto di appog-
gio alla y, tra le x maggiori di @, (o, simmetricamente, tra quelle
minori di xg).
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definita ponendo

3 Yn(@) = X(§)

T,
T2 en(®) = Z()
per § — E— < gz <E e ponendo invece
w0 ot %
Ynl(®)= Y + 26 [ Padt + [ o1 ()t -+
: ¢
(T>) + / / Fo(t)pe, n(w)dudt
¢ ¢
0l B
onld) = () + [ o nldt
£
per
f—of o cr ST i o
_2E—x9’ }xosxsxo—l—é xo’

avendo posto, per abbreviare
Fu(t) = F(t, yau(t), 2u(t)),

e analogamente per oy (%), 92,a(t), P2,n(u).

Ognuna delle C¢, si appoggia alla curva v,; vedremo ora
che le (6) (o (6')) e (7) (o (7)) consentono per ogni n di de-
terminare & in modo che C¢, si appoggi anche alla retta w,,
e soddisfi quindi entrambe le condizioni del problema. Si ha
infatti da (T',)

®) yale) = Y& + ) | Faltidt + [ o1 (it +
£ £

E—m, )
0+ — t+ ——n

+ [ / ¥ (1) P2, w(W)dudt .
E g
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Valgano allora le (6) e prendiamo & eguale alla & che
appare in esse; tenuto conto delle (4), (4) e (5) avremo

@y &1—xo @t &1—iro 24 ér—”wo t+ &1—mo

Yn(20) < YE) + Z(E:) [ a(t)dt — [ rt)dt + / o) ( /'szmmu)dt —
J ‘

1 1 &1

= ¥E) + 26 | P / P [ ';a)( [ tszmdu)dt +
& £

& &
ot ‘@ xo+ é‘:—w" @ t+ )
+ {2 [ awar— [ rat + [acef [ st +
%o X9 & t

poun él;ﬂ’z'o 4 &—axo

+[Q(t)(/.sz(u?du)dt % <Yo—p —f—% {

essendo p un numero > 0 opportuno.

L’espressione contenuta nella 3; tende a zero con 1/n, .
quindi esiste un intero n,, dipendente solo da §&,, tale che per
ogni n > m, risulti

(9) Yn (mo) — Yo <90

ed alla stessa conclusione si giunge se invece della (6) sono
verificate le (6).

In modo analogo, usando le (7) (o le (7')), resta accertato
che se £ =&, per ogni n maggiore di un certo intero (che di-
pende solo da &, e che possiamo ancora indicare con n,) si ha

(9) Yn (20) — 4o > 0.

Sia allora n un intero fissato, maggiore di n,; la corri-
spondente differenza ¥, (2,) — ¥, ¢ una funzione di &, continua
(come appare dalla (8), per le ipotesi poste su Y, Z, F, ¢, 9,),
la quale in virtu delle (9), (9) assume valori di segno op-
posto negli estremi &, & di un certo intervallo; esistera per-
cid0 almeno un punto & di tale intervallo in cui detta diffe-
renza si annulla. Ad ogni n associamo il minimo di tali
punti & e indichiamolo con &,
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Al variare di n >mn, si ottiene una successione ,E”f
di numeri compresi tra & e &,, dalla quale possiamo estrarre
una sottosuccessione, che indichiamo ancora con 35,,}, con-
vergente verso un valore limite &*.

In corrispondenza a questa successione g&nz si ha una suc-
cessione §C,} di curve

C”: Yy = y"(x)7 g = zﬂ(x)y 0 S z S En y

che si appoggiano alla retta vy, ed alla curva 7,, come desi-
derato.

Le yu(x) sono funzioni equilimitate in virtu delle ipotesi
fatte sulle Y, Z, F, ¢,, ¢, e del fatto che &, varia entro un
intervallo limitato, tra & e &,; sono anche equicontinue poiché
detti #', #” due punti qualunque di (@, &,), con & < 2", si
ha dalla prima (T,)

P as g,‘%mo w4

|yn(@") — yu(@')| < max | Z(Ey) | [ o(t)dt + [ ryf)dt + B / q(t)dt,

- in:a'o puan in;mo paan En;wo

En—20 AN En—0

X

max (£, &)
(dove R = / s,(t)dt) e ciascun intervallo di integrazione ha
X9
ampiezza — o’ — #'.

Per il teorema di Grurio Ascor1®) dalla fyn(x)g possia-
mo estrarre una sottosuccessione uniformemente convergente
verso una funzione y = y* (x) definita in z, <z < &% ivi con-
tinua. Detta {yv(x)f tale successione convergente conside-
riamo la {z,,(x)} dalla quale & pure possibile, con lo stesso
ragionamento fatto ora, estrarre una sottosuccessione izp(x)f
uniformemente convergente verso una funzione z — z*(z), con-
tinua in o, <z < E*,

La curva

C*:  y=y*(w) , z=2%() , T <aox<E*

9) Cfr. L. ToxeLLI, Fondamenti di Calcolo delle Variazioni, vol. 1°,
(Bologna, 1921), pp. 78 e segg.
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si appoggia, ovviamente, alla retta v,, ed alla curva vy, ed
inoltre le sue coordinate y*(2), 2% (2) sono soluzione del siste-
ma (3), come & subito visto. Basta osservare per questo che si
puod scrivere per ogni @ che appartenga al pilt piccolo dei due
intervalli (z,, &,), (@, &*):

v+ — YEn — 26 | Pt — [ ope —
g £
w_’_ép—xo
— / [F*(t):pz*(u)dudt} < ] Y* () — yp(x)l + f Z(EP) [Fp(t)dt —
Ex Ex
E —X)
X w+ P.p. :Z}
_ Z(&*)/ F*(t)dt( + ! / o1 o0t — [ 920t l +
£* £+

- Ep—ary t Ep—ao

+ ‘ [ [ Fp(i)gpz, pw)dudt — 7 t[ F*(8)ey (u)dudt \ )
Ep Ep =

con evidente significato dei simboli F* (%), ¢,* (%), 9.*(u). Poi-
che il 2° membro di questa disuguaglianza tende a zero con
1/p (in virta del teorema di passaggio al limite sotto il segno
di integrale e della dipendenza continua di Z dall’argomento
e degli integrali scritti dall’estremo di integrazione), mentre
il 1° membro non dipende da p, si ha per ogni 2 detto
(e quindi per ogni @ di (w,, &%)):

x i

y* (@)= ¥(E*) 4 Z(E%) [ F*(t)dt+/ o <t)dt+/ [ P tys iydudt.
£* g+ &

Di qui, derivando rispetto ad #, si ha quasi dappertutto

in (2, &§%):

g @) = @] 26 + [ 0t 0]+ 00 @),
E*
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e poicheé, in modo del tutto analogo, si ha

x
(@) =2() + [ " (Dat,
. .
Passerto ¢ dimostrato.

9

3. — Esaminiamo in questo n. due casi particolari del
teorema.
a) Se &
F=0
il sistema diventa
Y =o.(2,9,2)

10 .
( ) < :%(%%z)

e dal teorema precedente segue il

Corollario 1. - Se ¢,(2,9,2), 9.(x,9,2), Y(x), Z(x) soddi-
sfano le ipotesi poste nell’enunciato del teorema, il sistema
(10) ammette almeno una soluzione che si appoggia alla retta
v, ed alla curva vy, purché esistano due numeri & e &, en-
trambi maggiori di x,, per i quali valgano le disuguaglianze

2
Y (&) — Yo < "—/rl(t)dt 5

&
Y (&) —y, > [rl(t)dt.

X0

Come si vede, in questo caso le (6), (7) (o (6'), (7)) ven-
gono notevolmente semplificate.

b) Se e
F=1, ¢,=0

e facciamo ¢, = g, il sistema (3) equivale all’equazione (2) e il
teorema del n. prec. da luogo al

Corollario 2. - Sia data Vequazione

(2) v =gz, y,y)
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dove g(w,9y,y') soddisfa in
S’: woS-a} 3] |y|<°o s ly,]<°o;

condizioni di CARATHEODORY (vale a dire ¢ una funzione con-
tinua rispetto ad (y,y’) per ogni x = ®»,, misurabile rispetto
ad x per ogni (y,y’) tale che vi siano due funzioni r(z), s(x)
sommabdili in ogni intervallo finito del semiasse ¥ = x, per cui
sia in S’
r(@) =gz y,y) = s).

Siano poi Y (®), Z(®) due funzioni assolutamente continue
del semiasse ® > @, ed esistano due numeri &, &, entrambi
maggiori di ®,, tali che valgano le disuguaglianze

2
¥E) — 2606 — o)+ | [ stwdudt <y,,
&

&

(1)

t

V() — 2E)E — o) + [ [ r(uydudt > yo

g2 &

Allora esiste almeno una soluzione y = y(x) della (2) (vale
a dire una funzione y(x) con derivata prima assolutamente
continua, soddisfacente la (2) quasi ovunque in un certo in-
tervallo) che esce dal punto P = (2, y,) e giunge sulla curva

I: y =Y (%)
con direzione Z(x) assegnata.

Oss. - Le disuguaglianze (11) in certi casi risultano assai
precise.

Ad es. se g=0, 2,=y,=0 ed & Y(z)=az®+1,
(@>0), Z(x) =Y (z), le (11) danno & >1/Vq, & <1/V,
ed & facile riscontrare che la retta per (0,0) tangente alla pa-
rabola y = Y (#) (e giacente nel 1° e 3¢ quadrante degli assi
coordinati) la tocca nel punto di aseissa 1/V a.

Oppure, sempre nel caso g=0, #,—=y, =0, se Y(z)=
=1/z, Z(®) =—1/Y' (#) =«* le (11) danno & >1, & <1
e la retta per (0,0) ortogonale all’iperbole y = Y(x) la in-
contra nel punto di ascissa 1.



