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PROBLEMI ANALITICI CONNESSI ALLA TEORIA DELLA
PIASTRA ELASTICA APPOGGIATA

Memoria (*) di Rosa Biaxca ANcora (a Roma).

E noto che il problema dell’ equilibrio di una piastra elastica
sottile, che nella sua posizione iniziale sia schematizzabile in un
dominio limitato piano D a lati vettilinei, appoggiata lungo il
suo bordo e sottoposta ad un carico assegnato di cui indichero
con §(P) la densitd nel punto P, si traduce nel seguente pro-
blema analitico:

Ajw=28 in D—FD
(4)
w=»08bw=0 su FFD

rappresentando w(P) 1I’abbassamento del punto P della piastra
sotto I’azione del carico.

Scopo del presente lavoro & una teoria completa, sia dal
punto di vista quantitativo, che da quello esistenziale, del pro-
blema al contorno (4) relativo ad un dominio regolare limitato
D, non necessariamente a lati rettilinei.

Se FD & costituita da una o pii curve chiuse dotate di
tangente e curvatura continue, come & noto, il teorema di esi-
stenza si ottiene col metodo di FreproLm dell’ equazioni integrali,
ricavandolo da quello pel problema di DiricaLkr per I equazione
di Laprack. Ma a tale procedimento sfugge il caso in cui FD
sia dotata di angoli e quindi, in particolare, il caso di una piastra
a lati rettilinei. Inoltre tale procedimento non si presta a fornire
il calcolo numerico della soluzione.

(*) Pervenuta in Redazione il 31 luglio 1950.
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Basandomi su procedimenti introdotti dal prof. Prcoxk nella
teoria nei problemi al contorno per equazioni lincari alle derivate
parziali, e successivamente sviluppati dai proff. Aurrio e FicHERra,
verrd a dare teoremi che consentono il calcolo della soluzione del
problema in discorso, in un dominio limitato qualsivoglia. Inoltre
ispirandomi a procedimenti gia seguiti dal prof. Ficuera dard un
metodo per la maggiorazione dell’ errore di approssimazione com-
messo impiegando uno dei detti metodi di calcolo, nonché il
teorema di esistenza, in un’opportuna classe funzionale, per un
dominio la cui frontiera presenti qualsivoglia tipo di singolarita.

Alla fine del lavoro (nn. 6 e 7) illustrerd numericamente i
risultati teorici stabiliti, considerando il caso di una piastra
quadrata.

I risultati numerici ottenuti in questo caso sono pienamente
soddisfacenti perche, oltre a confermare quelli gid in precedenza
ottenuti da altri autori, rivelano |’efficacia dei procedimenti di
integraziono approssimata sviluppati nella prima parte del lavoro,
dato che I'applicazione delle formule di maggiorazione dell’er-
rore dimostra che gia fin dalle prime approssimazioni questa &
di un ordine di grandezza da ritenersi trascurabile.

1. - Un teorema preliminare di completezza.

Dedicheremo questi due primi nn. allo studio di un pro-
blema al contorno per le funzioni bi-iperarmoniche, al quale si
riconduce il problema precedentemente enunciato.

Il problema, a cui ci riteriamo, & quello che consiste nel
ricercare una funzione bi-iperarmonica 2 in un dominio regolare
e limitato D, avendo prescritto sulla frontiera di D, F D, i va-
lori di u e di Asu. Si tratta cioé di costruire una funzione u,
la quale, dette f ¢ ¢ due assegnate tunzioni dell’arco s di FD,
verifichi le seguenti condizioni:

A u=0 in D—FD
w=f, Au=yg su FD .

Verremo a seconda dei casi a precisare la classe delle funzioni
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bi-iperarmoniche, nella quale si ricerca la soluzione del soprascritto
problema.
Sia infatti @, (P) una funzione tale che

A‘w°=a

ad esempio la funzione
w,=%fa (Q) PQ* log PQ d, T
D

Posto per ogni punto di FD:

se u & la soluzione del problema (1) con f e g, cosl definite,
la funzione

W=u+w°

8 la soluzione di quello enunciato nell’introduzione.

Ci occuperemo prima di alcuni procedimenti per il calcolo
della soluzione supposta gia esistente. A questo proposito stabili-
remo preliminarmente un teorema di completezza per un si-
stema di vettori a due componenti, definiti su FD. Premet-
tiamo che, per semplicitd, supporremo il dominio D semplice-
mente connesso. Indicheremo con jw,| una successione di poli-
nomi omogenei bi-iperarmonici, linearmente indipendenti, le cui
combinazioni lineari forniscono tutti i polinomi bi-iperarmonici.
Una successione siffatta pud ottenersi prendendo per ciascun va-
lore intero # =0, i seguenti polinomi :

R +iy), I(x+iy’, R(*+y') (@ Fiynt, I(2* +y') (e-iy).

Dimostriamo il seguente teorema:
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I. - Il sistema di vetlori {mk, A, 0| ¢ hilbertianamente
completo su FD.

La dimostrazione del teorema consiste nel far vedere che,
se ¢, (P) e @, (P) sono due funzioni quasi continue su FD ed
ivi di quadrato sommabile, verificanti, qualunque sia k, le equa-
zioni:

(@) [ 1 (P) o (P)ds + [ 9 (P) &y 00 (P)ds = 0
FD FD

avviene che ¢, (P) e p; (P) sono quasi ovunque nulle su FD.

Cominciamo intanto col far vedere che il verificarsi delle
infinite equazioni (2) equivale alla seguente equazione, la quale
sussiste per ogni punto M esterno al dominio D :

(2" fgo, (P) PM*log PMd, s + fcp, (P) log PMds,=0 .
FD FD

Infatti, assunto un sistema di coordinate polari con polo nel
punto O, interno a D, e dette p e &, le coordinate polari di Af

e po, ¥, quelle di P e posto PM = r, si ha:

log PM = log r = log Vp* + p} — 2 ppocos (& — &) =

= —;—log (1—%’-6‘(3-"0’) +;—log(l — -Epie“ ‘(“—30)) + logp .

Si ottiene allora, per p,<[p, il seguente sviluppo che, fis-
sato P, riesce uniformemente convergente al variare di M al-
I’esterno del cerchio di centro O e raggio p,, e viceversa, fissato
M , riesce uniformemente convergente al variare di P’ nell’ interno
del cerchio di centro O e raggio p:
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"I
logr —-Iogp—z ( eM@ =) 4 p—im@— &.,))

= 2m [
®) ]
= lo, 1 ey
= gp——zm —cosm (& — By) .
Mei p

Se C & una curva regolare sulla quale & definita la funzione
p (P), consideriamo il potenziale logaritmico :

VD = [w(P g rdes,

[

nell’ipotesi che la p(P) riesca su C funzione sommabile del-
I’arco s.

Detto I' un cerchio con centro in 0, a cui C sia interno,
& subito visto, moltiplicando i due membri della (3) per p(P’) e
integrando poi su C, che, all’esterno di C, vale lo sviluppo
uniformemente convergente al variare di M :

o, cos m ¥ 4 a,, sen m 9
m
p

V(M) =oaylogp — Z

m=1

con
ao-—-fu(P)ds,
c
o, = 1 P) o md,d
L= [w®)er cosmdyds |
C

[p. (P) ps’ sen m %, ds .

m

Dallo sviluppo (3) di log r, tenendo presente che
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i(9-9, oI 39

r*=p*-}- p} - 2 ppocos (3 — &) = p*-+pt — pp, P F—pp,

se ne deduce il seguente di »* log», valevole per p,<p:

r*logr = p*log p + pylogp — 2 pp, log p cos (§ — &) + pt —

1 .
— ppocos (¥ — ) +'2—930032(8‘—"}o)—

et n

— 1 po
. : —_— —
Po 2—‘ m(m + 1) p™ cosm($—) +

m=1

1 po
4 2 —_— —
+p E s (o 1) o cosm (% — 3 .

Ragionando come per i potenziali armonici precedentemente
considerati, vediamo che il potenziale bi-iperarmonico :

W (M) =fp.(P) rlogrds

ha all’esterno di I' il seguente sviluppo in serie uniformemente
convergente al variare di M:

W (M) =1+t logp + 1. 0" logp +p logp (N cos & + )" sen d) +

+p(wcosd | pn send) 4 bycos 2 + by sen 2 4 —

-]

ia; cos m ¥ + a,, senm 1‘}+ Z b, cos m ¥ - b, sen m ¥
- m

pm—)

con
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7o=7.=[u(P)r>3ds ,1z=/u(1’)ds,
¢ ¢

A=2p/=- 2 [p(P) PoCOS Bods, N'=2p" = — 2 /p.(P)p,,sem‘)0 ds,

o [

by =—;—/p.(l’) ps cos 2 8y ds , by =-é—-fp.(P)p3sen2&,,ds
c [+

ed espressioni analoghe, facilmente ottenibili, hanno le altre co-

144

stanti a;, , a,;, b, , b, che compaiono al secondo membro :

, 1

= - m4e
i m(m+1)/P‘(P)Pu cos m & ds

c

" 1

s it
@m m(m + 1)[(’* (P) po™t* sen m 9 ds
[+

r 1 m
bm—mjp(P)po cosm & ds

"o 1 m
b = mz—:_—l)fp. (P) p sen m ¥ ds

a

e considerazioni svolte permettono di affermare I’ equivalenza
delle (2) con la (2°).

Applicando I’ operatore A, alla funzione di M che compare
al primo membro della (2'), si deduce che la funzione di M:

(4) f ¢1 (P) log PMds

o identicamente nulla all’esterno del dominio D .
Tale funzione inoltre & continua in ogni punto M, del piano -



106

la cosa & evidente se M, non sta su FD, laddove dimostreremo
tale proprieta per I'ipotesi che 1, sia un punto di ¥D. Infatti,
ove si tenga conto che ¢, (P) ¢ una funzione hilbertiana, appli-
cando la disuguaglianza di Scawarz:

]<p, (P) log PM d, s ——/(p, (P) logP_Mod,,slg
D FD

<
=(/

da cui si deduce I’asserita continuita nel punto M,. Ne viene
che la funzione (4) & continua sul dominio D, armonica
nell’interno, laddove & nulla su FD, onde il potenziale di sem-
‘plice strato (4) & identicamente nullo in tutto il piano, cid che
implica ¢, (P) quasi ovunque nulla. La (2') allora diventa:

log PM — log PM, |dps <<

& (P) |

2 % _ — %
9, (P) ‘ dps) zf(log PM — log PM,,)’d,,sl
FD

/tp, (P)log PMd,s=0 .
FD

Ripetendo per la ¢, (P) il ragionamento testé fatto, si deduce

che la ¢, (P) & quasi ovunque nulla. Il teorema & cosi comple-
tamente dimostrato.

2. - Primo metodo di calcolo.

Supponiamo che il problema (1) ammetta una soluzione
continua in D assieme alle sue derivate parziali terze.

Posto v = A« e detta G (P, @) la funzione di Greex re-
lativa al problema di Diricarer, per I’ operatore di Larrace con-
siderato nel dominio D, si ha per ogni punto 2 interno a D:
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v (B =55 [9(@ S0P, Qs

FD

Posto

r,(P,Q) =

si deduce facilmente, per ogni punto interno a D,

o we=[(r@ Y1 @Y d,s

FD

Tale formula ci consente di dimostrare il teorema:

II. - Fissato comunque 1’intero positivo m, é possibile
determinare m -+ 1 costanti

12 S N L )
in guisa tale che, posto
QM = M wy + Mo, + ... + Moy,

le successiont [Q™| e | A, Q™| convergono rispettivamente in
media su FD verso f e g, laddove, indicato con L una qual-
stvoglia operaxione di derivaxione parxiale di ordine n, con
n=0, la successione |LQ"|" converge uniformemente verso
Lu in ogni insieme chiuso C, interno aD .

Ta virta del teorema I. consegue la possibilita di costruire
le costanti ¢ di cui all’enunciato del teorema. Esse si otterranno
rendendo minimo il polinomio quadratico nelle ¢{™

3
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m L ~ m 2
(6) f [f — e ‘*"‘] oy [f’ =2, A ""] -
o =) FD i=0

A tale scopo occorre risolvere il seguente sistema di m + 1
equazioni in m + 1 incognite :

=0 im0 b

(7 Z c}""fw, o, ds + Z c(‘mp[A,m,. A, ds =ffo>k ds + |gBs0,ds
FD FD FD

Detto C un arbitrario insieme chiuso interno a D, diciamo
A (C) un numero non superato, al variare di P in C', da nes-
suna delle due funzioni :

([, [[2 0
dng dng

FD FD

In virtu della (5) si ha

| Lupi-zame)[ = |[[n@-2v @) 1, B +

+F-,[ 9@~ s0m@)] £, Y as]

Supposto P in C ed applicando la disuguaglianza di ScHWARz,
si ha:

{ Lu(P) —LQ™(P) Et =2A (C)fz(f—ﬁ("")’ 4+ (9 — 8, Q™) d,s

FD

da cui segue la dimostrazione del teorema.



3. - Secondo procedimento di integrazione e calcolo delle
funzioni incognite lungo il contorno.

Richiamiamo alcuni risultati appartenenti alla teoria del
potenziale di semplice e doppio strato logaritmico (').

Sia C una curva dotata in ogni suo punto A di tangente
variabile con continuita al variare del punto e tale che la cur-
vatura in M sia funzione continua di questo punto.

Si hanno i teoremi:

III. - Se la funxione &(Q) é sommabile su C, rimane de-
terminato wun wnsieme N di punti di C di misura lineare nulla,
tale che, se M é in C — N, la funxione di Q:

1
MQ

3 (Q) log

é sommabile s C, essendo inoltre (per M C C — N)

: 1 : 1
l‘ —_ S = _— .
. Lim ”m/ 3 (@) log Fs-dus / Q) log 5 das
ag

C

IV. — Se 3(Q) é sommabile si C, rimane su essa deter-

minato un insieme N di wmisura lineare nulla, tale che, per
MCC—N, la funxione di Q:

0 1
3(Q)m10. 0

¢ sommabile su C | risultando inoltre (per MC C—N):

(') Per la dimostrazione di tali teoremi cfr. G. Ficuera : Teoremi di
completexxa sulla frontiera di un dominio per taluni sistemi di funxions.
[Annali di matematica s. IV - t. XXVII (1948), e Teoremi di completerza
connessi all’ integraxione deli’eq. Mg = [, s. IV, v, T7 (1947)].
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lim 3(Q lo —d,s =
P-—-H(sun:"',) / ( ) PG PQ ¢

9 1
=—nd(M)+ [8 (Q)Gnulo‘qM—:Q-d"s ,

lim /6 (Q)a—;—log PQ dos =

P— M(su nM)

s .

5 (M) +fa<9) - log }Q

V. - Se n(Q) ¢ sommabile su C, rimane su essa deter-
minato un insieme N di misura lineave nulla, tale che, per

MCC — N, la funxione di Q

1
(@) 57— lyMQ

¢ sommabile su C, risultando inoltre (per M C C — N)

| u O gty s =
lzm+ p,(Q)aanog padas_

P— M(su nu)c

. 5 1
= p (M) +/P(Q)a—,;;loy‘j—;—5das ,
g 4

. 1
tim  [1(@ g5 g es

P — M (suny) P

.0 1
l =—np(M)+fp(Q)mlogmdQs .
c
VI - Se p(Q) ¢ sommabile su C, rimane su di essa
determinato un insieme N di misura lineare nulla, tale che,
assunto M in C — N, la differenxa tra le derivate del poten-
xtale di doppio strato:
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/ Q)‘9 log-FOd.s

secondo la normale ny, a C in M, colcolate in due punti di
Ny, stmmetrici rispetto a M, tende a xero quando 7 punti
tendono a M.

Notiamo il seguente corollario ai teoremi precedenti :

VIL. — Indicati con V(P) e W (P) i potensiali di semplice
e doppio strato, considerali nei leoremi precedenti, supposto P
wn punto swlla normale positiva a C in M e P 2l suo sim-
metrico rispetto a M, si ha quasi ovunque su C:

av P

lim lim =—2x8 (M),
P— M (su njl') Ny P — M (suny;) 0 ny

lim w(P)— lim W(P)= —2zpn(M).
P — M (sun}) Pr -+ M{suny)

VILL. - Se & (Q) e p. () sono funxionz sommabili su C, @
potenxiali bi-iperarmonict di semplice e doppio strato

— = 1
f&(Q)PQ : log_P—?dus , fP(Q) (PQ 09 [)Q)

sono funxioni continue del punto P in tutto lo spazio.

Consideriamo la classe | «| delle funzioni dotate in D — FD
di derivate parziali fino al quarto ordine, che soddisfano, in
ogni punto di D — FD, I'equazione d,u = f (essendo f'(P)
una tunzione holderiana nel dominio D) e verificano le seguenti
proprieta :

a) detta n, la normale a FD in M, di cui supporremo

o

¢ x
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sempre positivo il verso che va dall’esterno all’interno di D e,
assunto su essa il punto P interno a D, esistono per quasi tutti
i punti M di FD i limiti:

(8)

lim w(P) =pn, (M)
P-— M (su n:";)

lim Asu(P) =y (M)

P— M(sun,y)
(
lim u(P) = 8, (M)
P— M(sund) O uy
lim P

on
P M (su n:.f,’) o

B) le funzioni p, (M), pe (M), & (M), &,(IM) sono som-
mabili su FD e, comunque si assume il punto P interno a D,

si ha:

mentre

ang

aA,(FQ*tog })
8xu(P) =f[m Q) LT

FD

— 0@, (P2 o9 55 )+ 1 Q)5 (PR o0 75 ) -

n

— —, 1
—8(0Q) PQ'loy-Pé—a das—] f(Q)reQ lOyP———Q'da T

per ogni punto P esterno a D, si ha:
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A2 l — 1
— 8 (@) PQ loyP:Q dys— /f(Q) PO logﬁda T.

5
Dai teoremi II1, IV, V, VI, VII, VIII segue il:

IX. = Se v, (@), 8, (Q), (@), 3, (Q) sono funzioni som-
mabili su FD, verificanti le (10), la funzione w (P) definita
dalla (9) appartiene a |u| (2).

Indicata infatti con G (2) I’ espressione a secondo membro
della (9) e detto P’ il simmetrico di P rispetto a M sulla nor-
male 7, , supposto P interno a D, e P’ esterno a D, si ha:

8nru(P)=G(P)— G(P)
e applicando ai due membri dell’ uguaglianza successivamente gli
operatori

9 a4,

1
)
0y’

e passando ogni volta al limite per P— M, seguono le (8),
cio¢ la dimostrazione dell’appartenenza di « (P) alla }u!.

L’equazione (10) equivale al seguente sistema di infinite
equazioni:

(2) Cfr. L. Amerio : Sull’ integrazione dell’ equarione Agx u = f. [Annali
di Matematica, s. IV, t. XXIV - 1944 - 4i)].

8
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[0

dA, @ d .
(“)f(!"x dzn"—alAzwk—}-pz—(z—?—:——%(ok)ds—]fwhdI:O.
Fp D

Proponiamoci di calcolare la soluzione del problema al
contorno :

Ayu=f in D— FD
w=p, Au=yp, su FD

apparienente alla classe |u|, essendo f, ., ., fanzioni note.
Per ogni k la costante

b,‘_—_[(‘ ‘“2"’*_1_ " dw‘)ds—[fwde
D

dn
FD

risulta nota.
Possiamo cosi scrivere il sistema (11)

(12) /(a,A,anazmk)ds:bk.

FD

E questo un sistema si Fiscuer-Rirsz, nel vettore incognito
di componenti (3,, 8,). Poichd il sistema di vettori (0,, A;w,)
é completo su F'D, posto

”
S = Z dM o, , 3™ = Z ¢ Ay o,

h=0 h=0

e sostituendo in (12) e determinate le ¢{» in modo da verificare
il sistema

Zc‘:'[Agwh By, + , ) ds = b,

h=0
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le due successioni 3 3% convergono in media verso &, e
Oy .

Una volta calcolate 8, e 9, la soluzione del problema nei
punti interni a D & fornita dalla (9).

4. - Maggiorazione dell’errore di approssimazione (°).

Vogliamo ora indicare un procedimento mediante il quale si
rende possibile maggiorare I’errore di approssimazione che si
commette applicando il primo procedimento di calcolo.

A tal uopo consideriamo nella classe I' delle funzioni bi-iperar-
moniche « nel dominio D, rappresentabili mediante la formula
(5), il seguente funzionale :

wtdl

(14) I(u)=——-= .
/[1¢’+(A,1¢)’§ds

Dimostreremo che tale funzionale & dotato di estremo su-
periore finito nella suddetta classe.
Facciamo le posizioni seguenti:

dAgF (p, Q)

dn, = H(P,0)
ar(r,Q) _
= H(P,Q)

U =1 (Q)

Asu=1(7) .

(3) Cfr. G. Frcuera — Sulla maggiorazione dell’ errore di approssima-
xtone net procedimenti di integraxtone numerica delle cquaxioni della fisica
matematica. — Rend. dell’ Acc. Nazionale di Scienze e Lettere di Napoli —
Serie 4% — Vol. XVII - 1950.
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Abbiamo :

Ju? AT = [d,, T/;u,(o) H, (P, Q) + 15 (Q) Hy (P,Q){ das X
1 )

D

x]{ v, (M) Hy (P,M) + v, (M) Hy (P, M) |duys,

FD

da cui tenendo presente che sussistono le maggiorazioni (avendo
indicato con A una costante) :

||, (P Q)l<___i
l 1 ) PQ

%Hz (P, Q) ‘i<A POlog PO,

si deduce

1,2
(15) fuszz—- [ A (Q,M) v, (Q) v, (M)dysdys
Yo ¥o

D

avendo posto :
A (@ 3) = | 1,(P,Q) Hy (P.2D) i T
D

Ay, (0, M) =fHl (P,Q) Hy (P,M)d, T

D

A (0,20 = [ 1, (P,Q) (P30 0T

D

A (Q.30) = [ Hy (PLQ) Hy (PM) 4 T
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e la (14) sara:

I(u) =T (v),0,) =
1,2 .
Z/]A.;(QM)MQ) 0y (M) dgs dog s
ij
(14’) — FD FD 5
/(Zv: <@))d0s
i=1

FD

Poichd la matrice nucleare

|14y (Q,M) ||

& simmetrica e definita positiva, per un noto teorema (%), il fun-
zionale I(u) avra estremo superiore finito nella classe I'; indicato
con K tale estremo superiore, resta cosi dimostrata la seguente

formula di maggiorazione globale :

./‘uszs Ki[[n2 + (A, u))ds;.

FD

Da essa dedurremo una formula di maggiorazione puntuale.
Detto P un punto interno al dominio D e 5(P) la distanza di P
dalla frontiera di D e indicato con p,d un sistema di coordinate

8 (P!
polari di polo P, sussiste, per p <C '(/2_, il seguente teorema di

media dovuto al prof. Picoxk (5):

ukP): l—fu (e, 8)d&—2%/1¢ (V2,9 d¢,

(%) Cfr. M. Picone: Appunti di Analist Superiore — pag. 647.

(5) M. Picone: Sulla conrvergenra delle successioni di funzioni iper-
armoniche. — [Bulletin Mathématique de la Société Roumaine des Sciences. --
t. XXXVIII (2)-(1936)].
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da cui moltiplicando ambo i membri per p? e integrando tra O e R,

(R
(j) , si deduce:
V2

&

essendo I <<

(16" %".u (P)':‘,lr‘f“ (Q) da T—ﬁ/.u ©)do T

Cr VZ~

avendo indicato con Cp e O,y rispettivamente i due domini
circolari di centro P e raggi R e RY2.
Dalla (16) si deduce

(0P| = g [ 0@ T 4 g [ 1n(@) 4 T =

Ox Cr Ve

9 5 1 sz%
<52 le@in = ( fle@irar)'s

Cp ys Cr vy
5 1 %
_— ‘2dT
SV2RV¢([|ZC' )
D

e quindi la seguente formula di maggiorazione puntuale valevole
per ogni punto P interno a D.

K% %
(16) [u(P)|<5W(Fffu'~’+m,u)?-}ds> .

Per il calcolo della costante K si pud procedere al modo
seguente. Considerato il solito sistema %‘”ht di polinomi biperar-
monici, indichiamo con K, il massimo della seguente funzione
delle m + 1 variabili ¢y, ¢,,... ¢,

I[egwg +e,0, + ...+ €p0,]

tale massimo si calcola elementarmente.
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Dico che

(17) lim K, = K.

m-—» ®

Per dimostrare la (17) occorre portare un complemento al
teorema 1I e ciod far vedere che la successione ™, di cui
all’enunciato del detto teorema, converge in media nel dominio D
verso la funzione bi-iperarmonica ¢« , soluzione del problema (1).
Infatti dalla (15) si deduce

1,2
f [w— Q]2 dT =Y [ f A4, (0, M) W (Q) W (M) dys dy s,
D ijF'D FD

avendo posto
W =u—Qm

W =0,u— 8, 2™;
da cui si deduce I’ asserto, dato che

lim [[ Wm2ds = li;nJ[ Wlds =0.
D )

m—®
FD

Cid posto, dato s >0, sia , una funzione di I', tale che

Ifu,]>K—s

e detta Q" la successione di cui al teorema II, relativa alla 1,

sara, per quanto ora si & visto,

lmI[Q] = I[u,].

Pertanto detto 2, un indice tale che

1[9,,,5]> K —~e,
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sara altresi

K”13>K—‘5

cid che dimostra la (17), essendo la successione K, non
decrescente,

E da presumere che la maggiorazione puntuale fornita
dalla (16) sia molto larga. Essa - qualora cid si rendesse
necessario — pud essere migliorata, sfruttando le seguenti consi-
derazioni. Detto P, il punto interno a D, nel quale occorre
nrigliorare la maggiorazione, si consideri il funzionale:

| u (P) |2
[’ u? -+ (A, w)2lds

FD

I {u]l=

Tale funzionale & certamente limitato al variare di # in T
e detto E (Pg) il suo estremo superiore, sara

25 K

B =tmm)r

Il calcolo di E(P,) si consegue con un procedimento ana-
logo a quello di K. Si vede subito che, supposta - cosa lecita —
I’ origine delle coordinate in P, si ha

A
(18) E(Py) = lim 25,

avendo indicato con Al e A'™ rispettivamente il complemento
algebrico dell’elemento di indici (0,0) e il determinante della
matrice

i,[((’)hmh‘l" Az(!)p‘Az(l)A)ds
I,
F»

(h k= 0,1,...,m).
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5. - Dimostrazione del teorema di esistenza.

Dimostreremo adesso il teorema di esistenza per il proble-
ma (1) di pag. 100 senza far ricorso alla teoria delle funzioni inte-
grali ed ammettendo che il contorno possa avere qualsiasi tipo
di singolarita.

Tale teorema sara dimostrato nella classe delle funzioni
bi-iperarmoniche in D - F D, aventi le derivate prime, il Lapla-
ciano e le derivate prime del Laplaciano di quadrato sommabile
nel dominio D, e per le quali, fissato quasi ovunque M su F D,
esistono i due limiti:

lim w (P) lim A, u (P).
P —> M (su n;'}) P-—)M(sun;f,)

Per dimostrare tale teorema faremo |’ipotesi che le fun-
zioni [ e ¢g siano le tracce su ¥ D di due funzioni continue
definite in tutto D, derivabili in ogni punto interno a D ed
aventi le derivate prime di quadrato sommabile in D . Tali
funzioni definite in tutto D seguiteremo a chiamare con le let-
tere fe g.

Cominciamo col porre

v=2_08,u

con che si vede che la funzione v deve essere soluzione del pro-
blema di Dmcnrer per I’equazione Ay« = 0, con assegnati sul
contorno, per la funzione v, i valori della g .

Per la risoluzione dell’anzidetto problema di Dmucarer
occorre conseguire un lemma, alla dimostrazione del quale pre-
mettiamo alcane definizioni e notazioni.

Sia C una curva regolare, indicheremo con CF la curva
parallela a C ed avente da C distanza p, che si trova dalla
parte della normale positiva e con Cy quella che si trova dalla
parte opposta. Se If ¢ un insieme di C, con E} e K7 indi-
cheremo i corrispondenti insiemi su C} e su Cp. Diremo,
infine, s () la misura lineare (nel senso di Lrseseve) di F

e s (EF) quella di E3.



Lemma (8). Sia D un dominio del piano la cui frontiera
possa decomporsi in un nwumero finito di archi di curva di
classe 2 e sia N (Q) unn funzione verificante in ogni dominio
completamente interno a D una condizione di Holder e di
quadrato sommabile in D. Per quast tutti @ puntt M di FD
riescono sommabili in D le funxioni di Q:

0 1 ) 1
e st ha:
0) _ Lm Q) ~——z 5 a7 = [M(Q) 3 tog s deT
( P>M(sunT) A )5 09 —do T= [ X( )6 09 == JITQ a
D
P—)M(snn (Q) a Og P = (Q) OJ ]’TQ il

"Poiché si ha:

|x<Q> loyﬂaléik((?), L

'X(Q)Lloy

s wa| =@ 7

1
e, dato che f M:()d‘”s ¢ hilbertiana su D, segue la sommabilita

FD
su D, per quasi tutti gli M di FD, delle funzioni (19).

Sia C un arco di curva regolare, facente parte della fron-
tiera di D e tale che, si possa determinare p, >0, in modo
che, per 0 < p <<p,. I'insieme descritto da C'§ appartenga a D.

(8) Cfr. G. Ficuera: Sull’ essstenxa e sul calcolo delle soluxiont dei
problem? al contorno, relativi all’ equilibrio di un corpo elastico. [Annali
della Scuola Norm. Sup. di Pisa, s. III, v. IV (1950)].
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Si noti che tutti i punti di FD, in cui & determinata la nor-
male, sono interni ad un tale arco di curva regolare. Sia inoltre L
una costante positiva per la quale si abbia, al variare di p nel-
Iintervallo chiuso (0,p ),

Una tale costante esiste certamente dato che &

bst | p d Ll ir<
f[m Q —f 39 usf]P—QUQQ

+
D Cp P

SBf[loq—d sd,,

o;,*o"'

essendo B una costante positiva e dato che 1’ultimo integrale
scritto & limitato al variare di p.

Proveremo che, comunque si assuma su C !’insieme misu-
rabile I/, si ha uniformemente rispetto a I,

lwn jdps f)\(Q) log——d T =
Ty

~ a l
—_—_/dms/)\(Q)-éTlogﬁ-dQ T

E D

(t=1,2).
Dato ¢ >0, sia 7', un dominio interno a D tale che

l €
Jr@irar<gr.

DIt
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Esiste un conveniente p, (che supponiamo < p,), tale che
per p<p., si ha, qualunque sia E in C

l(Q)a ‘log—-d o T— jﬂ, [)\(Q)—log__. do T

dp s§

<

ol ®

Abbiamo allora, qualunque sia E in C per p < pe

[d spf g log_d T—f Msf log o T

Q

=

dp s§ )\(Q —-log d T—fdMngQ zloy———da ‘—}-

MO

1
fPSpflk(Q | aT+fdMsf|x(Q)|%dQ T<
D—Te c D—Tg

s;—ﬂ/ﬂx(o)lzw-ﬂf——d sp] a0 T +

D-Te

D o}

o Jrorar g r <e.
D-T D ¢C

Cid prova il nostro asserto. Ne segue che la funzione del
punto P di CF

[uQ)a logmd T
b
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converge in misura, quando p — 0, alla funzione del punto M
di C

3 .
/)\(Q)ta—xilogmtlQT.
D

Per un noto teorema sulla convergenza in misura, fissato
quasi ovanque M in C esiste una successione di punti { 2™/
su nd; tale che (7)

lim P™ = )M

n —> oo

e per la quale

~

. 0 1 , d 1
(21) ,.liﬁ’wfl (Q 5, 9y T :/)\(Q)ﬁlogmdu 7.
D D

Siano &, = 7, (1), &, = 9, (¢) le equazioni parametriche
della C e A, il suo dominio base.

Consideriamo, per 0 =<p < p,, il sistema di coordinate
curvilinee a curve parallele dato dalla trasformazione

¥y = ¢ (1) + p 7y (u)
(22)

Y2 = Po (1) - p 1, (u)

essendo 7, e n, i coseni direttori della normale positiva a C
in A di coordinate (p,, ¢,). Detto F (i, p) lo Jacobiano di tale
trasformazione, sia p, abbastanza piccolo da riuscire

(23) T(u,p) >m>0.

(7) Cfr. G. Ficurra : Intorno ai passaggio al limite sotto il seqno di
infegrale. [Portugaliao Mathematica vol. 4 (1943) pag. 17, tav. XVI].
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Diciamo S la superficie descritta da C§ al variare di p nel-
Iintervallo chiuso (0, p,) e, posto

* 1
H (yy o) = ] M@ oy g T,
D

consideriamo in S — F'S la funzione

o2 H 02 H

3y, 0y, + oy (M) ER

g-\P) =gi(1‘17 P)=nl (M) ayz

(i=1,92).

Poiché le derivate di H sono sommabili in S (8), tale
risulta ¢;(P) e si ha:

2o
[gf(P)dT=/d9fy.-[%+pm, P2 tpn] Jdu.
§ 0 4y

Per la (23) ne segue che, per quasi tutti gli M di C, &
sommabile nell’ intervallo (0, py) la funzione g, (M,p).

Pertanto la funzione di p

Po
/mM,r) dt

0

& convergente per p — 0, ma tale funzione altro non &, a meno
di una costante addittiva, che '

oH o 1 P 1

o4 _ v 2 log —— = oy -2 i

- f)\(Q)ay‘logPQ dy T f)\\Q)ax‘ log o 1
D D

considerata per P su nj .

(8) Cfr. I. O. Frieoricus : A4 theorem of ILichtenstein. [Duke Mathe-
matical Journal, vol. 14, n. 1 (1947)].



In virti della (21) segue la (20) relativa a n.

Allo stesso modo si dimostra quella relativa a 723 .

Come corollario del lemma dimostrato, discende il seguente
teorema di inversione, di tipo analogo a quello gia dimostrato (?):

X. - Se 9(Q) é nna funxione armonica in D—FD,
tale che grad o abbia modulo di quadrato sommabile in D,
se p(RQ) ¢ nuna funiione sommabile su F'D, e se per ogni I
esterno @ D é verificata la sequente equazione :

@) (0@ L, [ty @ x gra o PO, 7 = o

Fp

la funsione armonica n (P) definita nel modo segquente

_ L dlog PQ
u(P)_Zn/%L(Q)WdQS_*—

FD
(25)

+ )iﬂ / (grad p (0) X grad log PQ) d, T

verifica la sequente condixzione al contornv

lim u(P)=pn{M)

P—>M(su nj;)

(26)

in quast tutty ¢ punti di FD .
Infatti, detti P e P due punti sulla normale », simme-
trici rispetto a M, dalle (24) e (25) otteniamo :

(D) = _l_j w(Q) (rl log PQ  plog P Q) dos i

2x dn, dny,
FD

1 — —
+ 2T/§gmd<p((‘))><gmd (log PQ —log ') d, T .
d
L

(") Cfr. teorema IX.

,
.
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Facendo tendere P (e quindi P’) ad M, in virti del teo-
rema V e del lemma si trova la (26).

La dimostrazione dell’esistenza di una funzione armonica,
la quale su FD assume i valori n(Q), & cosl ricondotta alla
risoluzione dell’ equazione integrale (24) nell’ incognita grad ¢ (Q).

A tale scopo osserviamo che, con un ragionamento analogo
a quello seguito nella dimostrazione del teorema I, si constata
che la {24) equivale al seguente sistema di infinite equazioni
integrali di Fiscuer-Riesz:

(27) f (Q ds=——/qrad',c><qmd¢)dT

i=1,...,n)

avendo indicato con ¢, un sistema completo di polinomi ar-
monici.

Supponiamo altresi — ¢id che & ben lecito — che il sistema
di vettori |grad ;| sia ortonormale in D .

Sia H una funzione tale che | grad H [ sia sommabile e che
su FD coincida con .. Si ha, detta )7,] una successione di domini
regolari che invade D:

¢, = lim [H ¢‘(ls = — Ilm j (grad H X grad $)dT =

h—)uo

= — ((gradHXgradnp,.)dT .
.Il)

L]
Segue da cid che la serie Zc’f € convergente.
=1
Ne viene che la serie
-]
- Z (e grad §,)

jeml
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converge in media nel dominio D, e siccome le componenti dei
suoi termini sono funzioni armoniche, essa converge uniforme-
mente in ogni dominio interno a D verso il gradiente di una
funzione armonica ¢ . Poiché si ha:

¢, = _f(grmlcp Xgrad¢)dT

D

si deduce che riescono verificate le (27).
In virth del teorema precedente si ottiene la soluzione del
problema di DiricHLeT posto.

Possiamo pertanto considerare la funzione armonica v, la
quale sul countorno coincide con la g e quindi la dimostrazione
del nostro teorema di esistenza si riconduce a quello della riso-
luzione del seguente problema al contorno:

Au=rv in D—FD,
u=1rf, su I'D .

Pouiamo
'&’O(P)= 27/”(1)/' : loyi)_‘éd“T
u(P)=w(P)+ w,(P)

e le posizioni fatte riconducono la dimostrazione di esistenza

della w a quella della funzione w, soluzione del seguente pro-
blema armonico

Ay =0 in D—FD
W=[f—10, su FD .
Per afformare 1 esistenza della soluzione di questo problema

bastera dimostrare che la fanzione w,(P) ha derivate prime di

9
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quadrato sommabile in D. In virta di un ben noto teorema di
Licarenstein, tale circostanza certo si verifica se ¢ (Q) & di qua-
drato sommabile in D (19).

D’altra parte, in virtit di quanto sopra dimostrato, si ha

v(P)= (Q)‘“"g PQdQ s+ 5= [qmdcp Q)X gradlog PQ)dT

Fh

essendo il vettore grade¢ di norma sommabile in D.
Per dimostrare la’ sommabilita di [ (Q)], posto

W(Q) = [grade|,

bastera far veders che i due seguenti integrali

1 log PQ 2 1
f () 4109 £Q ;Z Q Q‘]d,,T, [U\Ir(Q)—ﬁ;dQT d, T

hanno valore finito. Ma cid si verifica certamente, avendosi :

dlog PQ , |*
fog(Q)—(l—;la—(lQS} de:

"‘fdPTf dlquQd ] (M)dlogMQ dy s —
FD

g

1 .
= A (Q g(M)yd,sd, —d, T<<
]fg Yg(M)d,sc S/IQP d,

D

FD FD

M

<AB| |9(Qg(

Fo FD

(10) Cfr. H. O. Fuirpricus : A theorem of Lichtenstein. [Duke Mathe-
matical Journal, vol. 14, n. 1 (1947].
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g 1 12
y —_ T (/,. T<
fljeofge

D n

. 1 . 1
g/d,, wa (@55 d, wa (M) g7 duT'<<
D D D

4

B
B V(QW(M)log—d,Td,T .
/‘]()()S’PMQ M
Db

6. - Caso di una piastra quadrata: Calcolo secondo il primo
metodo.

Sia D il quadrato di centro I’origine degli assi e semilato 1 .

Consideriamo il seguente problema al contorno:

w=A71=0 su FD
A‘w«=l il] D_FD

Sia @, una nota funzione la quale in D — FD verifica
A4 Wy = 1 )
precisamente noi assumeremo la funzione :

W, =—;— cy—t—y 41| .

Poniamo
U =W — wO .

Vediamo in tal modo che la nuova funzione incognita ve-
rifica le seguenti condizioni :
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U= “_‘wo
su FD
A,u =_A2ﬂ‘0
Au=0 in D— FD

Il metodo, conformemente a quanto si & detto nel paragrafo
2, consiste nell’approssimare in media su FD i valori noti di «
¢ Ay, per mezzo dei polinomi bi iperarmonici, il che & possibile
in virtd di un teorema di completezza dimostrato in precedenza,
e nell’assumere i vari polinomi approssimanti della « e le deri-
vate di tali polinomi come approssimazioni delle derivate della u«
nell’interno del dominio D . Abbiamo in tal modo dimostrato
che si ha la convergenza uniforme nell’interno di D.

Considerando i polinomi bi-iperarmonici di grado non supe-
riore a 6, si oftiene la seguente approssimazione per la u:

u=~—0,0600388640,05136480 (*+¢*) +
+0,00595386 («* —62%y*+ y*) +
+0,00242448 (2 +¢¥) (2* — 62" y* + )
e quindi la funzione w che risolve il nostro problema
w=0,125(y—2*—4*+1)—0,06003886 4
+0,05136480(z* + °) +
+0,00595386 (z* —6*y* 4+ ¥*) +

+0,00242448(a + ) (@' — 627y + ¢

Vediamone il valore in (0, 0), ciod lo spostamento della pia-
stra nel centro

w(0,0)=0,06496113 .
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Py

Il risultato ottenuto & in perfetto accordo con quello del
Napar (11) che ci da il valore 0,06496 .

Applicando poi la formula (18) del n. 4, si ha

E(0,0)~0,18
con che si riscontra che |W (0,0)}® fornisce un valore approssi-

mato a quello dell’ effettiva soluzione a meno di 0,0002 .

7. - Caso di una piastra quadrata: Calcolo mediante il
secondo metodo.

I’ equazione (12) del n. 3, nel caso in ispecie si scrive al
modo seguente :

n

Z%[(‘Dk%-l—% 0, Ay o) ds = -—[o),,dT

k=1 .
FD D

cioé
Y ean =ad, (h=1,...,n)
k=1

avendo posto

Qpy =fm,, w,ds +'[A,mkA2w,,ds
FD FD

d,,=—[mth.

(11) Cfr. A. Navar: Die Elastische Platten. [Berlin, Verlag von Julius
Springer (1925)].
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Considerando solamente i polinomi di grado non superiore
a 6, si ottiene un sistema di quattro equazioni nelle quattro
incognite ¢y, ¢,, ¢g, ¢,, le cui soluzioni sono:

c,=—0,61181487
c,= 0,01809846
cg=—0,10984226

c,=10,00012483.

Vogliamo determinare 1’ abbassamento della piastra nel
punto P (0,0), applicando il secondo metodo.

Ricorrendo alla formula (12):

1 == A, u A, (PQ:?log PQ)
“(P)“s‘&ﬂpgzl"”md dn—‘ dn l S+
FD
1 du d (P@ log PQ) ]
+S_1—:_” PQllog PQ) — — A u an ] dgs
© FD ’

+8—‘;[ITczzlogz’>'czdaT
D

e tenendo conto che
u=0u=0 sa FD

A u !
ol
d an kz=1 nG O

4
d—uzz A!‘oks

nell’ origine (0,0) abbiamo :

u (0,0) =0,06888733.

(12) Cfr, con la (9).



