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CONDIZIONI SUFFICIENTI PER IL MINIMO RELATIVO
IN CERTI PROBLEMI DI MAYER

(*) di ENRICO MAGENES (a 

È noto elip il problen~a di Boi,z,k, in eui rient~’ano sia quello
di che quelto di nella forn~ulazio~~P o!’!nai

abituale datagli da (t. 1~.. I3~,l~s, nella ricerca del 1111111111U
,

dPl funzionale 
’

iii 1111M classe di funzioni ?,~ ~;~’~ (i - 1, ... , n) sod~li~facpnti a

certe eq nazioni dinerenziali

e a certe condizioni ai limiti

Si deve ~op~atutto alla scuoia a~nericana di Calcolo clPlle

Variazione e 111 particolare a CL .1. Buss, Ij, )1. M. R.

M. K. J. W. ’r. REID, una trattazione

- 

(*) Pervenuta in Redazione il 12 ottobre 1950.
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iiiii-abile della teoria dei minuri relativi di questo problema, con
una lunga serie di lavori che o’cupano gli ultimi 30 anni circa (1).

Questa teoria si in~posta considerando ~’ come funzionale

della variabile (natural~l1ente condizionata) costituita (dalla curva

1’ yz~Ì · ~ ~ ~ ~ !l.~ (~~’)~ dello spazio 1 dimensioni 

e dennendo di conseguenza come intorno (p) di 1’ 1~ insieme dei

punti del detto spazio distanti da 1’ non più di La cosa è

ben naturale se le condizioni (2) e ( ~) souo date in forma ~elle-
rate : v ma ~~apitano problemi di ROL7;A in cui esse sono date in

Il~odo tale che le variabili i yi (x) possono rispetto ad esse dividersi
in due gruppi, !/~, (..r~) (k = 1...~’~) e (x) (~ _ ~’ ~-- 1,...,~),
di cui solo il primo sia ( per il si~llificato concreto
del piobleiiia) da considerarsi come variabile (o questa volta
indipendente, salvo soddisfare alle (3) ) . In questi casi e più natu-
rale aSSll~nere cole variabile la curva (1’), ... , //1’ (x) ] (Iello

spazio a r -~- 1 dimensioni (x, e considerare ~ come
funzionale di C .

lkli apie~o n~eg-~j() con il seguente bel noto tipo di problema
di vl quale e in effetti dedicato il presente lavoro. Sia

le (2) e (3) si 1’1(.~IIC~IIU alle

(1) U~~a 1&#x3E;il&#x3E;liugiaf a B’eran~ente Ilotevole per la teoria dei ~niuin~i 1’(’lfttiY~

prohle~na =di si trova nel recento "0ÌlllÌlC 1 «ra

or of Cl~ieago J~~4-(j] ~ psxa

arriva però Ìifio al 1945 e i noltre non fa ~nonzionp dPi la Byori ~(i L. 

C 13. ~IANiA sulle el1l1azioni estreluautl I1C’1 prohlem~ d~ e di 1,A-
GRANOE (L. T()NELi.I : Rend. Ilincei (f3) - vol. 1 ~~3(j; B MANIÀ :
.Àn~~~li Scuola NOl’~n~~l(’ Sl1~J. Pisa (2) --z vüI. 1 V e BI- Lin-

cei «i) - sol. XXlII-1936!, Hol1. U.)1. I. - ~-ol. al

:-;0110 da sopratutro U~la nntevole di tj laYoci di IIH,~rr:~yHa
Bei yol. (IH46), Gl 1 e k;2 (li147&#x3E; dei o~ 

~rath, uu lavoru ni ~{EID nel 71 1 (~n~~.) 
J0l11’11al ut’ (’ Ullo (ti L. (~ Ielle applie,
del 194 7 .
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e si vogliano le cotidizioni sufficienti per il minimo relaíivo

(forte) di V. È chiaro che in questo caso !l?’ (x) (sotto certe

ipotesi di regolarità deHa ~r e elelle (:~-) e ~~2 (x) ) è univoca-

mente determirlata, utta volta fissata la (x) , dalle (2’) e (3’’).
Sicché è naturale considerare 7 come funzionale della curva

C (x), a ~ .~ c bl e i~npostare il problema del minimo relativo
dicendo che la curva 1 è rni~aW Za~zte (relativa forte) in

una certa classe K di curve ~’ [yi (x) , a ~ x ~ h~ per 7, se
esiste nn intorno (p) di C tale che per tutte le curve C d i K

appartenenti propriamente al detto intorno, oioè soddisfacenti jn
tutto (a,b) alla

risulti per le corrispondenti .’12 (.x)

Orbene la teoria cenerate dei problemi di 130LZ.B intende

invece J con1e funzionale della curva r (.1’), !12 (.r)], dove

Y~ (x) e .lI2 (x) siano coWizionate dalle (2’) e (3’~ J e dire che

~ (x), Y2 (x)~ c~ mininiante relativa forte per ~ in una certa

classe H di curve 1’ se esiste un intorno (p) di 1’ tale che per
tutte le curve 1’ [Y~ (x), t~2 (x)J di Il appartenenti pl’Oprian~pnte
ad cioè -,oddisfaceiiti in tutto (a, ~~ alle

risulti

Evidenten~ente si restringe iu questo modo il problema,
limitando la classe delie coppie di funzioni rispetto
alle quali la coppia è mii miante per 7.

Si pone dunque la 7/ lP 

ficienti per il relal;ro di J senso
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(come funzionale ttalla curva C); a prima vista non selnbra che
le classiche Condizioni I (o dei (o di

III’ (o ni e IV’ (o 
(2), le quali sufficienti per il minimo

inteso iiell’ ultimo senso, lo siano anche nella prima impostazione
del problema : quPsta supposizione iniziale sembrerebbe confortata
anche dal one nelle ~iimostrazíolli ftno ad ora sviluppate
pei il problema g’ciierale d  Bi)i,zx viene adoperata in modo

essenziale l’ ipotesi che le funzioni i ljl e J2 (.r) siano 
-’ snfficienten~en~(&#x3E; i,i&#x3E;ine,, alle funzioni 1/1 (.X’) e T/2 Cr) e inoltre

anche dal tatto che le condizioni sutticienti per la semicontinuita

inferiore di ~ (inteso come funzionale della curva (~ ) , che

fillo ad ora si conoscono (dovute a B. L. M. GUA VES e

L. (3)) ~ tlOIl S~H10 contenute ~~eHe Condizioni I, IIJ§r, 
IV’ (e ~l’ altra parte I?1 sen~~l~o~~tiuuÍtÙ inferiore (li 3 sii C è con-

dizione necessaria sia Ini~~inlHnte per ~~.
Tuttavia si riesce ?1 din~ustral’e, ed e appunto quanto 8arn

fatto, Ilel presente lavoru, die le 1, II9, III’, IV’ sono
per i l nl i cGi mn nPlnti lw lJncjlo

(e pil  
Nel corso della dimostrazione si ottiene di pi i che le 

dette condizioni sono anche succienti per la 

di l’2 (X) S11 C (v. 11. 4).
La dimostrazione (v. IL. 2, ~; !, 5) ol basa sulla costruzione

,~i una certa curva variata e sii una opportuna applicazione del

12) ~~ vnda il teJrein&#x3E;1 82 - 1 ~x dell~’ ‘’ del lli,ixs
cibato in (1), delle, quali l’ellio in linea d~ massima la nomenclatura, che ’

ol’~l~a~ la piu abituale.
3) ~. MANIÀ : 1) iii un yru-

rli r Rc~~ola Norn~al(’ Rnp. l’isa ~2) - II pp.
Sul (6) - voi. XVII

(19~), pp. ~58-~6~)j; 3) Rui di // [Re ii1 .
Mat. Palermo - (19~4). pp. L. 11. 

iii «f Ampr. Math,

Soc. - voi. 1»«&#x3E; (19,!6), pp. 4~)()-~71]: L. ,"’u 1ft .sPruirnnt rr~ii~r  

~/ 11 n ~~ t’ u r ~li rr:~’nd 1 1  .. i 1 -- 

i pp..~’9- 101]

6
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classico metodo del " ea~upo di (o ’,’ campo di estre-

quale è stato sviluppato pel il problema di BOLZA (4).

1. - Incominciamo col precisare le notazioni e le ipotesi
(che non sono le minime possibili, ma sono le più abituali e

semplici). ,

~1~ ’~ (~~’, J1 , !l i , J2) una fun~ione definita e continua insieme
alle sue derivate parziali dei primi tre ordini (5j per ogni (x, !l~)
di un ca~npo A (6), ogni !/2 ~li ull iiiter,-alli&#x3E; (ttllltll () no) aperto à
e per ogni yí .

Fissati due punti a e b, interni alla proiezione di A sull’asse x,
e un valore !f2,a di A , ogni curva (7)

uou yl (.,r) di classe D’ in (a, b) (8), y appartenente a A e tale (-I e

I’ equazione differenziale

ammetta in (a, Il) una (e quindi una sola, per le ipotesi fatte

su ~) soluzione .’12 (xl f10ntinua iii (a, b) , eon derivata continua

(4) Si veda ad es. il cap. IX delle 
" I,ectl‘re.s .... ,, del Bi,iss ; non è

privo di interesse osservare come (nello studio del nostro problema) il 

todo del " campo di MAYER,, mi si è rivelato più utile degli altri metodi

cosidetti diretti di LEVI - REID e di MCSHANE - HESTENES.

(j) Indicheremo al solito 1’ operazione di derivazione rispetto a una va-

riabile scrivendo questa variabile come 

(~) Per campo A intendiamo un insie~~t~e di punti del piano (~/ ~z~l) che

contenga ogni suo punto di accumulazione.

(7) È opportuno osservare, a scanso di equivoci, che il termine di "curva
ammissibile " ò qui usato in un senso che è diverso da cluello usato dal

Buss nelle sue " e che si av vicina di pi i alla terminologia
classica di BOLzA.

(d) Seguendo una terminologia introdotta da BOLZA, si suole dire che

una funzione f (x) ( ~ x ~ b) è di classe Cl iu b) quando ammette con-
tinue le derivate fino all’ ordine s e che è di classe I) ~ in (~c, ly se ~~ ivi

continua e si puo dividere (~c, b) in un numero finito ~1i parti in ciascuna

delle quali f (x) è di classe C 5i ,
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salvo negli eventuali punti di discont~~~uità di ~(~) (9), e tale

che i valori (x) appartengano A e che soddisfi alla

Per metter iii rilievo che a ogni curva a~un~issibi]e 

la (4) (~ associata una determinata solu~ione //2(~) della (5), indi-

cheremo sempre d’ora innanzi la C coi simbolo C [Y~ (~) ; //s ( -’ 1) 1 -
=i1 og-ui curva a~nn1~Rsibile 6’ corrisponde dunque un valore

per il funzionale

U ~~ valore Ò7 (ÉÌ) , assunto da esso in corrispondenza all~.~

curva ammissibile C ~~1 (’n) ; ~/‘ !x; ] , si 
se esiste un intorno (p) di C tale che per ogni curva

ammissibile C t I/1 ~,a") ~ J2 (’x~~ ~ appartenente propriamente 
torno (p) l di C (1°) si abbia

La curva C si dirà -oai Iairrlrrrtte ppr J (C) .
Il rhe ri porr,ir’z7uo N quello ~li 

una l’7l?’l’n C al A

e ~/ ()1 r~tiltl o2ar2te per 7 (O) 1lfl 

2 opportu~~o richiamare alcune note relazioni e dofini~ioni

che qui enumero attenendo~ni, salvo qualche lederà differenza,
alla nomenclatura più abituale.

Diremo 

sibil() (.r); ,1/2 (r) ] ogni coppia di i funzioni (.r)} "’42 (x) J
clefinite e di classe ~’~ in (a, 1» soddisfacenti iii í~r, f)) , , I1P~

(J) Naturalunente si intende che la y ~ (.~) soddisfi all;i 

Che negli eventuali punti di {i~seontinuità di ?~~ (.~-L

(1) Vale a dire tale che i Y~(X) - £ p in (~~. ~). 
_
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punti di diocontiiluità di n, í (w) e (xj , all’equazione differenziale
(detta ~yic~xiorte delle C ) :

e alla condizione

dove gli argomenti di sono ii e 1 1 ’ n r1 i i&#x3E;e

Poniamo ora per (x, Y~) in A , !l2 Itl å e ?~2, li quahllH~ue:

Si dire che una curva ammissibile C ( yi (,x~) ; r~2 (x) ~ ui

classe C’ ~ soddisfa alla UOXDIZIOXE 1 ( o oPgnl,a dei 
SP P.Sl,StP lGll,li Il (x) ~ di °1 in ((1, b)
tale rhe Riano C (tl) il ~li 

(dette ey2~a~xio~t~ di 

e l e (t ette aucho di .

(11) Vale a dire le (10) sono soddisfatte in b) Sp gli argor~enati di

~’~i ; .. , sono nell’ ordine x, ~~ (.r), Y2 ~x~~ y~ (x), rl (x), y (xy
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Il sistema (10) si scrive anche, per la (9~ ,

da cui, in virtù anche della prin1a delle ( 11_ ) 3 si deduce facil-
mente (x) è sempre positiva in (a, b) .

o’ 

Una di classe C’ in si chiama
del problema se esistono due fumiuoi yl (~c~ (~x)

di Cl in (a, b) soddisfacenti insieme tutto (a, b)
alla equazione (5) e al sistema (10) (1~~ . Indicheremo I’ estre-
tmle E anche c·ul sirnbo~o E (X) ; Y2 ~,r,~ ~ l~ (x) 1 -

È noto che o~ni curva anl~uissibile di classe ~’1 o internab ,

ad ~, minimante per suddisfa necessariamente alla Con-
dîziutie I ed é quindi un’ estre~nale 

~i suole (14) chiaruare f~crt~,iozac (li i e r q t r a s s la
funzione

e si suole dire che uci’ estre~uale E [Y~ (.1:) ; Y2 ( x) ; /1 ~x) ~ 1

(11) Si os~erm che questa definizione di estremale è diversa dalla abi-
tuale (v. BLISS : n. ’~~) secondo la quale si dovrebbe ehia~nare
estremale la coppia delle funzioni Y~ (XY e y2 (x) .

, (13) Si veda ad es. BLlss: f,ectune.s ... , n. 74, teor. 74 . 1 ; o anche i
lavori citati in (1) di TONELLI e Si osservi anche clie nel nostro
hroblema ogni ininiinante è ~aormaale secondo la definizione che si trova ad
es. nelle del BLrss (n. 77) .

Si veda ad es. BLISS - Lectures ... , n. 78.
(1.):~ » »~» .. n. 82.
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verifica la (u di in ~erlSO strettü) se

risulta

per sestupla (~’,~/i,//~~!. r~ 2 , ~1 ) soddisfacente allla

11 (r, y[ , ~2 ) - - O e appartn~~ente ad un ititorno .4.V

opportuno della ~e5tu~l~, ~ r, !Il (~) ~ ?!2 (x) , ~~i (x) , yQ ~x~ ~ ]
relativa ad E e per tutti gli y~ e Y 2 tali i ~’lie la quintupla
( .c, t/1 , ~/2~! ? Y í ) , 5ia di~tinta dalla quintupla (x, !l l , y2 , !lí , 
e soddisfi alla ~(~~i,~!,~)2013r:==0.

Attesa la (9), la ~un~io~~c di si riduce ad csseie

funzione delle sole variabili .~, J1, !I2 , ’Jí , Il, Y [ e precisamente
(~on1e scriveremo d’ora innanzi) .

e la Il’ l~ (x) ; Y2 (,~~) ; ll (’t’) 1
la

i ( ‘L, !il , ’J~ , ~l ~ ~ G! ) 
~1 (.~), !J 2 (.~) U; Í.7J1~ l~ (‘.~~ ~ ] c Y~ 4= r/1 ·
Si osservi che se 1’ e5tueimile soddisfa unci c alla coudiz une:

i n (a, b), tenuta presente la (L3), la Condizione 11;
equivale alla

per tutti gli (.~~, ~1, ~2 , ~;) appartenenti ad uu UppOl’Ìl~llP intorno

rli 1.1’, Jz (x~ ~ ~2 ~x~ ~ Ji e per tutti gli Y;:~ y~ ·
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La CONDIZIONE III’ (o in senso stretto) 
t’ (.1’); ~~~ ;.~~ ; l) (.r) i risulta to (18) &#x3E;

lti tutto (~, h) e (x) l~ pusitiva iti tuttu (a, b) si riduce alla

i 11 t l~ t to b) .
Dic.~e~i b1 (x) ; Y2 (.x~) ;

Il (J;) L 1’ espressione (17)

(.x~), ~~ (~;) ~ ~ una qualunque anunissibile
e gli argomenti ... , ~~;) , /A (x), Y2 (~) ’. 

Ji ’ Ji ’ ’ . " 
°

La CUXD~~[O~E IV’ si rccl l’atto che ~:’ risulti

ogni (GrlLl Ll~S’S’L~IGLG IGUtG iiiilla 

pc,. C’lGl, ltUlt !/ 1 (!) - 0 e TJ 2 (x) - ~ i n b) )

Le Condizioni I, 1IIB IV’ sono ~l~tncje~lti, come e 
per il minimo relativo inteso nel senso più r~~tretto, quale é
ricordato nell’introduzione; dirnostl’erenl0 che esse lo sono anche
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per il minimo quale si è definito al principio di questo nu~nero:
pi-ecisaiiiente di~~~ostrere~no il seguente

Th:UI~EhIA : la curva aoa~r2zssibiLe C, di (’lasse G’1 in h)
c interna al campo soddisfa I, Il’, Il ~, I V’,
essa è l2LLl22li2alLte per J(C) ~2eL pnof~Lcmi~z ed è 

oai~2io2arate propria nel senso ~’ (C) - 7 (C) solo

se C coincide con C .

2. È essenziale iniziare L’on alcune osservazioni che &#x3E; si

l’i feri seo n o al cosidetto n~etod o do L "CH 111 po (li i estre~naJi" ,,

(o "ca~npo di quale f~ stato svilupC~atu per il problo1na
g;enerale di 

Indichian10 con r la cl~rva dellu spazio r/2) di ~ equa-
= Yi ~.,tí) , = Y2 (x) (a C ,~ C f)) ~ ; in virtù delle Co~~di-

I, 111’, ~v’ e di teoro111i ~~uti (v. ad es. 

ll. 84, 86, x7) la t’llrVa l"’ ò iii un di 

Brale Cl dire (19) esiste tiii intorno cy U1 r, (i cui punti 
i~~terni alla re-io ie dello spazio (~;, f~l, f/G) detel’~ninata da ~1 e da ~)
al quale sono associate 11 funzioni 1)1 (~t~, ~ , !12 )1 ‘ l~z llz )
e Il continue coli le loro derivate prin1e in tutto cy,

soddi~fano alI’ equazione

0 in tutto y e alle

e rendono l’ integrale c~urvilineu

indipendente dal cammino in §i, se ;li arg-o~nenti della 1° e

(19) Seguo la definizione di campo di )lAYE~~ ~4ata ,lal BLISS, v. Lectn-

res ... , n. 84.
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delle sue derivate sono nell’ordine ,x, ’~r ~ ’~1 · ~y (.’-~ I/ 1 , ’~2 ) ,
%y ( w, ~! ~ tlz) , l t E~r, !/1 , ~~) . L’indipendenza di L 1 dal cammino

jn j va intesa nel senso che se si calcola 1* lung’u una qualun-
que curva r, di equazioni l/r = !t ~ (~r’) ’~~ - ~l2 (x) (x, ~ .x’ C ,f2).,
con jj~ e !y (~x~) di classe Dl in t.r~ , 2~2) , la quale appartenga
tt ~t iI risultato dipende solo dagli estremi delia curva; ed fi

importante notare die non e detto che le fullZl~)I11 ll (x) e !J2 (x)
relative a 1’ soddisfino alla (5).

Si osservi ~Ì~~ d’ ora die risulta

Ù possibile costruire il t’a~upu _7, restringendoiu oppur-
Í lllltillll;lltt~, 111 modo ogni 
ll ~x~ Jy ~ J~~ ~ J 1’C~~lÍI1’tt ad 9- appartenga di [.r, (x) ,
’l: (~-’) ~ !l 1 l~ (t~) l, di 

* 

cui l’i i dalla Con-
4iziuiic inultre, plll’ di restringere ancora ()1)1)0"ttiti~iiiieiite 51
si può far lfl attese ia continuità di li (x, Y~ , e la

~1 (,r, Y~ (.c), /1-2 ~~~~ ~ ~ ll ~~’) &#x3E; 0 in (tr, Ú~ ~ Cilc ~1 ~p Jl J2) risulti
in ’

Nel campo ~’ 1’ illte~rae 1* è dunque f~~n~iùne solo degli
e~tl’c1l1i i (~-), .1/2 (Xl), (~~), ~?~2 (~ j I cli 1’ e tale e perciò

la funzione

Ora le Condizioni 1, III’, IV’ assicurano che la funzione
il- t "~’1 1 !Il J2 ~"~1 ~ ~ x2 ~ !I[ (’xy~ 1 Y2 ~:.C.~) ~ 1 aitlllllette iiegli estremi l

!l1 (’z~, fi, !/ ( h) 1 li 1"- U~l lllllll 1110 relatiyu (proprio)
rispetto zill’ insieme dei valori J1 ~x1)~ .f2, ~l (.z~)~ yz (~z’2~ ]
soddisfacenti = 1(. X2 - 1), yz (~;~) -- ~~,a . Pei la dimostra-

Si veda ad es, I-3LCSS : l.ecturea ... , n. ~4, ~5.



90

zione si vedano i n. 85. s6 delle del BIJSS.

dimostrazione la quale può iipeteisi anche se si

Sl~ ppone, cosa clle appunto noi facciul1l0, che la curva 1’ [~~, (w) ,
?/~(~)] sia tale che le funzioni Y~ (.~~) e yz (x) soddisf no alla (5) .

Dunque esisteranno due opportuni intorni dei due estremi

di ~ tali che per ogni curva 1’ del tipo sopra detto, i cui estremi

appartengano rispettivamente a questi intorni, siano distinti da

quelli di ~ e smlcli5iillo alle Xl = a, ,"2 =- Ú, .~2 (,.t’i) - jlz,,~ . risulti

Fissiamo  &#x3E; 0 e in modo che ogni punto
B x, t~, , soddisfacente alle

appartenga rll e, nei caso che = b)
appartenga anche al suddetto intorno di

3. - Facciamo ura alcune considerazioni sul~ lHJ lItziu~~e dif- 
’

ferenzia e .

Per le ipotesi fatte sulla fittizio ie ’,,f , essa iiiiiiiietie mia ed
una sula soluzione che passi per un punto !I!’) della r~ione
del piano (.r, determinata dalle

soluzione che sarà definita in un certo intorno (~~ x* e ivi l’on-

tinua insieme alla sua deri;ata.

Se il punto (.~, è preso sulla curva y è di equazione
!J2 == ~ (,c) ~ .1-’ ~ h, allora la SiJl llZÌ0lle coincide con la Y2 (.r)
stessa ed è quindi definita in tutto (a, b); per noti teoremi sulla

continuità delle soluzioni delle equazioni differenziali rispetto ai
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valori iniziali possiamo allora affermare che anche se (x*, jf) è

sufficie~~te~uente vicino alla curva y ~ soluzione di (19) deter-

minata da (x*, ancora definita in tutto (a, b) e si sposta
di poco da ~(; inoltre non incontra mai 7 , purchè ~~x*, ~~ ) non
stia poichò per nno stesso punto non possono passare due
soluzioni della ( 9). ~jÜ precisamente possiamo determinare

un in modo che la soluzione della (1V) deter-

~n~nata dal punto (x*, (~~.) -1-- ~~), che indicheremo cun (x),
quah~ll(luC sia ~* in (a, 1», sia (~efinita in tutto (a, b) e soddisfi

ivi alla

Si ~~utmi~lehi allora al variare di x* in (rt, h) la ÌLlIlZ1U11G
- Y2 ~.1"), ~ e~sa ~; continua, sen~pre peu la coiiti.

(a. h)

nuità t~ella ~ol~~~iune della (1 H) rispetto ai v~,luri iniziali, ~i~chè

aiiiiiietterii LL I1 m~~~in~o E2 &#x3E; O .

Si eùnsidcri ora ~ eq nazione differenziale.

dipendente dai h~tr~tmetro a . Fissato comunque ,~:* in (n, h) essa,

per quanto si è visto, ammette in corrispondenza del valore i == 0
del una e una sola soliizione passante per il punto
(~*, -~- che è definita in ttltto (a, b) ed o ivi compresa

tra ?~~ (x) -~- ~.~ e Jz (x) -~- 2 . Allora per i teoremi di dipen-

denza continua delle soluzioni delle equazioni clitFerelmiali da un

paral11etro, possiamo dire che per tutti i 3 in 1110duIJ ~11illOri (~1

U~l certo ~(~*)~&#x3E;0, la (20) anmnette una sola 5uluzic~ue, che

indicheremo con (x), passante her (x’~‘, Y2 (x*) -+- a~), clefilita

in tutto (a, h) e ivi soddisfacente alla
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Se convenianio di prendere dei vari possibili I] (x* ) 1’ estremo

superiore e chiamarlo ancora o (.1’*), resta uu5  determinata una

funzione o (w"‘) per ~’* variabile in (a, h) . L’estremo inferiore

in (a, b) è eert0 positivo in dei toorell1i di dipen-
denza dal par1a~netro e dai valori iniziali i delle soluzioni delle

equazioni differenziali. Dician~o a~ questo estremno inferiore.

Con un rd~lollalllelltU del tutto analogo a quello ora fattu

possiamo anche determinare altri due numeri e; e ai positivi i

tali che comunque si prenda x. in (a, b) e per

ogni i valore del pal’an~etro ~:1 iii modulo minore di a;, 1’ ~(1 na-
zione (20) ammetta una e una soluzione passante
per il pnnto (.zw, i~~ (,z~*) ~;) , det~nita in tutto e ivi sod-
di5f~,cente alla

4. - E veniamo pm direttamente alla dimustrazione del

teorema. Se, p~~r di prenderò p snfncientctnente piccu o, fossimo
certi fhc pir &#x3E;giii curva apparte-
nente propriamente all’ i~~torno (p) di C ri811ltas~e ~n (~, h)

allora non resterebbe che continuare con la dimostrazione del

n. 85 delie del Buss 0 concludere rapida~ucnte.
Ma ciò non è in generale ed è appunto qui la discolia da supe-
rare, non volendo limitarsi a considerare solo le curve an~m~H-

sibili per cui ciò avviene. 

Possiamo però anzitutto dimostrare che per 

(p) di C, con p &#x3E; O e ~~ P~, Oj e o~ 6’ 

/~ tutto (a, b) la
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Supponiamo infatti che non sia e cerchiamo di ~iun~er~
ad U~l al lora essendo &#x3E; //2(~)==~2~)=~ esisteranno
certo punti i- tra a p h tal i 

Sia xp il primo di essi: allora 
risulta verifi~&#x3E;ata la (~3) . ’1’ == - e alte-
ria~no poi la curva C nell’ ~nte~’yallo sostituendoia oon ia
curva di equazione !/~ = bj ( x) f- o’ e corrispondentemente sosti.
tu~al110 la funzione 
zione (.r) della equazione

soddisfacente alla

(v. ~l. 3) poichè è ~’ e ,~ C ~; j r~~ J, (X) esiste in tutto (~t, ~ ~
e soddisfa ivi alla (22) . 

.

Potremo allora considerare la curva 1’ di equazioni 1°j (x),
~~., = y2(~)~~~.~~~) costruita come se la funzione

Y2 (.r) soddisfa in (a, anche ~111a ~~, (.r) C !~2 (x) + a ~i ponga

Altrin~euti si nel ~egl~rntp 111n1~U. Po~cl~(B la y. (~r)
non in .r*) alla (,i.) ~ Y2 (.i;) -~- ~, e~i~tprannu certo
piiiiti x coiiipreai t,ra a e .t’~* tali rhe

Sia ~ ultimo di essi ; risulta allora 

Poniamo ~- 1/1 (.i,*) -- !i~ (.l’f) N altC~’ial~~u i:l 
1’ intervallo (a, x§’) sostituendola con la di 
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Y~ = Y. (:1’) -+- a" e corriHponrlente~nente sostituiamo nett~ inter-
vallo (~~., x2’~) alla funzione soluzione della

equazione

soddisfacente alla = ~yQ + E~ = Y2 (xf ) ; in virtù

del n. R, poichè è a’~ c y C a, , y~ ~ , (.r) esiste in tutto (n, b) e

i vi soddisfa al la (21) .
Alteriamo quindi in modo opportuno la (x) nelle

vicinanze di a. Sia Al il massimo della funzione 

Tiriano dal punto [a, y~,~~ una retta i di coefficiente ango-
lare maggiore di M in modo tale che incontri la curva -~* di

equazione 112 = ( ~z ~ w ~ x~ ) in almeuo un punto. 
cosa è certo possibile essendo, per la (21 ) , y2,a C y2 ~ , (~r) . Sia .1~**
l’ascissa del primo di questi punti di incontro di n con 1*:
potremo anche, sempre per la (21 ) e pur di prendere il coef-

ficiente angolare di r sl1fficienten~ente grande, fare in modo che

il segmento di estremi [a, e [x**, (**)] appartenga
insieme dei punti (~,~) tali che (t 

C y~ (x) -~- ~ . Sostituiamo allora il suddetto segmeilto all’arcn

di y* avente gli estremi [a, C(~)) e [x**, (x**)1 .
In definitiva, nel caso in cui la ,~2 (x) non soddisfi in 

alla y~ (x) ~ Jx (x) -~- E , 1 possiamo costruire la curva 1’, anziché
con le (24), con le:

Osserviamo che se la curva r è definita mediante le (24),
risulta i~~ (a, b), salvo un numero finito di punti
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se nivcre 1~ è definita mediante le (24’) risult~, salvo U~l imeru

ti~~ito di punti

essendo il ~’oeffieientp angolare madore di iii ogm
caso risulta sempre

e le funzioni Y, (x) e Y2 (x) sono di classe i)’ 111 (a, fi) , ,
Costruita cos  la curva ~, din10strianHJ che 8i può giii&#x3E;goie

un assurdo; infatti, per essere Y2 (x) == per 

(v. (~4~)) e per la (22), dovrebbe l’isl1ltare I ~ (f~) C J2 (li). Invece
se osserviamo che in ~ è li (x, ~2) ~ ~ e che valgono le (25)~
(25’). (26), ( I’1) , (18), (i6), ( 13) , possiamo seri vere (ricordando
anche che abbiamo indicata con J a curva di eC~Ll~Zlolll J1 = 

!/2 = Jz (~’) , ~ / x m b) :
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Ma, iii virtù delle ~6), clella Condizione II~., e di quanto
, _

si é visto nei 11. 2 ~L1I1~~ differenza 7e, (1’) - 7,. (I’) , ~ 
sione a ultimo membro o non nenativa, in contraddizione con

1 Y2 (h)  Y2 (b) .
Dunque (; anzitutto dimostrato che per ogni curva anl~~~~s-

sibile (,~~) ; !J2 ~ appartenente propriaincnte ~ll’ intorno (;~)
di i C, con i [J 111 i n o re di i ~ e (1 ~ ~ o soddisfatta i iii i (n, !~) lrt t ( 2 3)

OS::;ERYAZ~one: l Si osservi che con la (2;{, in sostanza, data
~ arbitrarietà eli s, abbi,u~~O di~l1ostr~l~o clle le I, ~r, , 7
III’, sono ~l~t1i~.ie~lt~ per lu Illll-

di ~$ (i) Sll C, Ilel che preso &#x3E; O ad arbitrio ~,

possibile determinare un intorno di C tale per tutte ic

curve ~lurlli»il7ili (x) ; r~-~ (.~) ~ appal’tpnr~~ti pl’Opl’Îanlf~nt~ ;~

questo intorno si abbia in tutto (a, h)

Condizioni snn cienti per ia sen~icontinuitÙ ul~if()I’~1H-I

Oi y, (.r.) i~~ tutto il CaJ11pO sono state dato (,

(21) e cla esse si (loducono i~nlnc(lian10ntc condizioni i

(!I) V. E’;). La ~ci ri~n~tati dal l’oNELLI i

trova in : teorerrll i di 1‘o ra e Il i per lu ,.·~emien~rti‘rtuitci nei
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suQicienti per la semicontinuita inferiore uniforme di r~~ (.z~) sn

una curva C ; ~ua II1 queste ultin~e però non rientra il risultato

da noi ora ottenuto.

~roble7rti di e di Scuola ~or~n. Sup F’isa (2) -
vol. XV (1946), pp. ~13-12f».

Colgo l’ occasione per osservare che a py. 12:3, riga 8 di questo lavoro
ho ~~nplicitan~ente ammesso che la it (x) soddisfacesse in (a, x) oltre alla

(4) anche alla u (x) ~ ro ; la in verità lecita perchè, se cos

non fosse, esisterebbe, in virtù della li ( x )  ( x ) un ultimo punto

a.i L in (a, x) tale che it = ~’,; -~- r , e allora basterehbe sostituire la

riga 5 della stessa pagina con la

se fosse oppure con la

se fosse poi coatinuare con la dimostrazione del testo. Aggiungo
anche la correzione dei seguenti errori di stampa, sempre nello stesso

lavoro: 
’
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5. - Terminiamo ora lv dimostrazione del teorema. Abbiamo
visto che, se p è suffi~iente~nente piccolo, è verificata da ogni
curva ammissibile C ~ appartenente proprian~ente all’intorno (p)
di G’ , la (23) .

Sarà perciò solo possibile, fissato un tale y , se non è verificata
in la ~ (cx) i~2 (x) ~ ~ E ~ che risulti per certi valori di x

Orbene in questo caso risulta certamente Y2 (b) &#x3E; Y2 (b) .
La dimostrazione si conduce per assurdo con ragionamento del
tutto analogo a quello svolto nel n. precedente.

Supposto infatti clie sia (b), poicliè vale la (28)
per certi valori di x , esisteranno certo punti x compresi tra

a e b tali che y~. (x) = Yj (x) + sia xf 1’ ultimo di essi. Alte-

rando in le funzioni e come si è fatto nel

n. precedente (si vedano le (2~’) ) e precisamente ponendo, con
analogo significato dei simboli

otteniamo una nuova curva I’, di equazioni Y~ - Y1 1 ( x ) ,
y2 = Y2 (x) , c~ à x  b, mediante la quale è possibile dimo-

strare che deve essere 

(si osservi che ora nello scrivere l’analoga della (27) è pos-

sibile, nella prima disuguaglianza, adoperare il segno &#x3E;’ aazichè
quello b , in quanto che ora 1’ intervallo ( a, xw’’~‘ ) , in cui i vale

la (25’) , esiste effettiv3Inente).
Resta dunque cO~l1pletata la dimostrazione del teorema.


