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OSSERVAZIONI SULLA STABILITA DEI MOTI MERO-
STATICI DI UN GIROSCOPIO ED APPLICAZIONI
AD UN CASO NOTEVOLE

Nota (*) di Grusgpre Conoyno (@ Padora).

Si fauno aleune considerazioni di carattere generale sulle
precessioni regolari e sulle rotazioni uniformi di un giroscopio, C,
nel moto intorno ad un punto del suo asse. Si osserva che la
stabilita teorica (vispetto a p, q.r,8) ¢ un’ eccezione e che di
regola si ha instabilita.

Nei casi integrabili si dannou criteri rapidi per riconoscere
della stabilita rispetto a 6 delle soluzioni prese in esame. Di
queste osservazioni se ne fa infine un’applicazione allo studio
delle soluzioni merostatiche relative al caso, studiato per altri
rigunardi da G. Griont (1), di un giroscopio girevole intorno al
baricentro, svllecitato da forze di potenza nulla, soffermandosi
sopratutto sul caso che la sollecitazione sia quella delle forze
centrifughe - composte, inerenti alla rotazione terrestre.

* * ok

1. - Un’ osservazione sulle precessioni regolari e
sulle rotazioni uniformi di un giroscopio.

Supponiamo a priori che tra i moti possibili di un giro-
scopio €, girevole intorno ad un punto O del suo asse per ora

(*) Pervenuta in Redazione il 2 settembre 1950.

(1) G. Griou, Moto attorno «l baricentro di un yiroscopio soygetto «
forse di potenxza nwlle. Rend. di Mat. e delle sue Appl, Fasc. II-IV, 1947,
pp. 439-463.
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qualunque, e sollecitato da forze di momento _M rispetto ad O,

esistano moti merostatici (precessioni regolari o rotazioni uni-

formi). Vogliamu vedere cosa si pud dire in generale di M.
Poiche le rotazioni uniformi rientrano come caso particolare

nelle precessioni regolari supponiamo sia & il versore dell’ asse

giroscopico e X il versore dell’ asse di precessione, inoltre siano .

la velocita angolare propria e v la velocita angolare di precessione.
La velocita angolare di € sara dunque data da

n o=pk+vX,
e dalla nota formula, in cui e ovvio il significato dei simboli,
(2) K=[{Adp—A—=C)rlk+Av%,(?

tenuto contu che ., v e H sono costanti durante una precessione
e quindi & coustante anche r; che, eome ¢ noto, vale

3) r=p-+4veosb,

si ha subito che il momento M della sollecitazione esterna dovra
soddisfare, durante la precessione, alla

(4) M.—.%: [Cuy —(4—C)v2 cosb] KN\ K.

Da questa intanto risulta che affinche sia possibile per il
nostro sistema un moto merostatico, corrispondente alla deter-
minazione @ = py X 4 vy K ed all’ angolo di nutazione 6, oc-

corre che il momento risultante M (che sard in generale fun-

(2) Cfr. Tonwio Levi- Civita e Uao3AmaLpt, Lexioni di mececanica ra-
xionale, Zanichelli Bologna 1927. Vol. 1I, parte I2, p. 301.
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zione di {c, 4), 6, ®, ¢, 6, essendo supposta la sollecitazione indi-
pendentemente dal tempo) soddisfi alla identitd in ¢ e ¢

(5) M (9, v, 0,5, b, 0p) = (C e — (4 — C)Eeos 6% )\ k.

Ad ogni terna di valori u,, v4, 0y, tali che rendano soddi-
statta la identita (5), corrispondono 2 precessioni regolari di
asse X e di asse di figura A, in corrispondenza alle o scelte
arbitrarie dei valori iniziali degli angoli ¢ e ¢ di Krikro,

Si supponga che il vettore A’l[(';s,q)', o, ?, %, 6,) ammetta per
ogni presunta precessione regolare, tenuto conto di (1), una
decomposizione del tipo

() M=l (wvb) k) k+ M,

ove M, ¢ un vettore qualunque. Allora ad ogni terna soddi-
al

stacente sistema

QI (v, 0) =Cpv— (A — C)v2cost,
M,=0,
ove la seconda equazione deve intendersi identica in ¢ e ¢, cor-
rispondono %% suluzioni merostatiche. Di soluzioni del sistema (7)
ve ne possono essere un numero discreto, oppure un semplice o

una doppia infinita.
Se per esempio si ha

(¥) M,=f)k

ove f(w) si annulli solo per w = p,, si avranno in generale o3
soluzioni merostatiche in corrispondenza alle x1 terne w,, v, 6,
con v e B soddisfacenti alla

(o, v, 0) = Cug= (A4 —C)v2cosh.

Se invece & sempre M, =0 cioé se si ha

(9) M = QT (5,9, )% )\ k
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alle ®? terne g, v, B, risolventi I’ equazione

(10) Cuyv— (A4 —C)v2 ros bt — QI =

corrispondono o® soluzioni merostatiche.

Premesso ¢io, se si vogliono studiare queste precessioni
regolari o rotazioni uniformi in relazione alla loro stabilita, si
puo fare senz’altro un’osservazione di carattere immediato, gene-
ralizzando quanto il Lrvi-Civita dice a proposito del giroscopio
pesante.

Per maggiore chiarezza del seguito siano p,v,f coordinate
di un punto P. Per un ben determinato X sia I 1’insieme dei
punti P, alle cuai coordinate corrispondono soluzioni merostatiche.
Ovviamente I pud essere costitnito da punti isolati, oppure da
punti isolati e punti di accumulazione di punti di I. In ogni
modo I & contenuto tutto nello strato ¥ definito da 0 <6 <=
ed ad ogni punto di I appartenente ai piani 6 =00 6 ==
corrispondono rotazioni uniformi intorno all’ asse giroscopico.
Diremo che un punto Py di I & dsolato rispetto a p. se esiste
un intorno 7 di P, tale che tutti i punti di I che cadono in 7
(se ve ne sono) appartengono anche al piano p = p,.

Si ha allora subito che:

Una precessione regolare o una rotaxione wuniforme (escluse
quelle intorno all’asse giroscopico) non é stabile rispetto a p, q,
r, 0, se la corrispondente immagine P non é isolata rispetto a p..

Per dimostrare cid basta riprendere, adattandolo, il ragio-
namento, esposto nel testo citato del Lrvi- Civira, con il quale I’Au-
tore dimostra la instabilita delle rotazioni permanenti ad asse non
giroscopico e delle precessioni regolari del giroscopio pesante (%).

Si noti intanto che, durante una generica precessione regolare

la quantitda yp2 | g2 modulo del componente equatoriale della
velocita angolare, resta costante. Sia allora 6 una precessione regolare
corrispondente ai valorifx,.\;,ﬁ,(—p,g, e P il corrispondente punto
immagine. Se P non & isolato rispetto a p., si potra, in un qualunque
intorno di £, trovare un punto P*= (u* v* 6*), con p*fu, e
quindi una precessione regolare o* inizialmente prossima quanto si

{3) Cfr. testo citato in (2), vol. 1I, parte 112, p. 170.
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vuole a 6. Confrontiamo la’s con la 6*. Vedremo subito che, pur man-
tenendosi costanti i divari tra i valori sincroni di»e 6, i divari tra
i valori sincroni di p e p assumono valori finiti indipendenti dai
divari iniziali. Su un piano in cui siano p e ¢ coordinate car-

tesiane ortogonali siano ¢ e Q* i punti di coordinate p, ¢
relative alle due precessioni s e o*. Poiché p? 4 ¢2 si mantiene
nella s sempre uguale a p? + ¢, nella 6* a p*?2 + ¢*2, 1 punti

Q e Q* si muovono su due circonferenze, di raggi rispettiva-

lari . e p*. Ora poicht p* £p,ipunti Q e Q* al crescere di ¢
finiranno per trovarsi ad un certo istante da parti opposte rispetto
all’origine O ciog¢ a distanza uguale alla somma dei raggi delle
due circonferenze. Tanto basta per dire che i valori sincroni
di p e ¢ relativi alle due precessioni regolari tiniscono per dif-
ferire di una quantita che non dipende dai divari iniziali delle
stesse variabili.

Osskrvazioxt s - Il ragionamento esposto cade ovviamente

in difetto solo se P ¢ isolato rispetto a p. oppure se V[fl + ¢*2
vale zero. Iu quest’ ultimo caso siamo in presenza di una rota-
zione uniforme intorno all’asse giroscopico e lo stesso ragiona-
menty serve, in parte, a dimostrare la stabilitd rispetto a p e ¢
una volta che essa sia stata stabilita'ad » e 6. Infatti in questo

caso il cerchio descritto da Q degenera nell’ origine delle coordi-
nate ed i punti Q e Q% si allontanano al crescere di ¢ al mas-
simo di | p** 4 q*2 che rappresenta il divario iniziale dei valori
di Vp* + ¢® nei due moti. E da osservare perd che con ¢id
non resta senz altro dimostrata la stabilita perche la rotazione
uniforme va confrontata anche con tutti i moti variati e non
sultanto con le precessioni regolari ad essa prossime.

OsservazioNe IIs - Se anziche di stabilita teorica si intenda
parlare di stabilita pratica nel senso che se pur diventa finito il
divario tra due moti a condizioni iniziali prossime, tuttavia tale
divario non ¢ in pratica percepibile, allora ci pud essere stabilita
anche nel caso in cui P non sia isolato rispetto a ;, purche il

*
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rapporto ;/; relativa a & sia tale che I'angolo di apertura
del cono mobile del Poixsor sia cosi piccolo, da non essere
in pratica percepibile. Siamo ovviamente nel caso delle preces-
sioni lente () ed anche qui la stabilita teorica rispetto ad » e 6
ci assicura della stabilita pratica della precessione rispetto, si
intende, solamente alle altre precessioni e non a tutti i moti
variati. Rimando al testo citato di Lrvi-Civira la giustificazione
di tale asserto poiché il ragionamento la esposto per il giro-
scopio pesante vale in generale.

Osservazione I3 - La possibilita di precessioni regolari
a immagine P isolata rispeito a p ¢ confermata dall’ esempio
seguente. Si consideri un giroscopio pesante sollecitato, oltre che
dal peso, da una coppia addizionale di momento diretto come A&
del tipo M, = — /2 (n — po) k& che potrebbe derivare da par-
ticolari collegamenti, del tipo a frizione, di €, con un corpo
rotante con velocita costante u,. In questo caso saranno possi-
bili solo precessioni regolari corrispondenti a velocita proprie
del giroscopio uguali a p,.

2. - Stabilita rispetto a 6 nel caso riducibile alle
quadrature.

In molti casi (giroscopio pesante, giroscopio sollecitato da
forze derivanti da un potenziale funzione della sovla 6, o da forze
di potenza nulla) la conoscenza di due ulteriori integrali (dei mo-
menti) oltre a quello della forza viva permette di ridurre il problema
dinamico all’ ntegrazione di un’equazione, in s = cos 6, del tipo

(11) st=®(s,h,a,b), O0=s<1,

ove h ¢ la costante dell’energia, a, b le costanti dei momenti.
In questi casi se sq, kg, @y, by soddisfano al sistema

(12) CI)(SO’ht)aaorbo):O @’ (307'1l07aoab0):0

(%) La denominazione di precessioni lente é presa dal caso del giroscopio
pesante, perche ivi tali precessioni si hanno con velocita precessionale pic-
colissima, mentre I’ apertura del cono mobile nel Poinsor puo essere piccolis-
sima anche con velocita precessionali grandi.
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ciod se I’ equazione ha una radice multipla in sy, allora il moto relati-
vo a qualunque condizione iniziale, tale pero che cos 6= 30,60=0,
I’energia sia h,, ed i momenti valgono @, e by, ¢ una pre-
cessione regolare o una rotazione uniforme, Vogliamo studiare
la stabilita ridotta all’unico parametro 6 in questo caso.

Si ha senz altro rhe se ® ¢ funiione continua dei para-
metri hya b, s, ed inosy la @ (s, hy,aq,h) ha wn massimo
effettivo la stabilite ridolta all’ nnico parametro 6 ¢ assicurata.

Sia (2, 8) un intorno y di s, tale che in (2, 3), ® (s, hy, g, by)
sia sempre negativa o nulla, con la condizione che agli estremi
essa sia negativa:; questo intorno esiste ovviamente per |’ ipotesi
fatta che in sy la @ (8, hy, g, by abbia un massimo effettivo.
Siovarino ora di poco le condizioni iniziali, e denotiamo con
Woa'sh' i ovalori delle costanti b, a, b, relativamente a (uestu
nuovo moto. Se h’, a’, h" sono sufficentemente prossimi ad kg, a,, b,
D (s, b, a’ b)) sard, pure essa, negativa agli estremi dell’ inter-
vallo (=, 3) e poiché essa dovra essere positiva o nulla per la real-
ta del moto, in qualche punto interno all’intervallo v, essa avra
un numero pari di zeri in 7 ‘contando gli zeri con la loroe
molteplicita). Se &' ed s sono il minimo ed il massimo di questi
zeri (5) avremo che partendo da un angolo 6, prossimo sufficien-
temente a 6. il sistema si muove in maniera che 6 non esce

1y

dall’ intervallo (6", 6"); ove & ros ' =« e ros 8" = <", Infatti

in a6 ed in f)"ﬁ' o certamente negativa la @ (s A’ a’) /). Basta
quindi, per concludere, pensare che s ed s tendono ambedue
ad sy, appena &' a' b tendono ad by, ay, by .

Si osservi ora che implicitunente si & supposto che s sia
interno all’intervallo (— 1, - 1), intervallo che d’ora in poi
denoteremo con S, ma il teorema non cessa di essere verificato
se s cade in uno degli estremi di S. Inoltre si puo anche
osservare che la stabilitd rispetto a 6 si ha anche quando esista
un intorno completo di sy, in cui sia identicamente ® (s, b,
gy be) =0, e la si ha pure, quando esista un intorno destro

(%) Se @ (s, 4.’y 6") dovesse avere mliniti zeri ~i parlerd di estremo
inferiore ed estremo superiore del loro insieme.

b
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o sinistro di sy, in cui sia D (s, ky, ¢y, h,) = 0, mentre nell’ altro
intorno (aperto a destra o a sinistra) sia @ (s, kg, @y, be) >0 .

Si puo anche provare che se ® (s, by, @, , b,) ha wn minimo
effettivo in s, riconoscibile dal seqno della derivata seconda, la
instobilita rispetto a 0 ¢ senz’altro assicurata.

In effetto esistera certamente un intorno (a, B) di s, tale che
in esso D" (s, kg, ay, by) sarda maggiore di un certo ¢ >0 e, per
la supposta continuita rispetto ai parametri, se &', a’, 6 sono
sufficientemente prossimi ad £y, a,, by, sara anche certamente, in
tutto (a, B), @' (s,k',a,b') >e>0. Quindi & (s,k',a',d) o
& sempre positiva in (a, ) o ammette al pia due zeri s’ ed s"

interni ad (a, B), per modo che & & positiva in o &' ed in s”

[
e negativo in s’ s”. In ogni caso, a partire da qualunque posizione
iniziale compatibile con &', &', #', 6 raggiungera o 0o § durante il
moto e cid basta per dedurre la instabilita annuanciata.

Non si pud invece dare un criterio generale nel caso di
radici di molteplicita superiore a due in cui non si abbia un
massimo effettivo. Per dare un’idea della difficolta che si incon-
trano in questa eventualita si consideri il caso che la @ (s, kg, ay,b,)
abbia in sy una radice tripla e si supponga che variando A, a,, b,
di poco ma del resto comunque (sempre peré compatibilmente con
le restrizioni imposte dal loro significato meccanico), ® (s, a, b, ¢)
ammetta sempre tre zeri reali che denoteremo con s',s”, s ordi-
nandoli nel senso crescente delle relative distanze in valore
assoluto da s, . Si ha allora che se & sempre ¢ (s, &, a,b) >0
in s7 577, la stabilitd rispetto a 6 & assicurata. In ogni altro caso
si ha instabilitd. Il caso sopra esposto in cui si ha stabilita, che
¢ ovviamente un caso eccezionale, non si lascia perd in generale
escludere. Bisognera esaminare volta per volta tale eventualita,

3. - Applicazione al moto attorno al baricentro di
un giroscopio soggetto a forze di potenza nulla.

Consideriamo il caso, studiato da G. Griont (8), del moto di
un giroscopio C attorno al baricentro G, supponendo che la forza

(%) D’ ora in poi lo chiameremo per breviti caso del Griort, Il lavoro a
cui ci si riferisce ¢ quello citato in (1).
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agente sull’ elemento generico 4 C, intorno di A2, sia del tipo

F = p* H /\ vdC, ove v denota la velocita di P, H un vettore

costante, p* una funzione di P soddisfacente alla sola restrizione

che f:,u*dC non sia nulla e che una distribuzione di masse, di
¢

densitd p*, abbia rotondo 1ellissoide d’inerzia relativo a G, con
I’asse di rivoluzione cvincidente con I’asse del giroscopio.

In questo tipo di sollecitazione rientrano le forze centrifughe
composte dovute al moto di rotazione terrestre (p¥f= -,
H == 2 @, ove si denotino con p la densita materialedi C|
con ot la velocita angolare terrestre) oppure la forza esercitata
sulle particelle di C quando in € vi sia una distribuzione p*
di cariche elettriche e quando esso sia immerso in un campo
magnetico costante H .

Sia &, &, 1, ¢ una delle teorie centrali d’inerzia [levogire]:
o la velocita angolare del giroscopio, Ak il versore di ¢, % il
versore di H; inoltre poniamo

*

. *
(13)fp.*&zd(,’z/p*"q?n’C=——%—;f&’-*C?‘/i(,':%-—»A*-
¢ ‘© ¢

Il momento M della sollecitazione esterna rispetto a G si
riduce, in base a note considerazioni,

C
2

(14) JlI:/'(}P/\p.*(H/\v)a’C—-:w”/\H( X -+

+(4*—C*cosb k),

ove con f abbiamo denotato, come al solito, I’ angolo di nu-
tazione.

Da questa espressione del momento M si riconosce intanto
che oltre alle rotazioni uniformi intorno all’ asse giroscopico,
diretto come H, sono possibili oo moti merostatici corrispondenti
a condizioni iniziali soddistacenti alla equazione caratteristica,
che st ottiene dalla (10) ponendo

C*
(15) N = ——p H— +v H(d*— C¥) rosh,

)
-
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ed inoltre vvviamente alla 6 (0) = 0. L espressione (15) si ricava
dalla (14) con la sestituzione (L), e la (10) con cid diventa:

L3

(16) Cpyv—(A—C)vrost 4 gLH—g—-—vH(A*—(’*) cosh=0.

Da quest’ultima si riconosce senz’altro che nessuno dei moti
merostatici del sistema ha la sua immagine P isolato rispetto a w.

Tanto basta, attesi i risultati dei numeri precedenti, per
asserire che nessuna precessione regolare o rotazione uniforme,
tranne quelle intorno all’asse giroscopico diretto come H, pud
essere stabile rispetto a tutti i parametri p,q,r, 6.

Sempre tenendo presenti le osservazioni dei numeri prece-
denti, ci riserveremo nel prossimo numero di studiare la stabilita
rispetto a 6 di ogni soluzione merostatica ed in particolare delle
rotazioni uniformi attorno all’asse giroscopieo orientato come H.
In quest ultimo caso la stabilita rispetto a 6 permette di dedurre
la stabilitd teorica della rotazione come faremo infine vedere,

Per quanto riguarda le precessioni lente si osservi che, risol-
vendo rispetto a p. la (16), si ottiene

(A—C)v+H (A" — (%)

(17) po= 200 -k v cos B

dalla quale risulta che per un generico  sono possibili preces-

sioni lente. Infatti per valori della velocita di precessione v molto
*

L%
20

.. . W .o T
dissima, per modo che il rapporto -— & pure grandissimo e quindi
‘ v

prossimi a v, = la corrispondente velocitd angolare . & gran-

"apertura del corrispondente cono mobile del Poixsor ¢ molto
piceola.

Anche in questo caso la stabilita rispetto a 6 ci basterd per
assicurare la stabilitd pratica della precessione.

Osserviamo infine che dalla (16) si ricava, ponendo p = 0, I'e-
quazione caratteristica delle rotazioni uniformi, che & precisamente

(18) veos B ((A —C)v+ H(A* — C*)) =0,
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Questa ¢ verificata intanto per v = 0, qualunque sia 6 e
yuesto caso corrisponde all’ equilibrio, che sussiste per qualungue

. T
posizione di € intorno a G . Inoltre la (18) ¢ verificata per 6 = 5

qualunque sia v, ciot il giroscopio pud ruotare intorno ad un
asse ortogonale all’asse giroscopico disposto parallelamente alla
direzione di H qualunque sia la sua velocita angolare.
Infine 1’ espressione (18) ¢ verificata qualunque sia 6 per
A* — (*

cioe (' ammette rotazioni uniformi, sempre intorno all’asse per O,
parallelo ad H, qualunque sia I’ orientamento di C, purché la
velocita di rotazione sia quella data da (19).

4, - Stabilita rispetto a 6 delle soluzioni merosta-
tiche nel caso del Grioli.

Vogliamo in questo numero occuparci della stabilita rispetto
a 6 delle soluzioni merostatiche individuate nel n. precedente
per il caso del Griowl.

Assunte come coordinate lagrangiane, come al solito, i tre
angoli di Eurkro della terna G,§,v,¢, solidale, con I’ asse ¢
coincidente con 1’asse giroscopico, rispetto ad una terna G, z,
4, « fissa, con I’ asse, x orientato come H , la relativa funzione L
ha la forma

(20) L == -;T @2 42 Ceostip Y- (Asen 6 4 Ccos® 0) 92 4 A 02 +

+ H (C*cos b ¢ + (A% — C*) sen>b ).

Il problema dinawmico & riducibile alle quadrature poiche ¢ e ¢
sono coordinate cicliche e quindi sussistono, oltre all’integrale
dell’ energia 7= 7, gli integrali dei momenti
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35 = Cip | cosO) + g C*ros b — ¢,
oL N . . .
(21) ) = Ccos 0 (p -+ cos ) + dsen? by L

-+ ITI (A* — C*)sen2 6 = 2.

Questi ultimi si possono anche scrivere :

( H
Cr + ~2— C*cos § — o
(217)
. . . H N
Croeos § 4+ Asen® 9+ Y (A* -~ Cr)ysent § =r, .

Eliminando % e 9 si giunge mediante 1" integrale dell” energia
“alla equazione

L

ACsonzn ) (A0

(22) b=t [271,—

&

- C ros: B) (c, — —I‘;—i- C* ros f))“ -—

2Ceosh ("1 — g— C* cos 6) (1’._, - [2{ (A% — C¥) sent 0) +

+ c(c.2 — g (4% — C*) sen? d)a : }

Questa, ponendo s = cos 6, si puo scrivere

(23) ‘;'2:(1)(3,]70’01,02) —l=s<1
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ove ¢

24)  B(s) = leCTo(l — ) —)(A(l —s?) +
+ C.sz) (/0, — —;)I—{— c* s)z —20Cs (/}, — —g— c* s) (1'2 —

—-?(A*-——G*) (1—.s2))+c[c2 —i;{(A* - c*)(l—sv)r” .

Si riconosce ora subito che & (s) ¢ un polinomio di 4¢ grado
che gode delle proprieta che seguuno.

Intanto il coefficiente di s* in @ (s), che denoteremo con 2,
¢ dato dalla

H (A A%
29 = ———— | —_— — =],
(29) o 4/12C((,‘ 0*2)
i D (2) % a secondn che 4% il poli
e quindi (£) =1 = a sceonda che T < oo ol
nomio si riduce al essere di terzo grado se A —4*;
C O*2

Denoteremo  nel seguito, per maggior semplicita, il mppurm~0—
A*

Con facili caleoli si trova inoltre che, in generale, sussiste
per il polinomio @ (s) la diseguaglianza

con A e con A* il rapporto

1 C* 2
(26) (P(:tl):—-}lz(cl—-[]—-z—i('z) =<0.

Distinguiamo ora i tre casi a4y >0,2,<0,2,= 0.
I CA;O Py >0.

Sara cioe

(27) A2,

Notiamo subito che nel caso delle forze centrifughe composte,
poicheé & A* = A4 e C* = O, la (27) comporta C > A4 .
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Il polinomio ® (s) ¢ negativo o nullo in -1 ed in — 1,
& positivo in 4+ x e — o ed ¢ certamente positivo o nullo in
un punto almeno dell’intervallo §. Esso pud quindi avere:

a) Due zeri reali distinti o coincidenti interni ad S o negli
estremi di S e due zeri distinti esterni ad S o negli estremi di §.

b) Uno zero doppio in un estremo, in cui la ® & minima,
ed altri due zeri distinti o coincidenti non tutti e due interni.
né¢ tutti e due esterni ad S .

¢) Uno zero doppio in un estremo, in cui la & ¢ massima,
e due zeri semplici non interni ad S.

d) Uno zero triplo in un estremo ed uno zero semplice non
interno ad S.

Saranno dunque possibili in guesto easo moti con nutazione
dellasse ¢ moti in cui 'asse tende a disporsi parallelamente
alla direzione del campo H .

Per condizioni iniziali soddisfacenti alla equazione (16), ® (s)
ha uno zero multiplo in un punto s, dell’intervallo (— 1,4 1);
se s, & uno zero multiplo interno all’intervallo S, ® (s) non pud
avere ivi che un massimo. Infatti lo zero non pud essere che
doppio perch¢ internamente ad S non possono cadere pin di due
zeri di ® (s) e perche @ (s) & non positivo agli estremi di S.
Cio basta per dedurre che ogni precessione regolare o rotazione
uniforme ad asse di rotazione non coincidente con 1’ asse giro-
scopico ¢ stabile rispetto a 6 e quindi, tenuti presenti gli integrali
dei momenti, anche rispetto a ¢ e p e di conseguenza rispetto ad 7;
purtuttavia essa non ¢ stabile, per quanto abbiamo detto sopra.
rispetto a p e ¢.

Se si considera una precessione lenta o. la dimostrata stabilita
rispetto a 6 di g ci assicura della sua stabilitd pratica. Lnfatti per
I’ osservazione del n. 2 il divario tra ¢ ed una precessione molto
prossima ad essa, non diventa mai appariscente e lo stesso succede
se si confronta la o con una generica soluzione o inizialmente
prossima a a; cio deriva dal fatto che in questa generica o si
presenta a differenza che in una precessione regolare solamente una
nutazione dell’asse giroscopico la quale, data la stabilita rispetto

a B, si mantiene dello stesso ordine del divario iniziale da o.
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Per concludere questo primo caso restano solamente da esa-
minare le rotazioni uniformi intorno all’ asse giroscopico orientato
come H .

Supponiamo quindi di partire da condizioni iniziali relative
ad una rotazione istantanea intorno all’asse giroscopico diretto e,
per tissarc le idee, orientato come H . Civé supponiamo

(28) B, =0,6,=0,c, = 0,-+-2f£c*, vg=Cr,2Ty=Crt.

11 polimonio ® (s) diventa allora

Y 22
(29) d)(s):(LA-E%[(l.-l—s) -AH4C (1—s) — ACC*r H+
* __ (%
+ €2 p H (4% — %) — C s I1* C* (é—-z—"—) —

— ('_g (A* — C* (1 + .5)!— c (1120*5_ Cr):. ’ .

Ora siccome se ¢ @ (s)= (1 — 8)2 f(s) ¢ anche D" (1) =
== 2 f (1), il punto 4 1 sard per ® (s) un punto di massimo o di
minimo, a seconda che I’ espressione

(30) — 2 ACC*r H+ 2Cr H(A* —C*) — CH2C* (A — () —

—OH2 (A*— (*2 —2C (H;" — c;-)2

risulta minore o maggiore di zero. Se essa poi ¢ nulla, ®(0)
ha in 4 1 uno zero triplo non potendo tale zero essere di or-
dine superiore, per quanto visto piu sopra.

1l segno dell’ espressione (30) coincide col segno della se-
guente funzione. di secondo grado in 7,

Bl) f(N=—Cr*4+rHA*C—ACY - H2A*(A% — C¥).
Si noti ora che il discriminante di f(») & dato da

(32) A=H (4% C— AC*? —4C2 A* (4 — O '
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onde se

(33) (K — )2 — 4 0% 0% — 1) < 0.

A ¢ negativo e poich¢ allora f(r) & pure sempre negativo, ® (s
o p p l =

ha un massimo in 4 1, percio qualunque sia » la rotazione

uniforme ¢ certamente stabile rispetto a 6. Che se & invece

(34) (N — N2 — 4 A (M — 1) >0

allora, denotate con »p ed r, le due radici  dell’ equazione
fry =0, avremo che per r; < r < r, la rotazione uni-
forme ¢ instabile rispetto a 6 e per r<Zr; 0 r>r, essa ¢
stabile.

Osserviamo che nel caso delle forze centrifughe composte
si ha L1* = A4, C* = C ¢ quindi k = »* & certamente minore di 1.
In conseguenza di cio la rotazione uniforme considerata sari
stabile o instabile rispetto a 6 a seconda che varra il segno
superiore o inferiore nella segnente disuguaglianza

(35) iz 2et M1 —)).

E inutile trattare il caso della radice doppia in —- 1. si
troverchbero analoghi risultati. data la simmetria del sistema
dinamico.

Si supponga infine, per finire questo casv, che r annulli
la (30). per modo che ® (s) ammetta addirittura una radice tripla
in -+ 1.

Dimostriamo che anche in (uesto caso la rotazione uniforme
¢ stabile rispetto a 6. Basta infatti pensare che variandv di poco
le condizioni iniziali il polinomio ® (s) che ammetteva una radice
tripla in 41 ed ecra negativo in tutti i punti interni di S,
ammettera in generale tre radici reali distinte o coincidenti pros-
sime a —+ 1, due delle quali, che indicheremo con s,,s, certa-
mente appartenenti ad S e tali che @ (s) =0 per s, << s=<s,
e D (s) <<Oper —1<s< s, ed s, <<s< + L. Tanto basta per
assicurare che la rotazione uniforme ¢ certamente stabile ri-
spetto a 0.
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E inutile rifare il ragionamento, gia esposto pilt sopra nel
caso delle precessioni, lente per assicurare che la stabilita rispetto
a 6 comporta, in questo caso, la stabilitd completa della rotazione
uniforme.

IIo Caso: a,<C0.
Sara cioé
(36) A< \*2 |

Notiamo anche qui che la (36) composta, nel caso delle
torze centrifughe composte C < 4 .

In questo caso P (s), che & sempre negativo o nullo in 41
ed in — 1 e negativo all’ infinito, non pud avere una radice esterna
ad S, e tre radici interne e pud avere radici doppie triple e
quadruple. In questo caso si potranno avere moti in cui 6 tende
asintoticamente ad un valore qualunque 6y, oltrc che moti cor
nutazione come nel caso precedente.

Se il polinomio ha una radice doppia in un punto s, interno
ad 5 la soluzione merostatica corrispondente pud essere in questo
caso stabile v instabile rispetto a 6, poiché @ (s) puo avere, a ditte-
renza del caso precedente, un massimo o un minimo in quel punto.

Supponiamo ora che il polinomio @ (s) ammette in un
punto s,, intero ad S, una radice tripla ed una radice distinta s,
che sara ovviamente semplice e non potra essere esterna per
I’ osservazione gia fatta. Siano T}, ¢, 3 i valori di 7, ¢, ¢, cor-
rispondenti a questa eventualitd. In questo caso la soluzione ¢
certamente instabile rispetto al parametro 6.

Per provare cio si assumano condizioni iniziali prossime
a quelle corrispondenti alla soluzione merostatica considerata ma
in tal guisa (e cio ¢ sempre possibile) che ¢ e ¢, conservino i
valori ¢?, ¢y mentre 7'y diventi 7'y - T, ove per fissare le idee
sia >0 . Denotato allora con ®, (s) cid che diventa ® (s) per
i valori Ty, ¢}, c;y delle costanti T, ¢, e ¢, il polinomio b (s)
corrispondente 7" valori Ty + T, ¢!, ¢ avra, come si riconosce
subito, la forma
T
A4

(2]

D (s)= Py (s) + (1 - s%).
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Notiamo ora che la funzione secondo termine del secondo
membro ¢ sempre >0 in tulti i punti interni ad §, onde
il polinomio @ (s) continua a conservarsi positivo, in tutto un
intorno di s, destro o sinistro a seconda chie ®,(s) & crescente
o decrescente in sq, intorno che & di ampiezza finita in quanto
il suo secondo estremo pud essere o un estremo di S o un punto
prossimo ad s;. Tanto basta per concludere che la soluzione
merostatica ¢ instabile rispetto a 6.

Supponiamo infine che & (s) abbia una radice quadrupla
in s, che pud essere anche un estremo di S. Poicheé ®(s) ha
ivi necessariamente un massimo la soluzione merostatica ¢ stabile
rispetto a 6.

Non restano da studiare che le rotazioni uniformi intorno
all’ asse giroscopico diretto come H . Sein 4+ 1 oin — 1 cade una
radice doppia, il ragionamento fatto nel caso a,>>0 continua a
valere anche qui. E continuano a valere tutte le conseguenze
relative, tranne che, nel caso delle forze centrifughe composte,
si pud dire ora che certamente sara A > 1, poich¢ ora ¢ C > A4:
onde essendo sempre A <0, tutte le rotazioni uniformi intorno
all’ asse giroscopico diretto come H sono stabili.

Tornando al caso generale supponiamo infine che r annulli
la (29), per modo che -+ 1 sia radice tripla di ®s) (questo caso non
si veritica, nel caso delle forze centrifughe composte, che se k=
ed » = 0). Allora se I'ulteriore radice semplice s* di ® (s) e
maggiore di 1 la votazione uniforme & stabile, se ¢ minore di 1
¢ instabile.

Infatti, nel primo caso, il polimonio @ (s), relativo a condi-
zioni iniziali variate di poco da quelle relative alla soluzione
merostatica considerata, avrd uno zero prossimo ad <* e certa-
mente due zeri interni ad S distinti o coincidenti e prossimi
a 1, tra i quali @ (s) si mantiene positivo mentre nei punti
esterni all’intervallo da essi delimitato, ma interni ad S, la ® si
mantiene negativa. Con cio risulta, al solito. provata la stabilita.

Neol sacondo caso s* <1 operiamo, come piu sopra, consi-
derando eondizioni iniziali variate in tal guisa che ¢; e ¢, con-
servino i valori ¢}, e} relativi alla soluzione merostatica consi-
dorata, mentre T diventaTy, 4+ 7', con T'>> 0. Varra allora anche
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qui la relazione (37) ed in tutto un intervallo finito, a sinistra
di 41, @ (s) si manterra positiva il che permette di dedurre la
instabilita della rotazione uniforme.

Se addirittura 4+ 1 & vadice (uadrupla la soluzione mero-
statica ¢ ovviamente stabile.

Anche qui ¢ poi ovvio che, come nel vaso precedente, la
stabilita rispetto a # comporta la stabiliti completa.

[IIo Ciso: Ay = 0.

Nara quindi

(38 o= A¥2

Notiamo anche qui che, nel caso delle torze centrifughe-
composte, la (38) comporta L = 1 e ciot che Dellissoide dinerzia
di " & una sfera,

Il polinomio @ (s) si riduce ad un polinomio di terzo grado
e poiche continua a valere la (26), I'andamento di questo poli-
monio resta fissato sufficientemente per poter stabilire che esso
avra, in generale, al massimo due zeri reali distinti o coincidenti
interni ad S. Pud avere uno zero doppio in un estremo oppure
anche uno zero triple in un estremo, a meno che non sia identi-
camente nullo. Con considerazioni analoghe a quelle dei numeri
precedenti si stabilisce che i moti merostatici, corrispondenti ad una
radice doppia interna ad 8, sono stabili. Per le rotazioni uni-
formi, corrispondenti ad una radice doppia coincidente con -+ 1,

si ha, considendo la (33), che per J A = A* interno all’ inter-

vallo (1, 1—_'_7“—7) ogni rotazione uniforme, intorno all’ asse gi-
roscopico diretto come H, & stabile, qualunque sia la velocita
angolare 7; se invece | A = A* ¢ esterno all’intervallo suddetto,
lo stesso succede solo per » esterno all’intervallo delle due ra-
dici r, ed r, della corrispondente /(») = 0, invece per r; < r<r,
la rotazione uniforme & instabile.

Se @ (s) ammette una radice tripla in una estreno, la rota-

zione ¢ certamente stabile,



