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OSSERVAZIONI SULLA STABILITÀ DEI MOTI MERO-

STRATICI DI UN GIROSCOPIO ED APPLICAZIONI

AD UN CASO NOTEVOLE

Nota (*) di GIUSEPPE COLOMBO (a 

Si fanno alcune considerazioni di carattere generale sulle

precessioni regolari e sulle I’UtaZ1U111 LLIIItUr1111 di un giluscopio, C,
nel ~l1otO intorno ad un punto del suo asse. Si osserva che la

stabilità teorica (rispetto a y, ~~ , n, ~) ~; un’’ eccezione e che di

regola si ha instabilità.

Nei casi i~~tegl’abili si danno criteri rapidi per riconoscere

della stabilità rispetto a 8 delle soluzioni prese in esame. Di

queste usservazioni se ne fa infine uu’ applicazione allo studio

delle soluzioni ~l~erostatiche relative al caso, studiato per altri

rignardi da l-L (l), di un giroscopio girevole intorno al

bal’icent~’o, sollecitato da forze di potenza ~~ulla, soffermandosi

sopratutto sul che la sollecitazione sia quella delle forze

centrifughe - eo~uposte, inerenti alla rotazione terrestre.

***

1. - Un’ osservazione sulle precessioni regolari e

sulle rotazioii unifurmi di un giroscopio.

Supponiamo a priori che tra i n~oti ~~us5ibili di un giro-
sC’op~o C, girevole intorno ad un punto O del suo asse per ora

(v) Pervenuta iu Redazione il 2 settembre 1950.

( 1) (i. URIOLI, attorno (ti bczrice~itrv di un ~iruscol.~io soygetto (t

di Hewl. d~ Mat. e delle III-IV, 1917.
pp. 439- 463.

5



60

qualunque, e sollecitato da forze di momento rispetto ad Q ,
esistano iiiuti ~nel’ostatici (precessioni regolari o rotazioni un~-

Vogliamu vedere cosa si può dire in generale di 

~’oi~~iié le rotazioni uniformi rientrano come particolare
nelle precessioni regolari supponiamo sia h- il versore dell’ asse

giroscopico e 1- il versore del~ asse di preuesSiol~e, inoltre siano P4
la velocità angolare propria e v la velocità angolare di precessione.

La velocità angolare di G’ sarà dunque data da

e dalla nota formula, in cui è ovvio il significato dei simboli

tenuto ~~ontu che 11, v e h sunu cust~,uti durante una precessione
e quindi è custante anche r, che, come è vale

si ha subitu che il momento della 5ulleuitariune esterna 

suddist’are, durante la precessione, alla

Da questa intanto risulta che afliuchè sia possibile per il

nostro sistema un l1~oto merost~,ticu, corrispondente alla deter-

111inazione o = ~.o X + vo K e~i air angolo d  i utazio e 00 , oc-

corre che il momento risultante M (che sarà in generale fun-

~2I Cfr. TULLIO LEVI- CIVITA e Uoo1AMALDI, Letioni di r~~eccanic~ rci-

zionale, Zanichelli Bologna 1927. Vol. 11, parte la, p. 301.
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zione 8, ~, 1~, 0, essendo supposta la sollecitazione indi-

pendentemente dal te~upo) soddisfi alla identità Ill ff e f~

Ad ogni terna di valori ~J.o, Yo, °0, tali die rendano solidi.

~~atta la identità (5), corrispondono X2 precessioni regolari di

asse X. e di asse cli i fign l’a I~-, in corrispondenza alle VJ’ scelte

arbitrarie dei va ori iniziali 4e~li di 

Si supponga che il vettore J.1r (~ , 9~ 6, ~, ’P, 6,) ammetta per
i p iesu iita precessione regolare, tenuto conto di i (1), una

decomposizione del tipo

uve un vettore qualunque. ~llow ad ogni terna soddi-

sfacente al sistema

ove la seconda equazione deve intendersi identica ~ ~ , cO~-
rispondono ~2 soluzioni ~uerü’itatichp. Di soluzioni dei sistema (7)
ve ne possono essere lill numero discreto, oppure ull semplice o
una doppia infinità.

Se per esempio si ha

ove ~’~~,) si annulli solo ~i avranno in generale 003
sotnzioni tnerostatiche ~n alle -;1 terne 1

eon v e fi soddisfacenti alla

Se invece e sempre -- O ~’ioè se si ha
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alle m? terne vo , 60 risol venti 1’ equazione

corrispondono x4 soluzioni merostatiche.

Prenlesso ciò, se si vogliono studiare queste precessioni
regolari o rotazioni uniformi in relazione alla loro stabilita, si

può fare se~~z’ altro uii’osserv.aziJne di carattere immediato, gene-
ralizzando quanto il LEvr - C~vrTA dice a proposito del giroscopio
pesante.

Per maggiore chiarezza del seguito siano p,, v, fi coordinate

di un punto P. Per un ben deter~l1inato X sia I ~ insirn~e dei

punti P, alle cui coordinate corrispondono soluzioni ~l1erostatiche.

Ovvian~ente 1 può essere costituito da punti isolati, oppure da

punti isolati e punti di accu~~~ulazione di punti di I. In ogni
modo I è contenuto tutto nello strato E definito da 0 m x

ed ad ogni punto di I appartenente ai piani 0=0 o 8 = ~

corrispondono rotazioni u~~iforn~i intorno all’ asse giroscopico.
Diremo che un punto I’0 di 1 se esiste

un intorno i di Po tale che tutti i punti di I che cadono iu i

(se ve ne sono) appartengono anche al piano t.L = 
Si ha allora subito che :

regolare o ltna nota~io~ze unifornze 
quelle all’asse non è stabile rispetto a p, q,
n , 0, se la corrispondente zna~y7a,gt~ae P non è a ~..

Per diinostrare ciò basta riprendere, adattandolo, il ragio-
~~a~nento, esposto nel testo citato del LEv~-C~vrrA, con il quale l’Au-
tore dimostra la instabilità delle rotazioni permanenti ad asse non

giroscopico e delle precessioni regolari del giroscopio pesante (3).
Si noti intanto che, durante una generica precessione regolare,

la quantità + q2 ~ @ modulo del componente equatoriale della

velocità angolare, resta costante. Sia allora á una precessione regolare
corrispondente ai valori ~J., Y, 8 , c~ , ~.~ , e P il corrispondente punto
immagine. Se P non è isolato rispetto a p , si potrà, in un qualunque
intorno di P, trovare un punto P* (,~.’~, v*, 6*), con e

quindi una precessione regolare a* inizialn~ente prossima quanto si

(1) Cfr. testo ;itato in (2), vol. II, parte lla , p. 170.
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vuole a a . Confrontian~o 1«1 J con la a*. Vedren~o subitu che, pur man-
tenendosi costanti i divari tra i valori sincroni di ~~ e d , i divari tra

i valori sillcrolli i di p assumono valori filiti indipendenti dai
divari iniziali. Su un piano in cui siano p coordinate car-

tesiale ortogonali siano Q e Q* i punti di coordinate p, q

relative alle due precessioni a e a~. Poichè p2 + q2 si mantiene

nella 3 selnpre ug.uale a w2 + q2, @ nella a* a ~~* 2 + q* 2, i punti
Q e Q* si muovono su due circonfcrellze, di raggi rispettiva-

mente uguali a j~h2 -~- ~’ ed a j~h*~ -~- ~*~ con velocit~  ango-

lari -e ~.*. Ora poichè i punti Q e Q* al crescere di t

uniranno per trovarsi ad un certo istallte da parti opposte rispetto
air origine C) cioè a distanza u~’uale alla somma dei raggi delle

due circonferenze. Tanto basta per dire dine i valori sirlcrolli

di i 1) e (1 relativi i alle 1 ue precessioni regolari finiscono per dif-

ferire di una quantità clie non dipende dai divari iniziali delle

atesse variabili.

0.-,SF,RVAZIO.XF, - Il ragionamento esposto cade ovviamente

in difetto solo se I’ è isolato rispetto a p oppu re se + -q*2
vale zero. In quest’ ultimo caso siamo in presenza di una rota-

zione ~~nifurn~e intorno &#x26;llÌ’ llsse g-iroscopico e lo stesso ragiona-
mento serve~ in parte, a dimustrare la stabilità rispetto a h e /
una volta che essa sia stata stabilita’ ad r e 6 . Infatti iii questu
caso il cerchio descritto da Q degenera 1&#x3E;ell’origiiie delle coordi-

nate ed i plllltl Q e Q* si allontanano al crescere di t al mas-

~i~~~O di ~’~j +4~~ che rappresenta il divario iniziale dei valori

di + ’12 nei due È da osservare però che con ciò

non resta aem’ altro dimostrata la stabilital perdio la rotazione

uniforme va confrontata anche con tutti i moti variati e non

soltanto con le precessioni rPgolari ad essa prossi~ne.

Se a~~zichè di stabilità, teorica si intenda

parlare di stabilità pratica nel senso che se pur diventa finito il

divario tra due nÌ0ti a condizioni iniziali prossime, tuttavia tale

divario non o in pratica pereepibile, allora ci può essei&#x3E;r stabilità

anche nel caso iii non isolato rispetta a ~, purché il

~ t
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rapporto u. v relativa a a sia tale che rancete di apertura
del cono ~110bile del sia cos  piccolo, da non essere

in pratica percepibile. Sian~o ovviamente nel caso delle preces-
sioni lente (4) ed anche qui la stabilità teorica rispetto ad r e b
ci assicura della * stabilità pratica della precessione rispetto, si

intende, sol&#x3E;iinente alle altre precessioni e non a tutti i moti

variati. Rimando al testo citato di L~~VI -Ci VITA la giustificazione
di tale asserto poicrtè il ragionamento là esposto per il giro-
scopio pesaote vale in generale.

111~ - La possibilità di precessioni regolari
a immagiiie P isolata rispetto a t1 è confermata dalle’ esempi
seguente. Si consideri un giroscopio pesante sollecitato, oltre che
dal peso, da una coppia aduiziollale di momento diretto come 1~

del tipo jM~=2013~ (~. - ~o) 1~ che potrebbe derivare da par-
ticolari cullegalnentr, del tipo a frizione, di C, con un corpo
rotante con velocità costante In questo caso saranno possi-
bili solo precessioni regolari corrispondenti a velocità proprie
del giroscopio nguali a poi .

2. - Stabilità rispetto ~, e nel caso riducibile alle

qnadratu~’e.
In molti casi jgiroscopio pesante, giroscopio sollecitato da

forze derivanti da un potenziale funzione della sola 8 , o da forze
di potenza nulla) la conoscenza di due ulteriori integrali (clei n~o-
menti) oltre a quello della forza viva permette di ridurre il problema
dinamico aIPntegrazione di un’equazione, in r tipo

ove h è la costante dell’ energia, a, h le costanti dei J1101l1enti.

In questi casi se ,90, soddisfano al srsterll~

(1) La denominaziona di precessioni tento è presa dal caso (Iel giroscopio
pesante, ivi tali precessioni si hanno con velocità precessiona e pic-
colisgima, mentre 1’ apertura cl~~l cono Il10bile tlel POINSOl’ pu r essere piccolm-
sima anche con z eloeità precessionali grandi.
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cioè se 1l una radice multipla iii allora il moto relati-

Vù a qualunque condizione iniziale, tale perù che do = - 0,
~ energia si~i ho, pd i ~uo~neuti valg-o~~o (fo e ho , (l una pre-
ce~sio~~e reg-olare o ~~na rotazione unifor~ne. V ogl~an1o studiare

la stabilità ii1&#x3E;tta all’unico para~netro 8 iii questo caso.
Si ha 1&#x3E; ,; ~r~utiitTC~ 

I LP.tl’L h, rr, h, ,, ~y io so la (P ha rG)t )jtrzss?7)Ifi

lrr f~ ~ 

(x. ~3) ull intorno "( (li 5sr tale cho in (a, 3), ~ (s, ho’ a , ho)
sdl sen~pre Ile~.~,ativ’a1 ~1 ~~ulla, la condizione clle agli estre~ui

essa sia neg-ati va ~ ~nesto intorno esiste ovvian~ente per ~ ipote~i
fatta clie i I1 So la (I&#x3E; (s, ho i ahhia ~111 n~as~in~o effetti B’0.

~i varino &#x3E;iii di pocu 1P uuucli%iulli iniziali, f~ (~enútian~o ~’un

h’, r~’, 1)’ 1 delle costanti h, a, Il, relatiBY~~luente a questo
~lUOVO 1110tO. Se h’, r~, h’ sufTIc~nteJnel~te pru~si~ni arl ho , 1)~,
4S (s~ I~’. %)’~~ pure ~lP~ativa agli e~tl’e~ni lell’ ii&#x3E;tei-

vallo (,x, 13) e poiehè 1&#x3E;;rùi essere positiwl () nulla per la real-

tà del moto, iii (~ualche punto interno all’intervallo., essa avrà

un ~lu~nero pari (~1 zeri iii y (eontando gli zeri con la loro

Il~olteplieità). .~.;’ ed ,;" sono il i1111111110 ed il massimo (~1 questi
zeri (5) avren~o elie pa~’tendo da iiii prossimo snfficien-
ten~e~~te a Il il sisten1êl si Il~uove iii maniera che 0 non esce

(lall’ intervallo (0’, ’1"), oye r~ ros H’ = .~.;’ P 6" == R". Infatti
, ---, -I
in x fi ed iii ~ certa~nente la cI&#x3E; (s, h’, n’, h’). Ba:-;ta

quindi, per C(111t’lllflerP, pensare s’ed s’" tell(~c1110 an~bedup
aci .; , 1 a p p e n a h’, rr’, h’ te l 1ft o n o a(1 ho , 

Si osseivi ora (’l1P ilnpli~’itall1rntc si 0 suppustu che R’ sia

iiiteriio all’intprvallo (- l, -I- 1), intervallo {’he 1’ora i1 pui
(lenote~’en~o con S, n~a il teoren~a non {’essa di essere verificato

~e .~’ iii nno degli estremi i (li i ~S . Inoltre si può anche

oaservvre che la stabilità 1’ispettu a (j ;i ha anche quando esista

un intorno completo (li s’o, iii c’ui ~ia identica~nente 4) (,~, ho ,
0 , e lal si liii pure, quando esista iiii iiito , o destru

(5) ~t~ ~ {’’’, ln, doyesse ~u~i~~iti m parlel’Ù d~ 

infèrjOI’P 1"1’0 jn.....ieme,

5
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o sinistro di in cui sia Ò (s, (lo, h,,) 0, mentre nell~ altro
intorno (aperto a destra o a sinistra) 

Si può anche provare che (s, ho, (t,, , bo) ha Illt !lLlI22IItG
effettivo in so, ~~ic~~ioscibite dal segno della la

instabilità rispetto a 8 è .senz’ nltoo 

In effetto esisterà certamente un intorno di so tale che

in esso 4Y" (s, ho, ao, bo) sarà maggioie di Llrl certo s &#x3E; 0 e, per
la supposta continuità rispetto ai parametri, se h’, cr,’, b’ sono

sufficientemente prossimi ad h o , no , bo , sarà anche certamente, in
tutto (x, ~3 j, ~" (s, h’, cz’, b’) &#x3E; e &#x3E; 0 . Quiiidi 4$ (s, h’, ~x’, b’) &#x3E; o

è sempre positiva in o ammette al più due zeri .5~’ ed .~"
I 

/ 
I

interni ad (a, fi), per modo è positiva in x s’ ed in 
1--- i

e negativù in .s’ .s". In o~rii caso, a partire da qualunque posizione
iniziale compatibile con h’, a’, b’, 0 raggiungerà a. o fi durante il

moto e ciò basta per dedurre la instabilità annunciata.

Noi si può invece dare un criterio generale nel caso di

radici di molteplicità superiore a due in cui non si abbia un

massimo effettivo. Per dare uu’ idea della dimcoltà clle si incon-

trano in questa eventualità si consideri il caso che la (D (~, ho, ao, ho)
abbia in so una radice tripla e si supponga che variando ho, 
di poco ma del resto comunque (sempre però compatibilmente con
le restririoui imposte dal loro significato ineccanieo), 4F (.s, a, b, c)
ammetta sempre tre zeri reali che denoteremo con s’, s", ,R"’ ordi-

nandoli nel senso crescente delle relative distanze in valore
assoluto da Si ha allora che se è sempre ~D (s, h, cc, b) &#x3E; 0
in s’ s", la stabilità rispetto a 0 è assicurata. In ogni altro caso
si Ua iiistabilità. ll caso sopra esposto in cui si ha stabilità, c·lle
e ovviamente un caso eccezionale, non si lascia però in generale
escludere. Bisognerà esaminare volta per volta tale eventualità.

3. - Applicazione al moto attorno al baricentho di
un giroscopio soggetto a forze di potenza, nulla.

Consideriamo il studiato da G. GRIOLI (6), del rnoto (li

un giroscopio C attorno a! baricentro G, supponendo CI1P la forza

(ti) D’ ora i~~ pui lo chiameremo per brevità caso del GRIOL1. Il la;oro a

cui ci ;i rifari5ce è quello citato in (1).
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agente sull’ elemento getierico d C, intorno di P, sia del tipo
= jH C, ove v denota la velocità di P, .H un vettore
costante, p* una funzione di P soddisfacente alla sola restrizione

che non sia nulla e che nna distribuzione di masse, di
C

densità tJ. *, abbia rotondo 1’ ellissoide rl’ inerzia relativo 

l’asse di l’i volu~ione coincidente con ~ asse del giroscopio.
In questo tipo di ~ollecita~ione rientrano le forze centrifughe

co~nposte dovute al moto di i rotazione terrestre (p.:’ = -- ~.,
H - ? o ve si denotino p la densità materialedi C,
con Mi la velocità angolare terrestre) oppure la forza esercitata

sulle particelle di C quando in C vi sia una distribuzione p*
di cariche elettriche e quando esso sia immerso in un campo

magnetico costante H .
Sia una delle teorie centrali d’inerzia [levo~ire] ;

(o la ve~o(-.ità angolare del giroscopio, 1.~ il versore di i, X il

vrrsore di H; inoltre poniamo

Il momento delia sollecitazione esterna rispetto a (i si

riduce, iii base a note considerazioni,

ove con O abbiamo denotato, come al l’annoio di nu-

tazione.

Da questa espressione dei momento si riconosce intanto i

che oltre ’alle rotazioni uniformi intorno alasse giroscopico,
diretto come 11, sono possibili oJ4 moti merostatici CO~TispOI~(~p~1ti
ai c t) Il ti i z i t) 11 i i ~l i z i a ~ i i a 11 a equazione caratteristica, t
che q~ ottiene daHa(!0) ponendo

,,-
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ed inoltre ovviamente alla 0 (0) = O . 1,’ espressione (15) si ri~~~v~
dalla (14) con la sostituzione ( 1) , e la (10) cun c~iyenta:

Da qnes~ ultinlfi si ~en7:’ altro che n~ssuno dei moti

merostatici (lei sistema ha la sua inma~ine ~ isolato rispetto a p~.
Tanto hasta, attesi i risultati dei numeri precedenti, per

iisseriie che nessuna precessione regolare o rotazione nniforme,
tranne quelle intorno al1’ asse giroscopico diretto come .11, può
essere stabile rispetto a tutti i parametri 6.

Sempre tenendo presenti le osservazioni dei numeri prec~e-

denti, ci riserveren~o nel prossimo numero di studiare la ~tabilita

rispetto a 6 di ogni soluzione ~nerostatiea e(~ in particolare delle
rotazioni uniformi attorno all’ asse giroscopico orientato 
1r~ ultimo caso la stabilita rispetto Cl fj permette di dedurre
la stabilito teorica della rotazione corne faremo infine vedere.

Per quanto riguarda le precessioni lente si osservi che, risol-

vendo rispetto a p. la 1 (i) , si ottiene

dalla quale risulta che per un generico 6 sono possibili 
sioni lente. Infatti per valori della velocità di precessione v moltf

.. 

1 
. 

~ t L... L 
’

prossimi = 2 C , la corrisponde te velocita ang-o are tL e 2 C

fli~si~11a, per modo rhe il r~pporto ‘~ è pure grandissimo e quindi. 

Y

~ apertura del corrispondente cono mobile del POI1’~oT o molto

piccola.
Anche in questo caso la stabilità rispetto a (j ci basterà per

assicurare la stabilità pratica della precessione.
Osserviamo iufine che dalla (16) si ricava, ponendo = 0 , 1’ e-

quazione caratteristica delle rotazioni uniformi, cile è precisamente
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Questa e verificata intanto per v = O , qualunque sia 0 e

questo caso corrisponde a~~~ equilibrio, che sussiste per qualunque

posizione di C intorno a G. Inoltre la (18) è verificata per 6 = 2
qualunque sia v, cioè il giroscopio può ruotare intorno ad un

asse ortogonale alleasse giroscopico disposto paraIlelan~ente alla

direzione di H qualunque sia la sua velocità angolare.
Infine ~ espressione (18) è verificata qualunque sia 8 per

cioè C,’ an~~nette rotazioni uniformi, sempre inturtio all ’asse per 0,
lWr~,llelu ad (qualunque sia l’ orientan~ento di iu, purchè la

velocità di rotazione sia quella data da (19).

4. - Stabilità rispetto a 6 delle soluzioni merosta.

tiche nel caso del Gridi.

Voglial110 in questo numero occupat’ci della stabilita rispettu
a H delle soluzioni merostatiche individuate nel n. precedente
per il ~ ~’d5U del Gpiou.

Assunte come coordinate lagrangiane, come al solito, i tré

angoli di EuLMRo della terna 6r ,~, q, 1, solidale, con I’ asse C
coincidente coi l’asse biruscopicu, rispetto ad una terna (1, i x,

/I, t fissa, con 1’ asse, x orientato come H, la relativa funzione L
lta la forma

’ 

Il problema dinamico è ridncibite alle (piadratnre poiché y e ~
sono coordinate cielielie e quindi sussistono, oltre ~11’ llltP~i’~Ie
dell’ eiiergia T = 7~ gli integralí dei inonienti .
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Questi ultimi si anche 

mediante l’i~~ttlgTale del~ energia
- alla equazione

Questa, ponendo si può scrivere
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ove e

Si l’iconice ora subito (y e un polinomio di 40 ~racl(~
’’he g’ode ~lel le proprietà che seguono.

intanto il coelliciei te (~1 a‘~ in W (.~), che de~~otel’en~O con x,"
L~ dato dalia

.. 
J 

e qu~nd~ .p 1 ~ ) -- ~"’ ~ ~t seconda che 
y ~ 

.... /! 
nO~lllO si ~~d uce ad essere di ter~o grado - ~,* ~ .

Denuteremo nel seguito, per maggior sempiicità, ~C’llUt~IGlllll I1~1 ~ler senylicita, il t C
"~ 

e coti ’B’~ il ra porto 
A*

e coti ". il rapporto ~- .p C*

C011 facili calcoli si trova inoltre che, in generale, sussiste

per il poli~~u~~~io l&#x3E; (s) la diseguaglianza

Distinguiamo ora i tre casi a, &#x3E; 0, a.()  0 ,x() = 0.

1(3 CASO : ò  o &#x3E; 0 .
Sarà cioè

Notiaino subito che nel ~aso delle forze centrifughe composte,
poichè è A* = A e C* == C, la (27) comporta C &#x3E; A .
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Il polino~nio 4&#x3E; (.s) o negativo o nullo in -p 1 ed in -- 1 ,
è positivo in + x e - 3-- ed è certamente positivo o nullo in

un punto almeuo dell’intervallo S. Esso può quindi avere:

a) Due zeri reali distinti o coincidenti interni ad S o n~gli
estremi di S e due zeri distinti esterni ad S o negli estremi di ~;.

b) Uno zero doppio in un estremo, in cui la (D è minima,
ed altri due zeri distinti o coincidenti non tutti e due interni.
nè tutti e due esterni ad S .

r) Uno zero doppio in un estremo, in cui la I&#x3E; è massima,
e due zeri semplici non interni ad S .

ti) Uno zero triplo in un estremo ed uno zero semplice non
interno ad S.

~al’aU~~O dunque possibili in (juesto caso moti con nutazione

dell’asse e moti in cui l’asse tende a disporsi parallelamente
al ~a direzioiie del campo J~.

Per condizioni iniziali soddisfacenti alla equazione (16), (~’)
ha uno zero multiplo in un punto So dell’intervallo (20131,-t- 1);
se So è uno ~ero multiplo interno all’intervallo .S, ~(~’) non può
avere ivi elie un massimo. Infatti lo zero non può essere che

doppio per~Bhè intel’nan~ente ad S non possono cadere più di due

zeri di P (s) e perche I&#x3E; (s) è non positivo agli estremi di S.

Ciò basta per dedurre che ogiii precessione regolare o rotazione

uniforme ad asse di rotazione noti coincidente con l’ asse giro-
seopico è stabile rispetto a 6 e quindi tenuti presenti gli integrali
dei n~o~ne~~ti, anche rispetto a cf; di rispetto ad i-;

purtuttavia essa non è stabile, per quanto abbiamo detto sopra.
rispetto a 1) e /.

Se si considera una precessione lenta i. la dimostrata stabilità

rispetto a 0 di a- ci assicura della stia stabilità pratica. Infatti per
l’osservazione del n. 2 il divario tra (j ed una precessione lÌllJÌt0
prossima ad essa1 non diventa mai appa~’îscente e lo stesso sl1ecede
se si cDufro~~ta la à con una generica soluzione o inizialmente

prossima a ~; ciò deriva dal fatto che in questa generica a si

presenta a differenza che in una precessione regolare solamente una
nutazione delibasse giroscopico la (~u:de, data la stabilità rispetto
a 9 si mantiene dello stesso 01’lii&#x3E;e dei ~1~varÏ-o iniziale da o.



73

Per concludere questo primo caso restano solamente da esa-
minare le rotazioni uniformi intorno Rl~~ d55e giroscopico orientato

Supponiamo quindi di partire da condizioni iniziali relative

ad u~~a rotazione istantanea intorno all’ asse giroscopico diretto e,

per fissare le idee, orientato come H. Cioè supponiamo

Il ~UllIIlOIlll1 cI&#x3E; ~5~ diventa MI~UI’ll

Ora S~CC0~11e se (~~)-_ (1 2013 ~ f’(.~) è anche 41" (1) _-
-- 2 f ( 1 ) , il punto + 1 per 16 (s) un punto di massimo o di

l1~inin1o, a seconda espressione

risulta minore o maggiore di zero. Se essa poi è nulla, ~ (0)
ha in + 1 mio ~ero triplo non potendo tale zero essere di or-

dine superiore, per quanto visto pi i sopra.
Il segiio del)’ espressione (30) coincide segno della se-

~~~e~~te funzione, di secon~o grado in 1’,

Si noti ora che il rliscr~n~inante di f ~~y è dato da
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onde se

A C negativo e poiché allora ~~~!’) l; pure (.~)
ha 11I1 l11as~i~llo 111 + 1 , qualunqBlP sia - la l’otazioll~

unitbrme Ü certamente stabile rispetto a fj. Che se o 

allo~’a, (Pilotate (~on l’~ I ed "2 le ruc~ic’i (1011’ equê~zio110
0,, che per /’1 ~ )’ ~ l’2 l~i ~1u~-

(’ instabile rispetto a fj e I’ C l’1 ’ ~’ &#x3E; )’Z (’

stabile.

che 11E’1 dette (’entl’i~ugl~~~ composte
si ha ..~* - f~ , C" = C e = A* e certatiiente ~ni~~o)’e di 1 .

Itl di fio 1;1 rotazione mnfornie (~on~idel’ata sarà

stabile o instabile 1’isl»ttv v 6 a che varrà j~ l 

superiore o inferiore nella ~egnp~~te (’~l~t]~1li~~I1~111Z~1

~:: inutile tratture il della 1’aclice doppia ~ n -- - 1 , sia

troverebbero analoghi I’l~llltlitl, data 12i simmetria del sistema

ò i na~~~ieo.

Si supponga infine, per nnire questo caso, che /’ Ulllllllll

la (iJ0), pel modo (s) ammetta addirittura una radice tripla
il  + 1.

Ditnostriamo die anche II1 questo caso la rotazione uniforme
f stabile rispetto a 6. Basta intatti pensare che variando di pucn
le condizioni iniziali il polinomio (D (s) che ammetteva una radice

tripla in + 1 ed era Ile~~,tl~’0 in tutti i punti interni di S,
a111I11ettel’d in generale tre radici ieali distinte o coincidenti pros-
sime a -~- 1 , due delle quali, che indicheremo con si , S2 certa-

mente appartenenti ad 5’ e tali che 4F ~a’) ~ 0 per s 1 ~ ~9  82
e 16 (~) C 0 per -- 1 ed 82  "9 ~ + 1 . Tanto basta per
assicurare che la rotazione uniforme è certamente stabile ri-

spetto a 6.
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È inutile rifare il ragionan~ento, già esposto pi i sopra nel

caso delle precessioni, lente per assicurare (’he la stabilità rispetto
a 9 comporta, i~~ questu caso, la stabilità co~npleta della rotazione
uniforme.

Sarà cioè

Notiamu anche qui che la (36) composta, nel caso delle

forze centrifughe composte C  A .
In questo casv 4Ù (,st), che è sempre negativo ~&#x3E; nullo in + 1

ed in - 1 e negativo all’ iiitiiiito, non avere una radice esterna
e tre radici interne e può avere radici doppie triple e

quadruple. 111 questo caso si potranno avere moti in cui 0 tende

asintoticamente ad un valore qualunque &#x26;0’ oltre che moti ct)u

nutazione come iicl caso precedente.
Se il polinoomio ha una radice doppia iii un punto interno

la soluzione Il~el’o~tatiea corrispondente può essere in questo
caso stabile o instabile rispetto a 0, poichè D (s) può avere, a diffe-
renza del caso precedente, un massimo o un Ill11111210 in q uel puntu.

Supponiamo ora che il polino~uio I&#x3E; (.y ammette in un

punto so , intero ad S, una radice tripla ed una radice distinta SI
che sarà ovviamente semplice e non potrà essere esterna per
1’ osservazione già fatta. Siano T., (:? , ~~2 i Nalori di T, ’I {:2 cor-

rispondenti a questa eventualità. In questo caso la soluzione

certamente instabile rispetto al paran~etro 0 .

Per provare ciò si assumano condizioni iniziali prossime
a quelle corrispondenti alla soluzione merostatica considerata ma

in tal guisa (e ciò è sempre possibile) ehe (.2 conservino i

valori Illelltl’e 1’0 diventi To t-7B ove per fissare le idee

sia T&#x3E; O. Denotato ~,llora con 1&#x3E;0 (s) uio che diventa I&#x3E; (8) per

i valori delle costanti 
: 

T, (’1 e pulilllniu ~ (~s)
corrispondente T valuri To + T, c ; , r 2 avrà, cume si riconosce

subito, la forma
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Notiamo ora che la funzione secondo termine del secondo

membru c sempre &#x3E; 0 in tutti i punti interni ad ~.~ ’I onde

il pulill01U~O 4Y (s) continua a conservarsi positivo, in tutto tltl

intorno di so destro o sinistro a seconda che 1&#x3E;0 (.s) ò crescente
o decrescente in sol intorno che è di ainpiezza i nita in quanto
il suo secondo estremo può essere o un estremu di S n un plllltu
prossitno ad s~ . Tanto basta per concltidere che la soluzione

~nerostat~ea è instabile rispetto a 8.

Supponiamo infine (s) abbia una radice quadrupla
in so che può essere anche un estremo di I . Po~chè I&#x3E; (s) ha

ivi necessariamente un tnassimo la soluzione merostatica é stabile

rispetto a 6 .

Non restano da studiare che le rotazioni uniformi intorno

all’ asse giroscopico diretto come H. Se in + 1 o in -- 1 cade una

radice doppia, il ragionamento fatto nel caso lo &#x3E; 0 continua a

valere anche qui. E continuano a valere tutte le conseguenze

relative, tranne che, nel caso delle forze centrifughe composte,
si può dire ora che certamente sarà X &#x3E; 1, poichè uru è C &#x3E; A :
onde essendo sempre á  0, tutte le rotazioni uniformi iuturtlu

U1’ asse giroscopico diretto come H sono stabili.

Tornando al caso generale supponian~o inf ue che /’ annulli

la (29), per rnodu che + 1 sia radice tripla di P s) (questo caso non
si veritica, nel caso delle forze centrifughe composte, chc se ~ -= 1
ed r = 0) . Allora se 1’ ulteriure radice se~nplit’c ~* di 4l (s) e

tnaggiore di 1 la rotazione uni~or~ne è stabile, se o minore di 1

è instabile.

Infatti, nel prinzo caso, il poli~~~o~~io I&#x3E; (s), relativo a condi.

zioni iniziali variate di poco da quelle relative alla soluzione

tnerostatica considerata, avrà U~~O zero prossimo ad ,~* e certa-
mente due zeri interni distinti o coincidenti e prossimi
a 1 , tra i jiiali 6b ( 5) si mantiene positivo mentre nei punti
esterni all’ intervallo da essi delitnitato, tua interni ad S’, la 16 si
inaiitiene oegati~-a. Con ciò risulta, al sulito, provata la stabilità.

Nel secondo caso s* C 1 t~heriatno, come più sopra, consi-

derando condizioni iniziali variate in tal guisa che Cl e (;2 COIl-

servito i valori «1’, c) relativi alla soluzione ~l~erostatica 

derata, mentre ~’~ nive~ltaT~ + T, eon 7’ &#x3E; 0 . allora anche
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qui la relazione (37) ed iii tutto iiii intervallo finito, a si~l istra

di + i, flb (8) si ll~anterl’Ù positiva il che pern~ette (H dedurre lii

instabilità de ia rotazione uniforme.

Se addirittura -)-1 è radice quadrtipla 1;1 soluzione meta-

statica P ovviamente stabile.
~Bnehe qui e poi ovvio che, co~ne nel caso precedente, la

t;ii&#x3E;ilit91 rispetto ii fi cO~l~porta 1;1 ~tabilit~  compieta.

Sarà quindi

anche nei eentl’i~ughe-
composte, la (~1R) comporta ~~=1 (~ che 

e una sferii.

Il polinomio 4J (~) si riduce ad un po it omio di terzo 

e j’ontinua a valere la (26) , ~ alH~alnentn ~li questo poli-
Jll011io resta fissato snffie~enten1e~~te per poter stal)i lire che esso

avrà, in geiierale, al massimo due zeri reali distinti o coincidenti

interni a(1 S . Può avere uno zero doppio 111 llll estremo oppure
anche uno zero triplo 111 illl esti-enio, a meno che non sia idellti-

camente nullo. Con considerazioni analoghe a (~tlelle dei numeri
precedenti si stabil ~sce che i moti merostatici, corrispondenti ad una
radice doppia interna ad sono stabili. Per le rotazioni u li-

formi, corrispondenti ad una radice doppia coincidente 
si lla, considendo la (3~~), clic per ~ À == À * interno all’ inter-

vallo ogiii rotazione uniforn1eB intorno all’ asse gi-

roscopico diretto come IL, o stabile, (~lIal~1nqup sia la veloeita

angolare ~~; se = k* è esternu all’ intervallu suddetto,
lo stesso succede solo per r esterno all’ intervallo delle d up ra-

dici r~ ed r2 della corrispondente r (r) == O , invece per r  1’2
la rotazione uniforme è instabile.

(s) atumette una radice t~’~pla 111 una estreno, la rota-

zione ~: certamente stabile.


