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SUGLI INSIEMI COMPATTI DI FUNZIONI

MISURABILI NEGLI SPAZI ASTRATTI

Nota (*) di FEDERICO CAFIERO (a Napoli).

Scopo di questa Nota è di fare osservare come con semplici
considerazioni si possa dare una notevole estensione di un teo-

rema di FRÉCHET (1) relativo alla compattezza, rispetto alla con-

vergenza in misura, di un insieme di funzioni misurabili secondo

LESESauE. 
’

Più precisamente, indicata con F una famiglia completamente
additiva d’insiemi di uno spazio astratto 1: e chiamata funzione

misurabile (I’) ogni funzione reale f (x~) di punto del detto spa-
zio, defiuita in un insieme E di F e tale che, per ogni numero
a reale, l’ insieme dei punti di E in cui f (x) &#x3E; ~z appartenga ad
F, dimostro che il citato teorema di :B~H~~CHET si lascia estendere

alle funzioni misurabili (1~’) quando la misura per gli insiemi di
F si definisce mediante una funzione d’insieine non negativa,
monotona e sub-additiva.

Il teorema cui pervengo fornisce in particolare un criterio

necessario e sufficiente affinchè un insieme di funzioni di due

variabili, misurabili secondo LEB~SGU~j, sia compatto rispetto alla

convergenza quasi-u~~iforn1e del tipo semiregolare e regolare (2),

(*) Pervenuta in Redazione il 4 settembre 1950.

(1) M. FRÉCHET: ~Sur les ensembles compacts de fontions ~nesurables.
[4C Fundamenta Matematicae» tome IX ( 1927) ~ pp. 25-32].

(2) Tale nozione, in seguito ad una recento ricerca del U. SCORZA

DRAGONI, è stata introdotta da G. STAMPACCHIA. - Cfr. G. SCORZA DRAGONI :
Un teoreina sulle c~ontinne rispetto ad una e ~~a surabili rispetto

variabile. [Rend. dei Sein. Mat. di Padova. Anno XVII (1948), pp.
102-106]. - G. SrAhrPACr,HIA : di co~p~~e~~~ per gli iiisiemi di 
xioni continue rispetto alle i,ariabili separatamente. [Rend. del Sem. Mat.
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nonchè un criterio, aiich’ esso necessario e sufficiente, affinchè
un insieme di funzioni Ill1S111’a~lll secondo BOREL sia compatto
rispetto alla convergenza qnasi-nniforine in capacità (3).

1. - Sia 1 uno spazio astratto ed F una famiglia di in-

siemi di E completamente additiva (11).
Gli insiemi di .F saranno detti oGis2ty~abili (F).
Una fuizione reale f(x) di punto dello spazio astratto 1,

definita in un insieme E, sarà detta 77zis2cr~rbile (F) in E, se

~ insieme E è iisurabile (ll) e se tale è anche, per ogni numero
ct reale, l’insieme dei punti x di L’ in cui f (x) &#x3E; a (5).

Sia p(1’) una funzione d’insieme non negativa, definita per

ogni insieme 1’ misurabile (F) e soddisfacente alle seguenti con-
dizioni :

I) 7L7GlG } ’~ e U2 IYLGS2l7’abtll (~f-~) e

tali rhe 1B E F21 risulta ~L (F1) ~ 11 (1~~) .
II) Dato ~L?G7~Gero finito od ?G~t’2ll fl~2Ltà 722~~7LPrah?le 

,siet7aT r, 7nis~rj~crbzli (~’) , t risulta c E p (~,) .
i i

La funzione ~1 (~) sarà detta (F, p) e, per ogni
insieme r misurabile (F) , il numero p(F) sarà detto la 

sura (~-~) di 1’.

Se ogni punto di un insieme T di È, ad eccezione di quelli
(li un sotto-insieme di E di misura (p.) ilulla, gode di una certa

di Padova. Anno XIX pp. 20~-~13]. Sulle siiccessiuui di 

rispetto una variabile e rispetto ad uo’ rtltra. [RentL
Acc. Naz. Lincei s. 8, v. VI, pp. ~y~i-3U1 (1949)]. - F. C~F1ER0: 
di per le .s2ccce.ssioni di gPrtPral~~tente a 

li~nitata. [Nota I. - Rend. Ace. Naz. Lincei s. ~1 v. VIII, fase. 4, pp. ~05-

311. - Nota Il, ibidem, fasc, 5, pp. 1,,-)0-457].
(B) Per la nozione (ti capacita cfr., ad esen~pi~~, ~~. 1&#x3E;eEr,or : Point8 irre-

yulier8 et trasfórsnations continues en théor2e du wotentiel. (Joul’oal de 3ia-

th~rnatique. Tome 19 (1940), pp. 319-3~? ].
(~) Tale cioè che :

i) vuoto u~upccrtie~ae ad F.
i) IL complementare di un di F appartiene ad F.
ii) La souzma di un numpro finito o ~%t 

di 1~’ ac~~artie~iP ad F,
(v) Per le proprietà di cui godono ic fl1H~ioni misnranli ( F) ~3,

Theory ll e pp. 

4



50

proprietà, noi diremo che tale proprietà è soddisfatta 
(p) in E.

Due funzioni f (x) e ,g (x) definite in un insiell10 /f;" di ~,
saranno dette (tt) in E se assumono gli stessi valori

quasi-ovunque (p) in E.

2. - Date le funzioni e 111isurabili (1!’) e

fissato un numero positivo e, indicheremo con il sotto-

insieme (li E costituito dai punti x di E in cui risulta :

L’ in~~ell1~ è ovviamente misurabile 

Ciò posto, data la sacl-essiniie ) /~(~) ! di funzioni misnrabiti

(~f-’) in 7~~ diremo chc essa converge in «(.1) verso la

funzione ((x) misurabile (/P) in E, se per og-~li coppia di nu-

meri positivi z esiste uii indice v (s , 1~) tale che per
n &#x3E; v (s si abbia :

Siissiste il seguente teorema :

I. Condizione f’ l~r 

 f§ (x) ; , (~~) iii E i  ntisttna

(t.1) o2istcmrf&#x3E;ilP (F) in E, è chp ocpu
coppia di ratcntet’i PI~ r~ possa rrrt in-

v (s , 1J) 1:" tcelP rlle 

- - .... - .

Il teorema enunciato estende alle successioni di funzioni mi-

surabili (~’) , , quello di CAUCHY per la convergenza 111 misura (~1

una successione O1 funzioni misurabili nel senso di LEBESGUE.

(6) Seguendo i classici procedimenti, si dimostra facilinente (he : ge 

successione di fu~axioni,~~nisurabili (F) E’, 
~rr~s2rrubili (F) , queste sono Eq2ci~oclent~ 
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Esso si dimostra con ragionamenti analoghi a quelli seguiti per
la dimostrazione del teorema ora citato di CAUCHY, poichè in

questa viene soltanto sfruttata la monotonia e la sub-additività

completa della misura secondo LEBJ1~SGUE.
Per la stessa ragione sussiste anche il seguente teorema che

estende alle successioni di funzioni misurabili (F) quello analogo
dato da F. R~~~sz per le successioni di funzioni misurabili nel

senso di 

11. Da una successio~ae ~ fn ( di funzioni mi.s2crabili 
iti E, cotzne~~,ge~ate iu ([.1) una f(x) mi-

s7c~~ab2le (h’ ) E, .se ne può una convergente in E

qrcczsi-oi~zcoaqlce (~.t) e q2ea~i-z~jci foy~oieme~2te (~J.) f (x) .
Il significato che si deve attribuire alle locuzioni co~ave~ygente

qrcrrsi-or·maq~ce ~~,) e qic~rsc;-~c~~~ formemente (p), usate
nel teorema ora enunciato, è ovvio (1).

3. - Diremo che la funzione f (.r,) misurabile (F) in E è

qu~~sr-lr;ozztata in E se, per ogni numero positivo E, è pos-
sibile determinare un numero positivo A ed un sotto-insieme I

misurabile di F, di inisura (p) miuore di s, in modo tale

che si abbia f (x) in tutti i punti di ~; - 1 (8).

( ) Si noti che dalla convergenza quasi-ovunque (,.1) di una successione

~ f;t (x) ; ~ di funzioni misurabili (Ic’~ in E, di misura finita, verso una

funzione f (x) misurabile (F) , non segue in generale nè la convergenza

quasi-unífortiie (ti), nè quella in misura ({1) della successione stessa verso

la f ~x) .
Seguendo i classici procedimenti si può invece dimostrare che: .se una

stccces.sione di mi.~ural ?li lF’) in E, converye iii E 
mente (p) funxione f (x) misurabile (F) , essa converge i~i E

(litasi ovunque verso f (x) .
(8) Lq funzioni misurabili (F) in un insieme F di misura (~) finita,

non sono in ~ener,de c~l~asi-li~nitate (p) in E . Ciò invece accade quando alla

misura (F, si impone 1’ ulteriore condizione:
Per ogni ~i : { tion crescente ~ni.urabili (F’) ,

cunvergeute i-erso risulta:

In questo (caso infatti, stit,) àl osservato da KoRovKfN 
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Ogni funzione misurabile in ivi (luasi limit~ta (p)
gode ovviamente della seguente proprietà:

x) Per ogni di e possibile
~lecontporre E in un finito k di i~asie~~2i Ei
(i = l, ~, ... , k ) ))aisccra~ili (~f’) , a dite a due di punti

~ 

iti e un sotto-i)isien?e I (Zi’ 1
))tLS?cm (11) in ))cotlo tale l’oscil-

ione di f (x) ~n orytcccico - 1 - E, sicr c)ti-

(li (o .

Per tale ldgiulle, detto 1&#x3E; un insieme lii funzioni misura-

~)Ill i (~1 ) iii ]1) ed ivi i quasi-limitate ( 11), c h e le fu n z i o n i

(li (D sono ))2).slll’(lflll? (~1’ ) i~~ E sp, per ogni coppia
di numeri positiii a ed (o, è possibile decomporre F iii un nu-

mero fiiiito k di insiemi parziali (i = 1, 2, .... , k) misura-

bili (~’), a due a (1118 privi di punti iii co~uune, ed associare

tl(1 ogni i funzione ~~(..t;) (l i ~’ iiii sotto-insieme Ìl~ misurabile 
(~1 R, di misura (t.i) minore in modo tale alle ~ oscillazione

di ogni funzione (r) (li KiÌ sia iti ogni insieme 

minore (11 w,

Analogamente diremo clie le funzioni di V sono 

~ttcasi-li))2itate (p) se, per ogni Ilnn1ero positivo E, si può deter-
minare un numero positivo ,4 ed associare ad ogni funzione f (x)
di 4&#x3E; un insieme niisurabile (J~*), I~, di misura (11) minore 
in I11od0 tale che per ogni funzione 1’(.r) di ~&#x3E; si abbia f (x) ~ 
iii E-Ir .

Ciò posto dimostriamo il seguente teorema, che estende alle
funzioni misurabili (L’) un criterio necessario e sufficiente, dato
(la per la eo~npattezza, rispetto alla convergenza iii

misura, di un illsieme (ti funzioni misurabili nel senso di

necessaria e sufficiente affinchè un i)asiP)oe ~

li f?L)tl’LO)t2  iii E P~~ iii (~.~.),
sia rispetto alla in (t.1), è che le

matical Revi©w~, vol, 9; N. 7, J p. ~39), il teorema di SEVERINI-EGOROFF S1

estende alle ~B~n~iuni ~~~~snrahili (1,P) e quindi, essendo ogni funzione mi’3u-

rahtie (F) iii ~’: il li~nite di una successione di funzioni 111’’’tnabil~ 

ed assumenti un ilulneru unito ,-li valori, ne segue 1’ asserto.
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frcrz~ioni r~t ~ siano e.g2calrnPnte q2cusi-lio2itate ((1) ed e,gtcccl-
,nente rnistcnabili (1~’) trz .~:.

La necessità della condiziule relativa alla eguale limita-

tezza ((1) è ovvia. Essa, in virtù del teorema 11, discende dal-

l’ ipotesi di compattezza dell’ iusie~ne I&#x3E; e dal fatto che le funzioni

di ~ sono supposte quasi-limitate ((.1).
Passiamo quindi a dimostrare la necessità della condizione

relativa alla eguale misurabilità delle funzioni tac-

ciamo vedere cioè che, nell’ ipotesi che 1’ insíeme ~ di funzioni

I111sL1I’ablll (F’ ) e quasi-limitate (p) sia compatto rispetto alla

convergenza in misura «(.1), per ogni fissata coppia di numeri

positivi s ed (~), si può realizzare una suddivisione, diciamola S ,
di E in insiemi parziali misurabili (F), a due a due privi di

punti in comune, in ognuno dei quali 1’ oscillazione di ogni 
zione è minore di w quando si prescinde dai valori

assunti in un insieme If inisurabile ~E e di misura (pj minore

die.

A tale scopo, detta l  (x) una funzione di I) e fissati i nu-

~110ri positivi s ed w, decomponiamo 1’ ilsieme ~’ in un numero

finito di insiemi parziali (c; = 1 , 2 , .... , k 1) misurabil (F),
a due a due privi di punti in comune, e determiniamu un sotto-

insieme Il misurabile di E, di rlisura (t-t) minore di e/2,
in modo tale che ~ oscillazione di in ognuno degli in-

siemi Ei’~ - h . sia minore di M/3.
Ciò può farsi poichè ogui funzione di 1&#x3E;, come abbiamo già

osservato, gode della proprietà a) .
Osserviamo ora che due casi sono possibili.
lo CASO: Si può determinare, per ogni funzione f (~r:) di 1&#x3E;,

un sotto-insieme 1 f misurabile (F ) di E, di misura (p) minore
di s, in inodo tale che 1’ uscillaziole di f (.x~) risulti minore

di w in ogni insieme - Ir .
110 C-ÀSO 1 Esiste un 5otto-irmielve P~ di funzioni di 4), le

quali, comunque si pre3ciu~ta per ognuna di esse dai valori

assunti in un sotto -in’3ieLl18 di /11 misurabile (.F j e di misura (tt)
minore di s, h~H~no oscillazione maggiore di m in qualche in-

sieme 1, 2, .... ;; ,) .
Nel prin» caso 1,t su4livisioiie S è realizzata. Nel 
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caso osserviamo che all’insieme P~ non appartengono le fun-

zioni f(x) di 4&#x3E; per le quali risulta :

È i n fatti :

e quindi posto :

se la t 1 ) è verificata si ha :

per x’ ed x" appartenenti ad - If - IC11) (i = 1, 2, .... , k,) .

Se quindi f2 (,~) appartiene a soddisfa alla condizione :

Ciò posto, suddividiamo 1’ insieme E in un numero finito.

di insiemi parziali E.~2) ( j = 1, 2, .... , kz) misurabili (I’ ) , a due
a due privi di punti in comune, e deter~~~inian~o un sotto-iusieme
I, misurabile (F) di E, di misura minore in nlodo

tale che l’oscillazione di in ognuuu degli insiemi parziali
E§’1 sia winore di (o l 3 .

Operiamo poi una suddivisione di L~’ in iusiemi parziali nie-

diante gli insiemi :
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È ovvio CI1C in ognuno degli insiemi El., ~ !f l’oscil.

lazione di ogni funzione f (x) di 4&#x3E;, non appartenelte a 4Ù, , ~

ancora minore di co e che ciò accade, in ogni insieme El~ .~Z~ ~ I.,
anche per la f2 (x) di i Se quindi per le rin~anenti funzioni

di P1 si verifica il primo casu relativamente alla nuova sud-

divisione operatc~, la suddivisione /3 è ancora realizzata. Se in-

vece esiste U~l sotto iiisieiiie 1&#x3E;2 di funzioni di le quali,
comunque si prescinda per ognuna di esse dai valori assunti ih

un sotto insieme misurabile di E, di misura ((1) 1111I1Ore

di a, hanno oscillazione maggiore di cu in qualche insieme 2~,
consideriamo una funzione f, (x) di ~2 . Tale funzione non

appartiene rlè all’insieme delle funzioni di 4&#x3E; per le quali si

verifica la ( 1 ) , ne ali’ insie~ue delle funzioni 1’(x) di 4&#x3E; per le

quali risulta :

Sarà allura :

Scelta la f3 (.r;) , , proceuiamo come dopo la scelta di ~2 (x) e

cos  via.

Dico che con lltl numero finito di tali operazioni si realizza
la suddivisiune 8 -

I nfatti, in caso contrario, si verrebbe a determinare la suc-
cessione : 1

di funzioni di 4F godente fielia sog-uente proprietà :

per tutti i valori degli indici p e q .
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Ma essendo per ipotesi ~ insieme 4S compatto rispetto alla

convergenza in misura (~,) , ciò è assurdo poichè la (3), in virtù
del teorema I , esclude la possibilità che dalla successione (2)
se ne possa estrarre una convergente in misura (p) verso una

funzione misurabile 

Dimostriaino ora che la condizione è sufficiente,.
A tale scopo, data la successione (~) ~ di funzioni di D

e fissato un numero positivo a, deCOIllpoI11at110 E in un numero
finito l~ di insiemi parziali ~i misurabili (~’ ) , a due a due privi 1
di punti in comune, e determiniamu un numero positivo L1 e,

per ogni fn (x) , un insieme I" misurabile (J~’ ) y di misura (~)
minore di o / 2, in modo tale che risulti :

e che per ogni n si abbia :

avendo indicato con Y ~"’ l’estremo superiore di f~ (.r) in

E, - E, . · I".
Per la (4) si ha ovviamente :

e quindi il punto :

dello spazio a k dimensíoni varia, al variare di ~a, in un dominio
limitato del detto spazio. Dalla succes5iune ~ ~’-’n ~ ~ se ne può
quindi estrarre una, Pf~1t ~, convergente.

Per s e t sufficientemente grandi risulta quindi :
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e, per la (5), anche :

Notiamo che :

e che quindi per la (6) risulta :

per s e t suflicieiiteinente grandi.
Data 1’ arbitrarietà di a , fissata una successione decrescente

di numeri positivi, ~ 1 a,, ’, tendente a zero, dalla successione ~ 1,,(x) 1
se ne può quindi estrarre ttna, (x) y , , tale che per p e q
suffieie~~te~nente grandi risulti :

Da questa se ne può estrarre un’ altra, f~,,~ (x) ~ , , tale che

per p e q snfticieuten~ente grandi risulti :

e cos  via.

Coisiderando in~ine la successione : 1

è immediato veriticare che essa soddisfa alla condizione necessaria

e s~~fficientè, foriita dal teorema I, perctiè una successione di

funzioni roisurabili (.Z~’ ) in E converga in misura (11) verso una
funzione misurabile (F) in E .

Il te enunciato è cVl1~pletcune~~te di~nostrato.

Si osservi chn in base al teorerna II, il teorema enunciato

fornisce un criterio necessario e sufficiente per la compat-
tezza, rispetto alla convergenza q uasi- uniforn1e (11), di un insieme
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di funzioni misurabili (F) , nonché un criterio sufficicnte per la

compattezza rispetto alla convergenza quasi-ovunque (p,) (9) .

4. - Per dedurre dal teorema dimostrato nei numero pre-
cedente. nn criterio necessario e sufficiente per la compattezza,
rispetto alla convergenza qUê1si-uniforn~e:in niodo regolare, di iii&#x3E;

insieme di funzioni di due variabili, ~~~i~urabi~i secondo 
basta particttlarizzarc lo spazio astratto 1: nel1n spazio etielideo a

due dimensione la famiglia in quella degli insiemi del

piano (.c, y) misurabili secondo 1,1~.BESCUE!,ted aSSl1B~ere, per ogni
insieme F misurabile secondo come misura la

funzione ò’ i nsie~ne : t

dove con l’ e 1’:; abbiamo indicato rispettivamente lei 

ortogonale st ll’í sse x e sull’asse !1 cIell’ insie~ne r e con la

notazione abbiamo indicato la misura secondo LEBE.S( UE.

.A_~~a.logarnente, per avere un criterio necessario e suniciente

per la compattezza, rispetto alla convergenza quasi-uniforme in
modo se~ni -regolare rispetto ad !1 [.r], per insiemi di funzioni

f(.r;, //) misurabili secondo LPBES’GUL~, particolarizzato lo spazio S
e la famiglia ~ come nel caso precedente, basta assu~ncre, per

ogni insieme F misurabile secondo come misura (F, ~)
la funzione li’ ~ns~en~e : 1

Infine, per avere ull criterio necessario e sufficiente per la

compattezza-, quasi uniforme in capacità, per insiemi di funzioni

111~surabHi secondo basta i_ ~,rtimlari~z~.ne ~ nelio

spazio euclioeo a uue dimensioni, la famiglia (1!1)  in quella degli
insiemi del piano (x, y) ~11isurabiLi secondo BoREL ed assumere,

per O~I11 insieme F misurabile secondo come ~.)
la capacità di r .

(9) Cfr. nota (7).


