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UN’ OSSERVAZIONE SULL’ UNICITA DELLA
SOLUZIONE DEL PROBLEMA DI CAUCHY
PER L’ EQUAZIONE p = f(x, 1, %, q)

Nota (*) di Matro Paoxt (a Trieste).

i noto che il problema dell” unicitd della soluzione del-
I'equazione differenziale alle derivate parziali del primo ordine

" 0+ d 4
I e T

con i dati di Caveny © stato studiato da vari autori (*) e che, in

(¥) Pervenuta in Redazione il 19 gennaio 1952, .

(1) Siveda: 1) A. Haar: Uber eindeutiykeit un’ analysitit der lisungen
particller differentialgleiclungen, [Atti del Congresso Internazionale dei
Matematici, Bologna (1928), vol. II1]; 2} A. Rosemsrarr: Sur I unicité des
solutions des equations aur dericées particlles die premier ordre, [Comptes
Rendus 18-10 -19307; 3) T. Waziwsur: Swur " unicité et la lincdtation des
wutegrales des équations auwr dericées partielles du premier ordre [Rendi-
conti Ace. Nazionale dei Lincei, classe di Scienze fis., mat. e nat. s. VI,
vol. XV} 4) J. Szarsgi: Swr cetaines systemes d' ineqalitis differentielles
aux derivées pirtielles du premier ordre, [Annal s de v Societé Polonaise
de Matématique, To XNT(L948)]; H) M. Vowearo: Sulle condiiond sufficienti
per Uwnleita degli inteqrali di un’ equecione differeniale alle derivate
parsiali del privey ordine, [Sem. Universiti Ferrara, vol. 8, p T (1950)
pp. 137-14975 6) M. Vowearo: Criieri di econfronto, di unicila per le

“soluxioni dell equasione p = f (&, 4, v, q) eon i dati di Cauchy, [Ren
diconti del Sem, Mat, di Padova, vol. XX (1951)]: 7) I Batana: Teo-
reme d'uniedta poroun’ equazione alle derivate parsiali del primo ordine
con ¢ date di Cwwehy, [Rend. Ace. Naz. dei Lincei, classe i Scienze
fis,, mat. ¢ mnat, s. VIII = vol. XTI (1951)1; 8) M. Cixquint - Cinrario e
S. Cixquini: Sopra una forma pin ampia del problema di Cawehy per



4l

opportune ipolesi sulla funzione [ (., y,+,¢), sonov stati dati
teoremi che assicurano 1’ unicitd della soluzione in un certo
campo, prendendo le soluzioni , (+, y) in un’opportuna classe I/
di funzioni.

Precisiamo, innanzi tutto, le ipotesi che abitualmente si fanno
e sulla funzione f(r,y, x,q; e sul campo in cui si stabilisce
I’ unicita :
f{r,u,%,q) ¢ una funzione reale definita per a << x-76,
e<y<d,x e q qualunque, e tale che |/ (r,y,4" ¢ )—
Al ' [ I A [
—f(‘r7.]/a"’ y 4 )l£11[|% - :*1-1\/[(] —q s

il campo, che inidcheremo con 7' ¢ la regione dei punti del
l b ) tel

xr—a);

1 1
piano .r, y per cui e x<<0,c+ N (t—a)<y<d— N'(

dove & ¢ un numero maggiore di @ e minore sia di & sia di

N (d —¢)
__(ﬁz_i toa ).

Il teorema di unicitd si pud allora cosl enunciare.

Se o {y) ¢ una funzione continua derivabile in (¢, d), I’equa-
zione

(1) p="r(ry42q)

ammette al pitt una sola soluzione : (r, ), nella regione 7' ora
definita, appartenente alle fuuzioni della classe JI e soddisfa-
cente alla % (a, y) = (y).

Uequaxione p = [(x,y,%, q) [Ann. Mat. pura ¢ appl.. 4 - XXXII (1951)]:
9) S. Cwquint : 17n teorema di wnicite (in forma generaliziala) per
Uequasione p = f{x,y, +,q) [Rend. Acc. Naz. Lincei. classe di Scienze fis.,
. mat. e nat, s. Vill — vol. X1 (1951) pp. 265-259]; 10) G. Scorza—Dracont
¢ M. Vorpato: [7n teorema di unieita per le solwsioni di una equazione
w@lle derivate parsialy del primo ordine. [Rend. Sem. Mat. di Padova —
vol. XX (1951) pp. 446-161].

(2) Le ipotesi sul campo e sulla funzione f sono state di recento ampliate:
si vedano i lavori D), G), 9) e 10) citati in (1).
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La classe [T ¢ solitamente quella delle funzioni (1, )
continue colle derivate prime continue (%),

k. Buava *) ha cereato di allargare la classe 1T ¢ di dare
una maggiore generalitd al problema dell’ unicitd considerando
come possibili soluzioni {in analogia a quanto si fa per 1'equa-
zione differenziale ordinaria 4" = [ (. y) quelle funzioni che
verificano 1" equazione differenziale (1) anche a meno di un
insieme di misura superficiale nulla,

Mostreremo che, se inteudiamo la soluzione nel senso gene-
ralizzato ora detto e per classe I{ prendiamo quella delle fun-
zioni 5 (e, i) lipschitiziane (°), anche in casi molto semplici,
I'unicita della soluzione viene a mancare ().

Sia la funzione f(r, 4, 1, ¢) cosi definita
[= ¢ per ¢ < I,
[=2¢—1. per g >1,

[=—2qg—1 per g<l—1.

Evidentemente risulta [ (&, 9,3 9" ) — firyy, 2 ") <
<2'q —q"
Prendiamo 1'equazione differenziale

(1) p="[(x,3q)

(ove [ ¢ la funzione precedentemente definita) con il dato
2(0,)=0.

(3 Si vedano i lavori 1), 2), 3), 4). D), 6) citati in (1); nel lavoro 4)
la classo [T ¢ quella delle funzioni differonziali.

(% Si veda 1l lavoro 7) citato in (1).

(5) Si veda il lavoro T) citato in (1).

(8) Per le funzioni x (v, y) assolutamente continue secondo Virart la cosa
¢ pressoché immediata. Si consideri infatti 1’ equazione p =0 con il dato
1 (0, y) = 0. Oitre alla soluzione evidente x =0 vi é la funzione v (v,y) =
= g(r), dove g(0) =0, (1) =1 ¢ g(2) ¢ una funzions continua tale che
¢’ () = 0 per quasi tutti i punti dell intervallo (0. 1).



1 1 . , . ,
Se facciamo o = 9 0=y la regione T relativa alla (17)

R 1 1 1 1 N
¢ data da — 5 -y ~ 5y 0<<r<<d oves <lI.

Consideriamo ora la funzione : (r, y) cosi definita in 7’

+ =0 nei punti di 7"in eni 'y =u,

.

v == — y nei punti di 7 in cui 0Ty r,
x=ur -+ y nei punti di 7in cui —r<y —0.

La funzione : (.r, ) cosi definita risulta evidentemente con-
tinua in tulto 7' e derivabile con derivate prime continue in
tutti i punti di 7" tranne quelli appartenenti alle rette di equa-
zione r =y, y =0,y =—ux.

Si ha poi

d0x d=x
= =0 in punti di 7in cui 'y’ >«
or ay p incu oy >,

Jxr 0
19 _ . R . oy
7 1’8!/ I nei punti di 7 in cui 0 <y v,
dxr d¢

Earil =1 nei punti di 7" in cui — » <y <70,

La x fx, y) ¢ quindi soluzione quasi dapertutto della (1),

sulla regione 7, e soddisfa alla condizione 2 (0,y) = 0. Ma
anche la funzione 1+ =0 & soluzione della (1") e verifica la

condizione x (0, y) = 0. Da cio segue che nella regione 7" viene
a mancare 1" unicita.

Si osservi inoltre che le considerazioni ora svolte mostrano
in sostanza 1I’opportunitd, nel caso si voglia considerare soluzioni
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generalizzate della (1) in problemi di uniecita, di precisare ulte-
riormente 1" insieme di misura superficiale sul quale non si
pretende che la soluzione verifichi I’ equazione, limitandosi per
esempio ad insiemi che si proiettino sull’asse .« in un insieme
di misura lincare nulla (4).

(Y) Si veda a proposito il lavoro 10) citato in (1); in un ordine di idce
analogo & pure il lavoro 9).



