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UN’ OSSERVAZIONE SULLA DERIVATA DI UNA

FUNZIONE COMPOSTA

Rota (*) di GIUSEPPE SCORZA DRAGONI (cc 

In questa Nota ritorno brevemeute, per darle una risposta
che ritengo definitiva, su una quistione collaterale ad un teorema
di VOLPATO ( 1) .

Si tratta di questo : indicare condizioni sufficienti perchè la
funzione composta ~, (x, p (x) ) , supposta quasi ozvc~ac~~cc 
bile, ammetta quasi ovunque la solita espressione (x» +
--~- x§ (.v) ) p’ (x) per la sua derivata. Orbene, veclremo iii

sostanza che a ciò basta clie esistano quasi ovunque le derivate
scritte (2) e sia misurabile rispetto ad x e continua
rispetto ad y . Per alcune condizioni suppletive, clie si presentano
quando il punto (x,, ~ (.:c)) cade sulla frontiera dell’ insieme di

definizione, rimando al seguito di questa Nota.
Altri si sta occupando di altre quistioni, che si presentano

spontanee nell’ ordiue di idee qui seguito.

1. - Incominciamo dal seguente teorema, :

La (.r, y) sia ~~tiszc~wbile ad x e con-

tinua ad ~~ .

(*) Pervenuta in Redazione il 30 diecn~brJ 1031.

(1) G. SCORZA DRac~o~~ e 1~I. VOLPATO i Un di unicità le

maa alle par~,iali del ordine [questi
« Rendiconti.., questo volume, pagg. 446-461], n. 9. 

. (2) Si badi bene, le yx (x, p (.~) ) e (.r) ), non le ox? (.~, ~) , ~y(.x, ~) . "
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a (.~) e z (.r) son continue 

soddisfacenti alla a La p (x)
sia continua. in l, vi soddisfaccia alla a (x) 
 p (x) ! (.x:) e zv sia quasi ovunque clerizwbile (con cleriz~atcc
ptita) . E per qrcasi tutti gli x di I la (x, y)
ccotoaetta llP)’i vate (j‘icaite) n e i della =p (.x) .
Allora, posto Z (x) _ ~ (x, p (x», in tutti i punti di 1

t~ anche

che Z (.1’) sia cleri t~abite iii quasi tutti i punti di I.
Si consideri ull intervallo con gli estremi interni ad I.

Se e e (1 soii numeri abbastanza piccoli in modulo, negativo il

primo e positivo il secondo, tutti i punti (.x, y) soddisfacenti alle

C ~ , c - P (.)  à d sono interni a B. E nel rettangolo
si definisca la iii base

alle seguenti posizioni : 7 (.,ro ,1~) è identicamente nulla, se ~ (x, y)
non ammette derivata parziale rispetto ad y nel punto (.z~~) ) ;
nel caso è proprio questa derivata parziale
e v ly è, per A’ (diverso da zero, il rapporto increnientale

allora la fU~lzione . (.r, k) è ~ni~nL’abile ri5petto alla .l; e continua

rispetto a k . In virtù di un 11110 teOl’en~a (3) , @ la fu zio ie 7 (.r, k)
è perciò quasi- conti~~na ~n modo se~niregolare rispetto a k .

Sia ò u~~a porzione chima ~li siffatta che, per
.~:’ di f) la fu~~zione a~1’l~~~etta (lei-ivata (finita) iii x’ e

(3) ~ (r. SCOHZ.B i ’ra teooerocc Srclle a IOIi L C’Ullttl? tce ad

e ~rriotcrv~bili ad una «H~uJieo~~ti »,
vol. XVII pagg. 102-106].

1 a .
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la funziùnei z (x, y) ammetta derivate" parziali prime (finite) in

(x’, p (x’) ) e che sia uniformemente continua, se consi-
derata nell’insieme ottenuto al variare di x in ò e di 1; in c H d .

E sia di densità lineare ~1 per ò; al

punto xo , i~~ ultitna~analisi, tutte 

xioni i~a I.

Se Xo + h appartiene a ò ed h è abbastanza piccolo in

~l1odulo, di guisa chetiate èanehe

dove a e p sono entrambi iutir~itesirni, se h tende a zero in

guisa che x. + h appartenga a 5y cioè se3h tende a zero man-

tenendosi in un conveniente insieme di decisità lineare 1 nel-

l’origine. E da qui ovviamente la (1), per x = xo ; cioè la

dimostrazione del teorema è conipleta (4) .

2. - Il ragionamento~svolto permette conclusioni pi i ampie.
Esso prova che il rapporto incrernentale (Z (xo + h) - 

(;) Il tipo di ragionamento non è nuovo. Si confronti per esempio
11. CACCIOPPOLI: difj~erenvic~bilità delle di variabili

[ Rendiconto della Reale Accademia di Scienze fisiche e u~aten~atiche di

Napoli», serie 3:1, vol. 3i (1928), pagg. 152-159], n. 1. E si vegga ora

anche 1’ accenno contenuto in loc. cit. (1~ , nota (9) a pag. 452.
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converge verso ~(~o?p(~o))+ i’,, (:~o , ~ (xo) ) ~ p’ (.~~,) se h tende a
zero 117a1lltellelldOS1 in un conveniente insieme di densità lineare 1

nell’ origine, e prova questo a prescindere da ogni ipotesi circa

la derivabilità o meno di G (x) . In defiuitiv a :

Se si la Z’ (~) che nella (1) una

derivata ccno c’ (! pi i hiso~~rto di i potesi (li

o di G (x) fewno il resto, la ( 1 ) sict

valida quasi ctell’ icatermllo I .

3. - E passiamo al seguente altro teorenm :

La z (x, y) sia tttistcmGile rispetto ad x e eontt-

arl y B nel teonem~ del

. 1. La sezione s «i) di ~3 con l’ y = a (~r) nel

tmc~tto S (a) = (a, a (a) ) densità lineare pn.~itirw nel ptcoto
S «i) per quasi tutti oell’ iutfmrccllo 1, cioè oell’ iotentwllo
0 r x ~ l. L,i a (x) abbia (finita) in quasi
tutti i lmntti di I. L(t (x, jj) 

hoioae ( ftcaito) nei punti della y = a Cr) olnZecao

l it I (~) . Á41lora, pn.sfo Zl (x) = x (x, a ( x) ) ,
clz che Z~ (x) è otisccmcbile in l, risulta per qllasi tutti

i punti di I

C’Ilt’ Z, (.r) lll I. l’n 

per la ioue l., (x; ~ se

Z, (x) _ .~ (x~ T (x) ) ~~~ ) .
La dimostrazione ~B si 111 ~ ] o a doella d ~ L 11. 1. l’ iiitei-

va o cosi i estremi i iiiteiiii i 

positivo (1 iii elie i pmoti i (~, y) soddisfacenti y ~ .~ C ~~ ~
i (x) y ’3 (x) (1 appartengano tutti a n. j1: lml 

p ~ x C rl , 0 ~ k C ~l si defi~~i..,ca la funzione -~ (x, 1~) ili 

(5) Xatl1rallHJ~lte gli ÍnCl’el~~eut~ 41elle ~~u:~ potrau~~o iii generale
tunucre it zero (’~)ll :~rh~traria.

(6) 1"1 citato e 

III), I V) , ea VIII) dello stesso ~r~,, 

ill zt

111), 1 V) , ~-) , N" 1) ed ~’111) dell.) qtesso
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analoga a clmlla tenuta nel Il. 1. Per quasi tutti 

tervallo la funzione è quindi il rapporto incremen-
tale destro

ecc. 
, 

’

Sia allora ò una porzione chiusa silfatta ehe, per

ogni ,~;’ di 8 la funzione a (x) am~netta derivata (filllttl) in x’,
la sezione s (x’) abbia densità lineare positiv a tlel punto ,S’ (x’) ,
la funzione ~~, (x, y) all11netta derivate pri~ne finite nel pllllt0 ~S’ (x’)
e la fnuzioue Zl (x) sia derivabile in x’. Si supponga inoltre

clle "( x, 1;) sia uniforn~e~nente continna se considerata definita,

nelI’insien1e ottenuto al variare di :r in a e di k in 0 H d .

Sia xo un punto di 8 di densità lineare 1 per ~; al pnuto .ro
sono consentite qnasi tutte le ~osiniocti in I. Inoltre è pos-
sibile far tenùere h a zero, mauteuendolo in un conveniente

ict.sieote densità positira uguale a quella di
.~ (xo) nel punto S (x~) , in guisa che xo -~- h appartei&#x3E;ga ancora,

a a e clle il punto (xo + h, 3 (x~) ) appartenga ad s (.lo)’ Sussiste
allora una furmula di decomposiziole analoga alla (2) ; e da

questa si deduce la (3) in modo ovvio.

4. - E passia~llo fiiialinente alt’ ultimo teorema che intel-

d ia~no stabilire.

La (x, y) sia ?~aislcnccbile rispetto czn x e cotiti-

rispetto IL considerato. nel teooeoaa del

Il. 1. Le s (a) e t (a) di B con le y = a pc)
ed g = r (a) densità positica, nispettit~a~~te~tte,
nei punti S = a (a)) e T (a) = (a) ) 1)P)’ quasi tutti fili
a di I. Le (3 (x) e t (x) lL)lt llLet~ClltO (finita) l )L

qIGCIS’t tlttti i di I. Inoltre .S’l(Z p (x) ll)ICL f’llyLzloLte co iti-

ict I, dotata di fictit~c ict qrcccai tutti i pititti di I,
e tale ~tjtl)tPttcz derirale ?m’xicrli hnifoe (finite) rrei

punti della = p (x) quasi tutti x di I (’’) .

(7) Cfr. nota (5) .
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se ficit;tUltc (x, p (x) ) è (lel’lt’abtle in

quasi lullo 1, la sua derivata è data dalla solita espressione
,~: (x, p (x) ) + x~ (x, P (.) ) p’ (x) iii quasi tutto I.

Decon~ponian~o l’intervallo T nella son1n1a di quattro insiemi
IlIISLII’I1b111 A, B, Ce D nel niodo che segue. Un punto xo di I appar-
tiene ad A , se a  T (xo) ; di goisa che A è som-

tna di un numero finito o utla innnità Bu~nerabile di intervalli.

punto xo appartiene a B (a C j , se xo appartiene all’’ insieme
itl cui la i si annulla ( la differenza

y (x) - c (.v) si annulla) ed è anzi di densità lineare 1 per que-
sto insieme. A D appartengono tutti i rimanenti punti di I ; di

~;wisn che D è di misura nulla. Allora il teorema é vero per

quasi tutti i punti di .4 , a nor~na di quanto si È; dimostrato nel

numero 1 . E la proposizione segue per quasi tutti i punti di B,
(di C) , a norma di quanto si è dimostrato nel numero prece-

clellte, l3ercllè nell’’ intorno di ciascuno di questi punti le funzioni

(.r, , P (.x) ) e .~ (x, a (.r)) (le P (.r)) e ar (x, z (x) )
coincidono a prescindere da insiemi di densità lineare nulla in

quei punti.


