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UN TEOREMA DI UNICITA PER LE SOLUZIONI
DI UNA EQUAZIONE ALLE DERIVATE PARZIALI
DEL PRIMO ORDINE

Nota (*) di Givseppe Scorza Draeoni (a Padova)
e di Mario Vorpato (a Ferrara).

In questa Nota ci proponiamo di indicare un teorema di
unicitd per le soluzioni dell’equazione differenziale

p=f(x,?/7X,Q),

dove p (= z;) e ¢ (= %,) son le derivate parziali prime della
funzione incognita x (1),

Preciseremo a suo lnogo (nn. 1 e 2) la natura dell’insieme D
nel quale 1’equazione p = f & data, le ipotesi (n. 7) sulla fun-
zione f stessa e (n. 6) la classe C delle funzioni di « ed y
entro la quale la p = f ammettera al pii una soluzione sod-
disfacente ai dati di Cavcmy. In queste righe introduttive ci
limiteremo a dire che:

Pinsieme D & del tipo

0<z<l, s@<y<rt(@), |x|<+ =%, ¢/<+ =,

(*) Pervenuta in Redazione il 17 dicembre 1951.

(1) 11 contributo dei singoli Autori si distingue facilmente : i ragiona-
menti e i risultati contenuti nei nn. 1, 6, 7, 8 e 9 sono di VorpaTo, se se
ne toglie I’ osservazione al n. 8, le considerazioni dei nn.2,3,4¢e5 (e’ oss.
del n. 8) spettano a Scorza Draaoxi; insomma, I’ enunciato e la dimostra-
zione del teorema di unicita (e del lemma del n. 6) sono di Vorparto, invece
Scorza Dracont ha indicato condizioni, sufficienti a che siano verificate le
ipotesi richieste da VorLparo per le sue deduzioni.
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dove o (x) e t (x) son due funzioni definite nell’intervallo

[ 0<<z<l (1>0)

e soggette ivi a condizioni, che si possono considerare come
molto larghe. nell’ordine di idee in cui si svolge la nostra
ricerca ;

che:

la funzione f ¢ in sostanza astretta ad una condizione di
Cariero - LipscHitz rispetto alla sola z nell’interno di D e a
condizioni di Carikro—Lapscairz e di LipscHirz — CarATHEODORY
rispetto a x e ¢ sulla frontiera dell’ insieme D

che:

% (r, y) appartiene certamente alla classe C,se: 1),z (z, ¥)
¢ definita nell’insieme

B: 0o, c@)<y<rt(2),

base del cilindroide D; 2), x(r,y) & assolutamente continua
rispetto ad x e continua rispetto ad y,x (v,5(x}) e x (2,7 (x))
sono assolutamente continue; 3), le derivate parziali prime di
4 (x, y) esistono (finite) in tutto il segmento o ()<< y <<t (&)
per quasi tutti gli x di I; 4), I’estremo superiore di |z} (z, ¥)|
nell’ intervallo o (z) << y <<t (z) &, in quanto funzione della x,
sommabile nell’ intervallo I; 5), x(x,y) possiede differenziali
asintotici regolari o semiregolari nei punti delle curve y = ¢ (2)
ed ¥y =t (x), e cio almeno per quasi tutti gli x di I(2);
e finalmente che :

se x(z,y) & una soluzione della p= f, x (r, y) soddisfa
alla p= f per quasi tutti gli  di I; cioé !’insieme dei punti
nei quali x (r,y) non soddisfa alla p=f & contenuto in un
insieme di misura nulla costituito da tante verticali.

Le nozioni di differenziali asintotici regolari (n. 3) e semire-
golari (n. 4) qui utilizzate sono ispirate a quelle di differenziale

(2) Questa condizione e la III) del n. 2 saranno sfruttate soltanto
attraverso una loro conseguenza, la IX) del n. 6.

29 »
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asintotico regolare, introdotta da Caccrorrorr, Rapd e Scorza Dra-
aox1, e a quelle di quasi-continuitd regolare e semiregolare, intro-
dotte e studiate da Sconza Dracoxi, Bajapa e StampaccHia. La
natura dell’ipotesi 5) ¢ del vincolo imposto alle soluzioni della p=f
(precisamente quello di soddisfare alla p = f quasi ovunque si,
ma a prescindere da un insieme contenuto in un insieme di
misura nalla costituito da tante verticali) sara chiarita da condi-
zioni sufficienti a che quell’ipotesi e quel vincolo siano soddi-
sfatti; e queste condizioni potranno essere formulate, appunto
perchd le funzioni misurabili rispetto ad alecune variabili e con-
tinue rispetto alle altre sono dotate notoriamente di una quasi-
continuita semiregolare.

Avvertiamo finalmente che il teorema di unicita dato in
questa Nota per la equazione p = [ estende una proposizione
dello stesso tipo, gia indicata altrove da Vorpato (3).

1. - Tpotesi sugli insiemi B e D. - L’ insieme B del piano
reale (4) ed euclideo (&, y) & definito da limitazioni del tipo
Do, o(x)y<"t(r), dove [ & un numero reale e posi-
tivo e o (&) e t(x) son due funzioni date nell’ intervallo I, ciog
nell’ intervallo 0 <<z << !, e soddisfacenti alle condizioni:

(3) M. Voreato: Swlle condizioni sufficienti per U wunicite deyli inte-
grali di una equaxione differenxiale alle derivate parziali del primo
ordine [«Annali dell’ Universita di Ferrara». vol. VII[ (1950). pagg. 137-
149]. n. 2 e Criteri di confronto ¢ di waicita per le solusion! dell’ equa-
iione p = (L, 4, % q) col datt di Cawely [questi «Rendiconti», vol. XX
(1931), pagg. 232-243], n. 4. La circostanza ricordata nel testo esime il
Vorpato dall’indicare esplicitamente come si potrebbe colmare una lacuna
che egli ha riscontrato nei lavori citati. Ai quali rimandiamo per alcune
indicazioni bibliografiche ; molte altre si trovano in E. Bajapa, Teorcmi di
unicita per una equaxione differenxiale alle derivate parsiali del primo
ordine ecoi dati di Cawuechy [«Rendiconti dell’Accademia Nazionale dei
Lincei», serie 82, vol. XI (1951), pagg. 158 -164]. A proposito della quale
Nota di Basapa riteniamo doveroso avvertire che M. Pagst ¢i ha comu-
nicato di avere riconosciuto inesatto il teorema ivi enunciato [e durante la
correzione delle bozze di stampa di questa nostra Nota abbiamo appreso che
Basapa pubblichera una rvettifica nei Rendiconti dei Lincei]. Avvertiamo inol-
tre che anche noi abbiamo preso visione, in bozze. del lavoro di S. Cinquini
e di M. Cinquini-CiBRARIO, citato da Bajapa nella nota (3) a pié di pag. 159.

(Y Tutte le considerazioni di questa Nota si svolgono nel campo reale.
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I) a(r) e clr) sono continue in I e derirvabili (con deri-
rale finite) in quasi tutto U interrvallo I,
Il) atr) ¢ minore di © (&), se x é positiva e minore di .

2. - Inoltre I'insieme B ¢ astretto alla seguente condizione
ulteriore :

[IT) le rispettive sesioni s(a) e t(a) di B con le orixion-
tali y=ga(a ed y=rt(a) hanno densita lineare positiva nei
piti S{a) = (a,5(@)) e T (a) ={a, = (a)) per quasi tutti gli a
dell’ intervallo 1,
la condizione analoga relativa alle sezioni di £ con le verticali
passanti per S(a) ¢ T «) essendo automaticamente soddisfatta
per ogni a di I diverso da 0 e da /, e cio a norma della II.

L’ insieme D ¢ allora [ insieme definito dalle limitazioni
D==w <l s(r)y<<(r), 1|+ =>. g <-+x nello
spazio reale euclideo (@, y, 1, ¢).

Osservazioze, - La IlI) ¢ certamente soddisfatta, <¢ s {x) ¢
T {x) sono continue, verificano la II) e sono monotone o mono-
tone a tratti nell’ intervallo 1.

La IIT: pud essere sostituita dalla condizione che la densita
lineare di s(e) nel punto S (@) [di ¢ (¢) nel punto 7"a)] sia nulla
soltanto per @ variabile in una porzione di I di misura nulla (3).

3. — Differenziali asintotici regolari e derivazione di fun-
zioni composte. - La funzione ¢« .r,y) sia definita nell’ insieme
B'e Py=(ry,y,) sia un punto interno a B. Allora w (r, )
si dice differensiabile in modo regolare o dotate di un differen-
xiale asintotico regolare, nel punto P,. se esistono due costanti
A e p. tali che

1

(1) lim == w(r,y)—w(ry. gy —h(r —r))—uwi{y — .1/0)] =0
r—1, PP, ) |

se il punto P = (v, y, di B tende a P, senza abbandonare un

(%) i si potrebbe chiedere <e la III) oppure questa condizione sono
conseguenze o meno delle 1) e 1I).
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conveniente insieme J(P,) avente densita superficiale 1 nel
punto P, e costituito dai contorni di tanti quadrati aventi il
centro in Py ed i lati diretti come gli assi coordinati (8); e
dalla (1) segue allora ovviamente

(2) A=, (Zos Yo)y = wx’/ (xO) Y0,

ammesso che w (x, y) sia derivabile nel punto P, .

La definizione precedente ha significato anche se P, & un
punto del contorno di B, e noi la adotteremo senz’altro, anche
se in queste condizioni il punto P, che tende a P, mantenen-
dosi in B ed in J(F,), pud non descrivere pit un insieme di
densita superficiale 1 nel punto P,. Peraltro si osservi che la I),
la II) e la III) portano sempre alle (2), non appena w (z, y)
ammetta in P, derivate parziali prime, intese come i limiti dei
rapporti

w (Ty + h, yo) — w (Tg, Yo) w (Ty, Yo + k) — w (X, Yy)
h ! k ¢

al tendere a zero di 2 e k in guisa che i punti (x, + A, y,)
ed (z,, Yo + k) appartengano a B, e non appena x, sia tale che
s (x4) © ¢ (z,) abbiano densita lineare positiva in S (xg) e 7' (z,) (7).
E dimostriamo ora il seguente lemma :
La funxione w(x, y), definita nell’ insieme B, sia dotata
e 4i derivate parxiali prime e di differenxiale asintotico rego-

(%) La nozique & del tutto simile a quella che si presenta nel caso delle
funzioni continue. Cfr.: T. Rapd, On the derivative of the Lebesgue
area of continuous surfa~es [« Fundamenta Mathematicae», vol. XXX
(1938), pagg. 34-39], nn. 13-14; On absolutely continuous transforma-
tions in the plane [«Duke Mathematical Journal, vol. [V (1938), pagg. 189-
221], pagg. 219-220; R. Cacciorpout € G. Scorza Draconi, Necessitd della
condixtone di Weierstrass per la semicontinuita di wun integrale
doppio su una data superficie [ « Memorie dell’Accademia d’Italiaws, vol. IX
(1988), pagg. 251-268], § 3; G. Scorza Dragoni: Sulla definixione assi-
matica dell’ area di una superficte [questi « Rendiconti», vol. XV (1946),
pagg. 8-24], pagg. 9-15.

(7) Si esservi che in questo caso P, coincide appunto o con S(x;) o
con T (z;). ‘
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lare nel punio Py= (x4, yp) di B; la funxione r(x) sia defi-
nita in I e derivabile (con derivata finita) nel punto x,; il
punto (x,r(x)) appartenga sempre a B e le sexioni di B con
Uorixxontale e la verticale per (xy,y,) = (xy, 7 (xy)) abbiano
densita lineqre positiva in (xy. yo); la funxione composta
W (x) = w (x,r (x)) sia derivabile nel punto x,; allora per la
derivata di W (x) nel punto x, sussiste la solita formula

(3) W’ (2o) = w, (£, Yo) + 0, (%4, Yg) ' ().

Consideriamo 1’ insieme .J () relativo al differenziale asin-
totico regolare di w (r, y) in P, e la curva p di equazione
y==r(x). Se ; & un quadrato di J (P,) cvl lato abbastanza pic-
colo, la curva p ha punti interni e punti esterni a j. Di qui
segue che esistono valori di A arbitrariamente piccoli, siffatti che
il punto di coordinate zy+ k ed y, + k, con k= r (xg + k) — y,,
appartenga a J (P,y). Per questi valori di A risulta ovviamente

W (tg + k) — W (z4) = w (2 + by yo + &) — w (&g, Yo) =

= w; (29, Y) b + w, (zg, ye) k + (h* + k?)%a.

con o infinitesimo per £ (e &) infinitesimo. Donde la solita
conclusione, se si divide per &, si passa al limite per h infini-
tesimo e si tiene presente che W (z) & per ipotesi derivabile nel
punto x, (8).

4. - Differenziali asintotici semiregolari e derivazione di
funzioni composte. — Consideriamo di nuovo una funzione
w (x,y) definita in B e sia Py (xy, yo) un punto di B, interuo
o non. Diremo che w (x, y) ¢ dotata in Py di un differenxiale
asintotico semiregolare rispetto ad y se esistono due costanti i
e o tali che valga la (1) quando P tende a P, senza abbando-
nare un insieme K (P;) avente densitd superficiale 1 in P, e
_ costituito da tante verticali, ivi compresa la verticale per P,.

(®) Nel caso che (r,, yq) sia interno a B, queste considerazioni si tro-
vano gia nel lavoro di S. Cinquint e di M. CinquiNni~CiBrARio ricordato nella
nota (3); se ne veda il § 2, n. 5, ¢).
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A proposito delle (2) si possono ripetere osservazioni ana-
loghe a quelle fatte nel numero precedente. Anzi nelle ipotesi
attuali, si pud notare che w & necessariamente derivabile rispetto

ad y. E poi ovvio che:

Nel lemma del numero precedente, 1'ipotesi della differen-
siabilita ansitotica regolare puo essere sostituita da quella della
differenziabilita ‘asintotica semiregolare rispetto ad y ;

e non & privo di interesse osservare che:

Se e e, y) ammette derivate parsiali prime (finite) in ogni
punto di B esclusi al pite quelli contenuti in un insieme H,
costituito da tante verticali e di misura nulla, e se w, (r,y) ¢
miswrabile rispelto ad ¢ e continua rispetto ad y (in B— H- B
naturalmente) . ae (v, y) ¢ dotata di un differenxiale asintotico
semiregolare rispetto ad y in tutti @ punti di B, esclusi al piu
quelli conteniti in wun conveniente insieme di misnra nulla, L,
costitiito anch’ esso da tante verticali (%).

Poniamo < (x,y) = 0 nei punti di B nei quali w (1, y)
non ¢ derivabile rispetto ad y; e poniamo poi

w, (r, y) = w, (£,06(x)), se y<na(r),

w, (x, y) = @, (&, 7 (), se y>rt(r),

per ogni . di T; allora w, (r, y) risulta misurabile rispetto ad r
e continua rispetto ad y in tutta la striscia, X,0- "x <1,
'y, <+ 2 e da un teorema di Scorza Dracoxt (19) si deduce
subito che e, (., ) & quasi-continua rispetto ad (r, y), semire-
golarmente rispetto ad 4, nel senso che: dato comunque il

(%) Non é diffizile indicare altre condizioni di esistenza di differenziali
asintotici semiregolari; basta esaminare attentamente i passi citati in (8).

(19) G. Scorza Dracont: [Vn teorema sulle funxion? comtinue rispetto
al wna e misurabili rispetto ad wn' altra variabile [questi «Rendiconti»,
vol. XVII (1948), pigg. 102-106]. Per altre notizie, scientifiche e biblio-
grafiche, rimandiamo a G. SrampAccHia, Sopra una classe di funxioni in
due variabili. Applicaxioni agli integrali doppi del calcolo delle varia-
vioni [« Giornale di Matematiche» di Battaglini, vol. 79 (1949-1950), pagg.
169-208] .
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numero naturale » si pud trovare una porzione misurabile o,
. . . . 1 .
di I tale, che la misura di 8, superi /— — e che ), (z, y) sia con-
n :

tinua se considerata soltanto come definita nella porzione A, di ¥
costituita da quei punti di X che hanno 1’ascissa contenuta in 3,,.
Consideriamo ora un punto Py=(x,,,) di B e supponiamo che P,
appartenga a A,, anzi che r, sia di densitad lineare 1 per J,, e
che P, non appartenga ad H (attesa I’arbitrarieta di n, ad z,
sono consentite quasi tutte le posizioni in I e Py & un punto
qualunque di B, se si eccettuano quelli contenuti in un insieme
quale I’insieme I dell’ enunciato). Allora A, & un insieme costi-
tuito da tante verticali, contiene la verticale passante per P, ed
ha densita superficiale 1 nel punto P,. Inoltre, se P= (x,y)
tende a P, mantenendosi in B e in A, risulta ovviamente

w(x, y) — w(Zg,Yo) =w(x,y) —w(x,y,) + 2 (r,y,) —2 (g, Yo) =

= w (2, y) = 1 (v, yo) + @l (20, ya) (2 — ) + 2z — 2,

dove o & infinitesimo, atteso che w (x,y) & derivabile rispetto
ad r in Py ; inoltre &, al solito,

w (T, y) —w(x, yy) = @, (&, () — yo) =

=w, (g, Yo) (¥ — ¥Yo) + B(Y — Yo)

dove (r,7m) & un punto conveniente interno al segmento di
estremi (z, y) ed (r,y,), contenuto in B e A,, e dove B & infi-
nitesimo con P Py, attesa la continuita di w) ove la si consideri
come definita soltanto in A,. Donde la conclusione.

5. - Ultime considerazioni. - L quasi-continuitd semire-
golare permette subito di dimostrare che:

Se le funxioni w (v,y) e w*(r,y), misurabili rispetto
ad x e continue rispetto ad y nell’insieme B, coincidono
quast ovunque in B, allora esse coincidono in D, a prescin-
dere da un insieme avente su I una proiesione ortogonale di
misura lineare nulla .
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e la deduzione & ovvia: infatti, dato il numero naturale »,
si consideri una porzione misurabile 8, di I tale che w {(x, y) e
w* (x, y) siano continue, se considerate come definite soltanto
nei punti di B che hanno I’ascissa in ¢,, e tale che la misura

lineare di 9, superi l——:z—. Allora, se x#, & un punto di ¢, di

densita lineare 1 per 8,, ogni punto di B del tipo (xy, y) puod
essere approssimato mediante punti nei quali w e w™ coincidano ;
epperd risulta w (ry, ) = w* (x4, y); ecc.

6. — Le classi G e C. - Le funzioni g (x,y) della classe G
sono definite nell’ insieme B e vi soddisfanno alle seguenti
condizioni :

IV) sono assolutamente continue (rispetto alla x) sulle
sexioni di B con le orizxontali ;

V) sono continue (rispetto ad y) sulle sexioni di B con
le verticals ;

VI) le funxioni composte g (x,s(x)) e g (r,tx(x)) sono
assolutamente continue nell’ intervallo 1,

in virta della IV), g (r,y) & dotata di derivata parziale
rispetto ad z (finita) in quasi tutto B; posto ¢} (r,y) == 0 nei

punti di B in cui g (x,y) non & derivabile (o non ha derivata
finita), si supporra che :

VII) il modulo di g, (r,y) si mantenga minore di wuna
funzione della sola x, sommabile nell’ intervallo I

naturalmente questa fanzione potra cambiare, se cambia
la g che si considera(!!).

E dimostriamo che:

Se g (z,y) é una funxione della classe G ed M(x) é il
massimo di g (x,y) nel segmento o (r) <y=<t(x), M(r) ¢
assolutamente continua nell’ intervallo I.

(11) La IV) e la VII) potrebbero essere conglobate in una condizione
unica di equiassoluta continuitd. Le IV), V), VI) e VII) implicano la con-
tinuita della g (x, v).
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Allo scopo, detta N (x) una funzione, sommabile in I, tale
da aversi |¢’, (x,y)|<< N(x), e considerato un sottointervallo
a<<x<,b di I, bastera provare che risulta

b

4) |M(b)—M()|< [ N()di+[g9(¢,06) —g@,0(3))]+

a

g€ @) —g@ @),

con £ e ¥ punti convenienti di a <<x << b; infatti dopo di cid
la conclusione seguira dalla VI) e dalla assoluta continuita

x
della f N (t) d¢,)’ integrazione essendo intesa nel senso di Lrsrsauk,
0

Se M(a) ed M (b) coincidono, non vi & nulla da dimostrare.
Escluso questo caso, se

M) —M(a) >0,

risulta
M (b) — M(a) < M (b) — g (a,0(a)),

M) — M(a) <M () —g(ar(a));

detto allora v un punto di massimo per g (b,y), risulta ovvia-
mente

M@b) —M)<<ig(b,c(}) —g(a,(a)] +

+’g(b,°(b)) _9(‘1»6(“));

tanto se » =t (h) quanto se v =0 (b), e la (4) & verificata a
piu forte ragione; escluse queste alternative, o in tutto 1’inter-
vallo semiaperto @ < x =< b risulta o(x) <v<Tt(r), nel qual

caso & anche

M(b)——M(a)gg(b,w)—g(a,v)S/N(l)dt,
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ciot sussite sempre la (4), oppure si pud determinare un punto ¢
interno all’intervallo @ <Zx < e tale che per £ >>¢ e << si
abbia o (r) < »<rt(r), riuscendo invece 5 {r) = r oppure t(¢) =,
ed allora si trova rispettivamente

MGB)—M@y<< glb,r)—g(e,0) +1g(e,r)—g(eoa)) <
b
SjN(t)dt+!g((-,c((:))—g(a,c(a))‘,

M@ — M@ <|gb,v)—g(, ) +!gley0r)—g(rnt(a)) <

<[N¥Witt 1050~y @)1,

a

epperd si ritrova sempre, a fortiori, la (4).
1l caso che sia
M@ — MH)>0

si esaurisce con un ragionamento analogo,

Dopo di ci0 passiamo a definire la classe C. Questa ¢ la
classe delle funzioni x (x, y) di @, le quali soddisfacciano alle
seguenti condizioni ulteriori :

VIII) le derivate parxiali prime di x(x,y) esistono (finite)
i tutti © punts di B, esclusi al piic quelli di wun insieme
avente proiexione ortogonale su I di miswra nulla

IX) le funstioni x(xys{r)) e i (r,t(r)), derévabili in
quasi tutto I a norma della V1), abbiano le derivate (totali)
espresse rispettivamente dalle

%, (2,0 (2)) + 5 (2,0 (1)) &' (r),

iy t(x)) + 4 (T () T (o)

in quast tutto I.

Si noti che i teoremi dei numeri 3 e 4 forniscono condi-
zioni sufficienti per la IX), la quale appare quindi come piu
generale della 5) della prefazione.
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E ovvio che la differenza di due funzioni della classe C &
ancora una funzione della stessa classe.

7. - Ipotesi sulla funzione /. - La funzione f(z,y,%,q) &
definita nell’insieme D . Inoltre esiste una funzione

Fir,u)

definita per t =0 e <! ed « >0, continua rispetto alla wu,
misurabile rispetto alla ., minore in modulo di una funzione
della sola z, sommabile in I, e tale che:

X) le soluxioni dell’equaxione

xT
~

w (x) = 11_|_/ F(t u(t))dt

3

st mantengono minori di s a destra di &, qualunque sia il
punto &, interno al I, e qualunque sia ¢l numero positivo e,

se M & un conveniente numero positivo, dipendente soltanto da «;
e che:

X1I) risulti, per quasi tutty ¢ punts x dell’intervallo I:
(5) f(x,9,41,0) — (@ y, 25, 9) < F (2,2, —2,)
se o (x) < y<rt(x), 2, >2,y,
(6) f(z,0(2), 21,90 — [ (%,0(x),25,43) <
= F(r,2,—2,) + 6" (2) (g2 — q0)
se % > 25, 1= Q2
M @, 0) — (@), 5, 0 <
< F(z,2; —2)+7 (%) (9a —4q1)
se 2, >2,,9,==q, (12).

(12) La (3) ¢ la condizione di Cariero-LipscHirz rispetto alla x alla quale
abbiamo alluso nella prefazione. La (6) e la (7) sarebbero le condizjoni di

29
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8. - Le soluzioni dell’ equazione p = f. - Se f(z,y,2,9)
& una funzione definita nell’ insieme D, una soluxione dell’ equa-
zione p = f & una funzione 2z (r,y) definita in B e soddisfacente
alle IV), V), VI), VII) ed VIII), cioé & una funzione della classe G
soddisfacente alla VIII), per la quale accada che:

XII) sia

(8) Sy =1, y,5 (0,9), 2, (v, 4))

per tutti @ punti di B esclusi al piw quelli di un insieme
che abbia proiezione ortogonale su I di misura nulla.

S

OsskrvazioNs. — Se f(v, y, 2,q) & misurabile rispetto ad =
e continua rispetto ad (y, x,q) e 2, (x,#) & misurabile rispetto
ad x e continua rispetto ad y (al pari di 2 (v, y)), la funzione
f(x, v, 2(xy), 1, (x,y)) & misurabile rispetto ad = e continua
rispetto ad y. Quindi (n. 5), se anche 2z’ (v, y) & misurabile
rispetto a x e continua rispetto a y e se la (8) & verificata
quasi ovunque in B, la (8) & verificata in tutti i punti di B,
esclusi quelli di un sottoinsieme che abbia di misura nulla la

propria proiezione ortogonale su I,

9. — 1l teorema di unicitd. - Passiamo ora a dimostrare
che:

Se la funvione f(x,y,x,q) soddisfa alle condizioni indi-
cate nel n. 1, le [(eventunli) soluxioni della p = f che appar-
tengono alla classe C, sono individuate dai wvalori che esse
assumono per x =0,

Siano infatti z; (z,y) e 2,(r,y) due (eventuali) soluzioni
della p = f che appartengano alla classe C e che soddisfacciano
identicamente alla

2 0,9)=20,y) (O)=<y<-<(0));

Cariero -Lipscairz rispetto alla x e di Lipscrirz CaraTaEODORY rispetto alla g,
ricordate anch’esse nella prefazione. Si noti che se parliamo di condizioni
di Lipscurrz-CARATHEODORY, non intendiamo percid che o’ (x) e t' (z) siano
sommabili in 1.
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allora la loro differenza
2 (e, y) = 21 (x,y) - 25 (7, ¥)

non ¢ pilt in generale una soluzione della p = f ma ¢ sempre
una funzione della classe C ¢ soddisfa alla

+(0, ) =0 (0 (0) < y=r+(0))
e, per quasi tutti gli » di I, alla
(9) 2, (2, y) =[xy, 2 (00, gl y) —
— [y 2. (2 y) e (2 y)  (sle) <y <t(x)),

il signiticato di ¢, (¥, ) e ¢, (v, y) cssendo palese.

Noi dimostreremo ora, ragionando per assurdo, che x (z, y)
¢ identicamente nulla in 3.

Infatti, se cid non accade, si possono sempre supporre scelti
1 simboli in guisa che in qualche punto (vq, y,) di B, con
xy >0, risulti x (xg, /,) > 0. Detto di nuovo M (x) il massimo
di 1 (z,y) in quanto funzione (continua) della y nell” intervallo
s(r) Zy<rt(x), M(x) o continua, anzi assolutamente continua,
in 7, ¢ nulla per * = 0 ¢ positiva per r = z,.

Sia & un numero positivo minore di M (zy); e si determini
in corrispondenza un numero positivo (e << <) quale il numero
7, di cui nella X), e lo si chiami 743 si scelga poi il punto &,
in guisa che sia 0 <&, <Tmg, 0T MEN =14 d Mr)>0
se §o =<z << w,. Le soluzioni dell’ equazione

x
w(x) =10 + [F(t, w (1) dt
€o
sono per ipotesi minori di e, ciod di A (xy), a destra i &,.
A norma di un teorema di confronto di Ciwirro (*3), questo

(1) F. Capimro : Sl teoremi i wnicita relatici wd wn' equasione
differeninle ordinarin del primo ordine [ «Giornale di Matematiche» di
Battaglinn, vol. 73 (1983-1049), page-10 41], §1, n. 3.

349
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portera alla M (zq) << M (xy), portera ciot ad un assurdo,
non appena si sard dimostrato che in quasi tutti i punti di
§o =1 <<, risulta
(10) M) F(a, M (r)).

A questo scopo, @ sia un numero maggiore di &4 e minore
di zy. Inoltre si supponga che M (x) sia derivabile nel punto a,
che 2 (x,y) sia dotata di derivate parziali prime in tutti i punti
di B del tipo (a,y) e che per x = « sussista la (9), ciot che
sussista la

(11) 2. (ayy) = f(a, y, 21 (@, 4), 91 (@, ) —
- f(aa Y, % (”) .I/)a Qs (”’ .1/) )7

6 (@) << y<rt(a)., Allora al punto @ sono consentite quasi tutte
le posizioni nell’intervallo §, <2 <z,. E sia r{a) un punto di
massimo della funzione 2 (@, ) nell’ intervallo o (o) <y <t (a).

Se & o (a)<v(a) <t (a), risulta
3 (v (@) > 50,0 (0), qula,r(a) =qq (a0 (a))
e la (11), unita alla (5), porge

(12) 2% (a,v (a)) <F (0,2, (0.0 (@) — ¥ (a, v(a)) = F (a, M(a));

inoltre, se £ & minore di « ed abbastanza prossimo ad a, il
punto (¢ v (a)) appartiene ancora a I3 e risulta M (£) — M (a) =
=z (t,v(a)) —x(a »(a)), epperd

M@) —M(@) _=x(tv(a)—x(a,v(a))
t—a = t—a !

e di qui, passando al limite per { — a e ricordando la (12), si
trae appunto

M () < sl (a, v (a)) << F (a, M(a)) (1) .

(1% Se si considerano anche valori di Z maggiori di @, si trova addirit-
’
tura M’ (a) = 3, (a. v (a@)).
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Se r (¢) coincide con o (a), si supponga che a sia d’accu-
mulazione per I'insieme dei punti in cui la differenza M (r) —
— i (#,9(r)) st annulla e che nel punto a la derivata di
1 (r, 5 (1)) sia uguale a 15 (¢,5(a)) + %, (a,6(a)) o (a); allora
al punto @ sono consentite ancora quasi tutte le posizioni nel-
Iintervallo §,<C+ < .y, a norma anche della IX); inoltre
risulta

(13) M la) = ) (a,6 (@) + 1, (a,5(a)) &' (a)

71 (4,5 () — g, (@, 6 (@) = 4, (0,6 () ) < 0

e la (13), unita alla (11), alla (6) ed alla x, (a, v (v)) >
>, (@, r(@)), porge facilmente

M ()<< F{a, M(a)).

Il caso che v («) coincida con t(e) si esaurisce con un
ragionamento analogo, ricorrendo alla (7). La (10) & quindi
valida in quasi tutti i punti di §g<<xr<C.ry: e il teorema @
dimostrato ('*) .

Osservazioxt. — Si noti che nelle nostre ipotesi s (0) e t (0)
possono coincidere ; nel qual caso le soluzioni delle p == f, con-
tenute nella classe C, coincidono in tutto I3 se coincidono nel-
I’ unico punto comune a I3 ed all’asse delle ordinate.

(15) Darante la correzione delle bozze di questo lavoro, & uscita nei
«landiconti dell’ Accademia Nuzionale dei Lincei» [serie 8%, vol. XI (1951),
pigg. 235-239] una Nota preventiva di 8. Civquint, nella quale questi enun-
cia un altro teorema di unicitd per 1"equazione p = f.



