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UN TEOREMA DI UNICITA PER LE SOLUZIONI

DI UNA EQUAZIONE ALLE DERIVATE PARZIALI

DEL PRIMO ORDINE

Nota (*) di GIUSEPPE SCORZA DRAGONI (a Pado va)
e di MARIO VOLPATO (a 

In questa Nota ci proponiamo di indicare un teorema di

unicità per le soluzioni dell’ equazione differeuziale

dove p (= xx) e q (= xy) son le derivate parziali prime della

funzione incognita x (~) .
Preciseremo a suo luogo (nn. 1 e 2) la natura deir insieme D

nel quale ~ equazione data, le ipotesi (n. 7) sulla fu~~-

zione f stessa e (n. 6) la classe C delle funzioni di x ed !1
entro la quale la p ~ f ainmetterà al più una soluzione sod-

disfacente ai dati di CAUCHY. In queste righe introduttive ci

limiteremo a dire che : ,

l’insieme D è del tipo

(*) Pervenuta in Redazione il 17 dice~nbre 1951.

(1) Il contributo dei singoli Autori si distingue facilmente : i ragiona-
menti e i risultati contenuti nei iin. 1, 6, 7, 8 e 9 sono di VOLPATO, se se
ne toglie ~ osservazione al n. 8 , le considerazioni dei nn. 2, 3, 4 e 5 (e Foss.
del n. 8) spettano a SCORZA DR;ooNi ; insomma, I’ enunciato e la dimostra-
zione del teorema di unicità (e del lemma del n. 6) sono di VOLPATO, invece
ScoRZA DRA(~011I ha indicato condizioni, sufficienti a che siano verificate le

ipotesi richieste da VOLPATO per le sue deduzioni.
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dove a (x) e t (x) son due funzioni definite nell’ intervallo

e soggette ivi a coiidizioni, cho si possono considerare come

molto larghe. nell’ ordine di idee in cui si svolge la nostra

ricerca ;
che :

la funzione f è in sostanza astretta ad una condizione di

CAFiMRO-LiPSCHtTZ rispetto alla sola i iiell’interno di D e a

l’ondlZI0Il1 di CAFIMRO-LiPSCHITZ e di L1PSCHITZ - CARATHÉODORY

rispetto a ~ e q sulla frontiera dell’ insieme D;
che :

x (x, .li) appartiene certamente alla classe C, se : 1), x (x, y)
è definita nei insieme

base del cilindroide D ; 2) , z (.r, y) è assolutamente continua

rispetto ad x e continua rispetto ad ~/, ~, (,r, a (.~) ) e x (x, r (x) )
sono assolutamente continue; 3), le derivate parziali prime di

~. (x, ~y) esistono (finite) in tutto il segrnento a (x) C !1 (..~)
per quasi tutti gli x di 1; 4) , 1’ estremo superiore di ~
tiell’ intervallo a (x) ~ li C i (x) è, in quanto funzione della x,
sommabile nell’ intervallo 1; 5), x (x, y) possiede differenziali

asintotici regolari o semiregolari nei punti delle curve q = a (x)
ed y = z (x), e ciò al~neno per quasi tutti gli x di I (z) ;

e finalmente che :

se x (x, y) è una soluzione della p = (, x (.r, //) soddisfa

alla p = f’ per quasi tutti gli x di I; cioè ~ insieme dei punti
nei quali x (x, y) non soddisfa alla p = f è contenuto in un

insieme di misura nulla costituito dal tante verticali.

Le nozioni di differenziali asintotici regolari (n. 3) e semire-
golari (n. 4) qui utilizzate sono ispirate a quelle di differenziale

(’) Questa condizione e la III) del n. 2 saranno sfruttate soltanto

attraverso una loro conseguenza, la IX) del n. 6.
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asintotiuo regolare, introdotta da C.4CCIOPY(II,I, RI~DÓ e SCOIZZA DRA-
e a quelle (ii quasi-continuità regolare e semiregolare, intro-

dotte e studiate dal SconzA B,w,JAD-R e ~TaaiP aG~CHI~. La

natura dell’ ipotesi 5 j o del vincolo inlposto alle soluzioni della p = 1’
(precisamente quello di soddisfare alla 1) = f’ quasi ovunque s ,
~ua a prescindere da un insieme contenuto in un insieine di

misura nulla costituito da tante verticali) sarà chiarita da condi-

zioni sumcienti a che quell’ ipotesi e quel vincolo siano soddi-

sfatti ; e queste condizioni potranno essere foi-niulate, appunto
perchè le funzioni misurabili rispetto a(1 alcune v ariabili e con-

tinue rispetto alle altre sono dotate notoriamente di una quasi-
continuità semiregolare.

~vvel’t1aI110 finalmente che il teorema (I1 unicità dato 111

questa Nota per la equazione p = f estende una proposizione
dello stesso tipo, già indicata altrove da VOLPATO (~) .

1. - Ipotesi sugli insiemi B e D . - 1./ insie~ne 13 del piall
reale (4) ed euclideo ( x, y ) è definito da limitazioni i del tipo
t) ~ .t; C l , a (.r) :::;:.~/ :::;: t (1’), dove 1 è un numero reale e posi-
tivo e a (.~~ e z (x) son dine funzioni date iiell’ interB~allo I, 
nel~ intervallo 0 à x ~ L J e soddisfacenti alle condizion i :

(3) M. VOLPATO ’. Scclle coradixio~ti src f~czenli per I’ unicità dcyli ilite-

di tcncG eqic~cliotte alle tmGr,zi«li del 

ordiite [«ànnali dell’ Unicer&#x3E;itz di vol. VIII I pagg, 

t-I9] , n. 2 e Cuii,eri di e di per le 

f (.c, l~, ~, q) coi ILendicotnl ~ , iol. ~ 1
(1951), pagg. 232-243], n. 4. La circostanza ricordata nel te~to esime il

VOLPATO dall’ lndtcare esplicitamente come si potrebbe colmare una lacuna

che egli ha riscontrato nei lavori citati. Ai quali l’i~nandiamo per alcune

indicazioni bibliografiche ; molte altre si trov ano in E. BAJADA, Teorcmi di
unicità per una e~luc~iione differettxiule alle derivczte del 

ordine coi dati di [«Rendiconti dell’Accadernia Nazionale dei

Lincei, serie Sa, voi. XI (1951), pagg., 1:~~ -1G4] . ~ proposito della ~luale
Nota di BAJADA riteniamo doveroso avvertire che 1B1. PAGNI ci ha cotnu-

nicnto di avere riconosciuto inesatto il teorema iv i enunciato [e durante la
correzione delle bozze di stampa di questa nostra Nota abbiamo ê"lppr~so che
BAJADA pubblicherà una rettifica nei Rendiconti dei Lincei]. Avvertiamo inol-
tre che anche noi abbiamo preso visiúne, in bozze, del lavoro di S. CINQUINI

CINQUINI-CIBRARIO, citato da BAJADA nella nota (3) a piè di pag. 

( ~) Tutte le considerazioni di questa Nota si svolgono nel campo reale.
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I) a (.r) e r (.r~) sono cofatW ucc iii T e ~erimf~ili (con deri-
rate finite) in quasi tutto l’interrallo I;

II) a tttirZOne (li t (x) , se x è e toitaone oL I.

2. - - Inoltre 1’ jnsie~118 B è astretto alla segnente condizione
ulteriore :

III) l ~ :3 e t (a) di B le 

tali ,1 --- a (a = r (a) densità lineare posttiz~a nei

- Cl, a (a) ) e 11 (a) (a)) p e r tZStte a

1,
la ~o~ldi z io ne analoga re lati va alle sezion i di i B le yertical i

passanti pel’ 9 (a) e T’ B(l) es~e~~do anton~aticamente locldisfatta

per ogni n di I da 0 e da 1 , e ciò a nonna della .

L’ i ns i e~ne D è ~ i ns~e~ne definito dalle L i ~n itnzion i

c ;l, a(.z~)Cr~C~(.x~), *. 1  i- oc . q  -F z nello

spazio reale euclideo ( x, y, ~, fJ ) .

La IlI) è ~’eI°talllellte sorlu~sf~1tta, ~e i (x) e

z (.c) sono continue, B’erificano la 11) e sono ~l~nllotone u ~110110-

toue a tratti nell’ intervallo I.

La III; può essere sostituita dalla condizione che la deiisità
lineare di s (a) nel punto 8 (~z) [di t (a) nel puuto Z’~a)~ J sia iltill-,1

~oltanto per a variabile ill una porzione di I di ~nisnra nulla (5) .

3. - Differenziali asintotici regolari e derivazione di fun-

zioni composte. - La funzione tt~ .r, r~) sia definita ne~r iu--;ie~ne

Po - (.r’o , sia un punto interno a ~. Allora w (.r, y~
si di~~e in o dotata di Ull 

~zsi~atotico nel pnnto P,, , se esistono due costanti

À e u~ tali rhe

di Il tende assenza abbandonare iiii

(j) Ci si potrebbe chiederete l~ III) oppure questa condizione 

conseguenze o meno delle 1) e II) .
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conveniente insieme J(Po) avente densità superficiale 1 nel

punto Po e costituito dai contorni di tanti quadrati aventi il

centro in Po ed i lati diretti come gli assi coordinati (g) ; e

dalla (1) segue allora ovviamente

ammesso che w (x, sia derivabile nel punto Po .
La definizione precedente ha significato anche se ~’o è un

punto del contorno di B, e noi la adotteremo senz’ altro, anche
se in queste condizioni il punto P, che tende mantenen-

dosi in. B ed in può non descrivere più un insieme di
densità superficiale 1 nel punto Po . Peraltro si osservi che la I) ,
la II) e la III) portano sempre alle (2), non appena w (x, ,y)
ammetta in P,, derivate parziali prime, intese come i limiti dei

rapporti

al tendere a zero di h e k in guisa che i punti (xo + h , !lo)
ed -r- ~;) appartengano a B, e non appena Xg sia tale che
s (xo) abbiano densità lineare positiva in ~S (xo) e (7) .

E dimostriamo ora il seguente lemma :
La fu~txio~ae 1V (x, y) , definita nell’ insieme B , sia dotata

e ~lz ~lPriuate parxiali prime e di diReren:tiale asintotico rego-

(e) La noziqne è del tutto simile a quelta che si presenta nel caso delle
funzioni continue. Cfr. : T. on the derivative o f the L e,b e s g u e
area of continuous [« Fundamenta Mathematicao», vol. XXX

(1938), pagg. 34-39 ] , nn. 13-14 ; On ab solutely continitous tran.çforma-
tions io the plane [ « Duke l4iathemat~ical Journal, vol. IV (t938), pagg. 189-
221], pagg. 2 l9-~ ~O ; R. CAcctoppou e G. SCORZA DRAC~oNI, Necessità della
eoradi~~ione di per la sennicor~tinuità di un i~itegr~ale
doppio su una data superficie [ « Memorie dell’ Accade~nia d’ Italia », vol. 1X
(1938), pagg. 25I-268] , § 3; 0. SCORZA DRAOON~: Sulla de~nixione assi-

matica dell’ area di una superficie [questi «Rendiconti», vol. XV (1946) ,
pagg. 8-24], pagg. 9-15.

(7) Si esservi che in questo caso P~ coincide appunto o con ~S (xo) o

con T (xo) . 
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lare nel punto Po -- (xo , yo) di B ; la f~cnxio~te r (x) sia defi-
nita in I e derivabile (con derivata finita) nel punto x.; il

punto (x, r (x) ) appartenga semp,4e a B e le sexioni di B con

e la verticale per (.xo, y;,1 == (xo, r (xo) ) abbiano

densità lineare positiva in (~’o’.’/o); la corrtposta
W (X) = w (x, ~~ (x) ) .sia derivabile plc~tto allora per la

di W (x) npl punto srcssiste la solita for~îtZCla

Consideriamo 1’ insieme relativo al differenziale asin-

totico regolare di iv (x, r~t in Po e la vurva p ~li equazione
y = r (.x) . Se j .è un quadrato di J ( P~ ) coi lato abbastanza pic-
colo, la curva p ha punti interni e punti esterni a j. Di qui
segue che esistono valori di h arbitrariamente piccoli, siffatti che
il punto di coordinate xo + h ed y_ + k, = i (xo + h) - yo,
appartenga a Per questi valori di h risulta ovviameute

coli ot infinitesin10 per it (e k) infinitesi~l1o. Donde la solita

eonell1sione, se si divide per h, si passa al limite per h i fii i-

tesiino e si tiene presente che IV (x) è per ipotesi derivabile lcel

punto x~ ( 8) .

4. - Differenziali asintotici semiregolari e derivazione di

funzioni composte. - Consideriamo di nuovo una funzione

u~ (.x, y) definita e sia go) un pnnto di B, interno
o non. Diremo che w (x, y) è dotata i~t Po di un c~i f%ereu~,iale
asintotico se~niregolare rispetto ad y se esistono due costanti ,

e 11 tali che valga la (1) quando P tende a Po senza abbando-
nare un ilsîelne avente de~lsità superficiale 1 in P, e

. 
costituito da tante verticali, ivi compnPSa la verticale per Po .

(8) Nel caso che (xù, yo) sia interno a B, queste considerazioni si tro-

vano già nel lavoro di S. CINQUINI e di M. CINQUINI-CIBRARIO ricordato nella
nota (3; ; se ne veda il § 2, n. 5, e) .
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A proposito delle (2) si possono ripetere osservazioni ai a-

loghe a qnelle fatte nel numero precedente. A~~zi nelle ipotesi
attuali, si può notare che ic ~; necessariamellte cleri va bile rispetto
ad li. E poi ovvio che :

¿Ve L dfl Itlcotcoo della cli ffPUell-
regolare essere So.S~I t?l?tlt da quella della

;~.suttot,ierz ri,çpetto ad y ;

p nu~~ è privTo di interesse osservare che :

lc~ ~.~;, y) pnioie (ytitP&#x3E; in ogni
pnnto di B, 1)l lG in un t )1Sl PI)tP II,

e di nulla, e .sP (x,
nt~slcmhile .r~ e continua ad .’1 (2u B - li. B
IL’zfrGr(Ll Ilt nlt fc’) , . lo (.~~, !I) t’ di t t 

rispftto ~~l y in ttctti i punti di B, ~rl più
quelli irt lcla iltsiPnte di uulla, L,
~o.stitccito altrh’ esso tante (9) .

P o Il i a 111 o (.r, !I) = 0 1181 i p n n t i cl i B ne i q u a li ~Gl (x, .Il)
non ~~ deriyabile rispetto ad !1 ; e poniat110 poi

per ~ii I ; allora (.r, y) i-i~~ult,«t misurabile rispetto ad ,r

e continua rispetto ad r/ in tutta la strisria, ~’ , 0 - ’ x e l,
’ ~/ , C -~- ~o e da un teorema di SCOHZA si ded uce

subito (che rc~y (.,~, !I) è quasi-continua rispetto ad (.~~, ~/) , semire-

~olarcmeute rispetto ad .’J, nel senso che : dato comunque il

(9) Non è ~liHi~ile indicare altre condizioni di esistenza di differenziali

asintotici semiregolari; basta esaminare attentamente i passi citati in (6).
(10) G. SCORZA DRXGONI : fíii teoreuacc sulle f iccaxioni continue rispetto

e cccl z~ari~cbile [(~uesti «Rendiconti»,
XVII (1~)!8), p-~gg. lU’~-10E~ ] . altre notizie, seientifiche e biblio-

grafiche, ranan~l~amo a G. S-rAMPACCfílA, ~S’opra una classe di fzcnxioni in
due variahili. ~pplica~,ioni agli integrali doppi del delle varia-

xioni [’- Giorùale di MateJnaticl~e» ù. B¡~ttaglini, 79 (lU-19-19~0) , pagg.
169-208].
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numero naturale n si può trovare una porzione mistirabile a,,

di I tale, che la misura di ô" superi L 1 e che W;I (x, jj) sia con-a p 
?i 

.~ ~ ~ . )
tinua se considerata soltanto come definita nella porzione l1~ di E
costituita da quei punti di ~ che hanno l’ ascissa contenuta in 

Lonsideriamo ora un punto Po (.xo, yo) di B e suppoclian~o che Po
appartenga a anzi che xo sia di densità lineare 1 per Òf&#x26;, e

che IDU non appartenga ad H (attesa l’arbitiarietà di n, ad xo
sono consentite quasi tutte le posizioni in I e Po è un punto
qualunque di B, se si eccettuano quelli contenuti in un insieme
quale ~ insieme L del ~ euunciato) . Allora è un insieme costi-

tuito da tante verticali, contiene la verticale passante per l’o ed
ha densità superficiale 1 nel punto Inoltre, se P .- (x, y)
tende a Po ~l~antenendosi in B e in ån risulta ovviamente

dove x è infinitesrno, atteso che iv (.r, y) è derivabile rispetto
ad .r inoltre è, al solito,

dove ( x, ~ ) è un punto conveniente interno al segmento di

estremi (,z, y) ed (.x, ~o) , contenuto in B e e dov7e fi è iufi-

nitesimo con P Po, attesa la continuità di la si consideri

come definita soltanto iu A~. o Donde la conclusione.

5. - Ultime consider~,zioni. - lji quasi-continuità semire-
golare permette subito di di~~~ost~oare che :

Se le fico~ io~az- w (.x, y) e w* (.c, y), rr2tstlrwhtli rtS~ueti0
e continue rispetto l~ )Lell~2ltstel72P B, 
ourmaqtce in B, e.sse c~oi~tci(lono in I’, (~ 

dere da 1lLSLP)j2P SII 1 rmt(c ~li

utistcTOC lineare u tcll(r ;
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e la deduzione è ovvia: infatti, dato il numero naturale 11,

si consideri una porzione misurabile a. di I tale che w (x, y) e

w* (x, y) siano continue, se considerate come definite soltanto

nei punti di B che hanno l’ ascissa in ~,~, e tale che la misura

lineare di 8 superi 1 - ~. . Allora ~ se è un P unto di ~" di
n

densità lineare 1 per ô~, ogni punto di B del tipo (xo , !I) può
essere approssimato mediante punti nei quali w e w* coincidano;
epperò risulta w (xo , y) - w* (xo , ,r~) ; ecc.

6. - Le classi G e C.; . - Le funzioni 9 (.e, y) della classe G

sono definite nell’ insieme B e vi sodciisfaunu alle seguenti
condizioni :

IV) sono assoltctarnerate continue (rispetto alla r) 
sexioni di B le 

V) sono conti~arce (rispetto ari li) .çulle .sezior2i di B con

le vertieali ;

VI) le ficnxiorzi composte ,g (x, a (x) ) e ,g (x, t (x) ) sono

assol~tamerate continue nell’ iratPr~vallo I ;
in virtù della IV), 9 (x., y) è dotata di derivata parziale

rispetto ad x (finita) in quasi tutto B ; posto gx (x, y) = 0 nei

punti di B in cui ,g (x, y) non è derivabile (o non ha derivata
finita), si supporrà che :

VII) il rrtodzclo di (x, y) si rna~ateraga minore di ltna

fr.craz-ione della sola x, somrnabile I ; 
"

naturalmente questa funzione potrà ean~biare, se caiiibia

la ,g che si considera (L 1) .
E dimostriamo che : 

°

,Se g (x, y) è una funzione della G erl M (x) è il

massimo di g (x, y) nel segrneoto a t,x) ~ y ~ t (x) , l~l (.r) è

assol2rtamer~te continua nell’ inter~~allo l.

(11? La IV) e la VII) potrebbero essere conglobate in una condizione
unica di equiassoluta continuità. Le IV) , V) , e ill1~Jlicano la con-
tinuità della 9 (x, y) .
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Allo scopo, detta N (x) una funzione, sominabile in I, tale

da aversi ,g ~ (x, ,y) ~ c N (x) , e considerato un sottointervallo

a ~ x ~ b di I, basterà provare che risulta

con ~ punti convenienti di a ~ x ~ b ; infatti dopo di ciò

la conclusione seguirà dalla VI) e dalla assoluta continuità
.7:

della N (t) integrazione essendo intesa nel senso di LMBRSGUK.
o

Se M (a) ed M (h) coincidono, non vi è nulla da dimostrare.
Escluso questo caso, se

risulta

detto allora v un punto di massimo per .~ (b, y) , risulta 

mente

tanto se 1!J = c (b) quanto se v = a (b) , e la (4) è verificata a

più foi-te ragione ; escl~me queste altertiative, o in tutto 1’ inter-

. vallo risulta a (x) C v C ~ (..r~ , nel qual
caso è anche

b
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cioè sussite sernpre la (4), oppure si può detern1~nare nu punto
interno e tale che per .z~ ~ c e si

abbia e (.v)  riuscendo invece o (r) = i oppure = i,,
ed allora si trova rispettivamente

epperò) si ritrova sempre, a fortiori, la (4).
Il caso che sia

si esaurisce con au ragionan1ento analogo.
Dopo di ciò passianio a definine la classe C. Questa t) la

classe delle funzioiii = (x, y) di G) le quali soddisfacciano alle

seguenti condizioni ulteniori :

VIII) le derivate di x (x, y) esistooo (finite)
in tutti i punti di B, esclusi al piÙ quelli c~L rcra irasierne

avente pr~oie~zorte ortogonale Sll I di »iisrcm 

IX) le (.r, a !.r~) ) e : i (,1’, r (.r) ), i n

trctto I a della VI), (totali)
espresse dalle

qicasi tutto I.
Si noti che i teoremi dei numeri 3 e 4 forniscono CO11(~1-

zioni sumcienti per la IX.), la quale appare quindi come pi i
generale della 5) della prefazione.
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t ovvio che la differenza di due funzioni della classe C è

ancora una funzione della stessa classe.

7. - Ipotesi sulla funzione f . - La funzione f (x, y, x, q) é
definita nell’ insieme D . Inoltre esiste una funzione

definita per ~~&#x3E;0, continua rispetto alla u ,
misurabile rispetto alla i, m uure iu niudulu di una funzione

della sola x, sominabile in I, e tale che :

X) le soluxioni dell’eq2c~z~zo~ie

si di E ~c destra di ç, qualunque sia il

interno ad I, e qlcalccrtqtce sia il nzcmero positivo E,
se 1J è ilil cortrmrtiPnte positit’o, dtwendertte soltanto da E;
e che :

XI) risulti, per qiiasi tutti i ~unti x dell’intervallo I:

( 12) La (5) eia coudizione di GAFIERO·LIPSCHITZ rispetto alla x alla quale
abbiamo alluso nella pr©fazione. La (6) e la (7) sarebbero le condizioni di

29
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8. -. Le soluzioni dell’ equazione p = f. - Se 1 (x, y, z, g)
è una funzione definita nell’ insieme D, una solitxione dell’ equa-
zione p = f è una funzioue x (.x, y) definita in B e soddisfacente
alle IV), V), VI), VII) ed YILI), cioè è una funzione della classe G
soddisfacente alla VIII), per la quale accada che :

XII) 

t1ttti i punti di B, al più quelli di un insienae
che abbia proiezione ortogonale su I dc; ~nisura nulla.

Se y, z, q) è misurabne rispetto ad x
e continua rispetto ad (,N, e (x, ,ii) è misurabile rispetto
ad x e continua rispetto ad y (al pari di z (.r, y) ) , la funzione

f (x, y, z (~~, y) , x J (x, c~) ;  è misurabi le rispetto ad x e continua

rispetto ad y. Quindi (n. 5), se anche z ~. (.~:, t~) è misurabile

rispetto a x e continua rispetto il y e se la (8) è v erificata

quasi ovunque in B, la (8) è verificata in tutti i punti di B,
esclusi quelli di un sottoinsieme che abbia di misura nnlla la

propria proiezione ortogonale su I.

9. - Il teorema di unicità. - Passiamo ora a dimostrare
che: .

Se la frc~a Ytone f (.~, r~, x, q) soddLS f z alle condizioni indi-

cate ti. ,7, le (eventuali) sol~cxioca~; della p = f appar-

ten~qorao alla classe C, sono iradzvinuate dcri valori che esse

ass2cnaorao pe14 x = 0 .
Siano infatti e z, y) due (eventuali) soluzioni

della p = f che appartengano alla classe C e che soddisfacciano
identicamente alla

CAFIERO -LipsctíiTz rispetto alla z e di LIPSCHITZ CARATHÉODORY rispetto alla ~’ ~

ricordate anch’ esse nella prefazione. Si noti che so panliamo di condizioni
di LipscHiTZ-CARATHEODORY, non intendiamo perciò che o’ (x) e r’ (x) siano
sommabili in I .
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alierà la luru differenza

non ; pi t iii geue -ztle una soluzione clella p == I’ ma è scn1pre
~~na fu~~ziono. dclla classe C e soddisfa alla

e, per quasi i tntti i cli i 

il significato (li q~ (x, ll) e q2 (x, !I) palese.
Noi dil110strerc~llo 01’ti, ragiunando per assurdo, clie x ~.x, ~/)

È’ identica~nente m111at iii I~ .

Infatti, se eiù non si ho,5ollo sen1pre supporre scelti

i si~nboli iii che in qualehe punto (:ro, (li ~3, con

Xo &#x3E; 0, risulti ~ ~/~) &#x3E; 0 . l)etto di nuovo .lf (x) il iil,.11,ssit io

(li ~ - (x, yj iii quanto funzione (conti~~ua) della !1 11811’ intervallo

(.v) ’_. . )! ~ t (,I;~ , (x) Ô lttllt as,3oltitameiite e o Il t i llll a ,
in l, è nulla per x = 0 e positiva per .x = xo .

un 11 lllllel’ll positivo ~uinorc di 1 ..1[ (xo); e si dctel’l1~in~

iii corri~ponde~~za U~l litllÌiel’0 IJOSltI~ U (e s) qnale il nu~nero

11, di cui nella X) , e lo si cl~ia~ni r o ; si scelga p( i il punto ~ o
iii sia 0  a,,,  x o, O  o~ = 11I °.r~j &#x3E; 0

:~’o, - Le soluzioni deli’ equa~ione

sono pe~’ ipotesi ~n~~loJ’i ( i i 2, cioè 
A nonna di i un teo ’otna di confronto questo

i 

i i

3.)U
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porterà alla JI ( xo )  31 ( hurtet~n acl ull a~surc~u,
non appena si sarà d~I11ostrato che iii clu~.5i tutti i piiiiti di

Z 0 m x £ risulta

A questo scopo, lL sia 1111 numero di ~o e 
di xo’ Inoltre si supponga ohe sia derivabile nel punto a,
clie z (:r, y) sia dotata di derivate parziali pri~11e in tutti i punti
di B del tipo (a, y) e che ~c snssista la (9), ciof che

sussista la

Allora al punto a sono consentite quasi tutte
le posizioni sia 1’ (tl) un punto di
~uassi~~~o della funzione y) nell’’ intervallo a (a) ~ c (a) .

S e è a (a)  T (a) , risulta,

e la (11) , uiiita alla (5) , porge

inoltre, se i è minore ed abbastanza prossimo ad a, il

punto (t, 2· (a) ) appartiene ancora a 1? e ristilta -lI (t) - (a) 
~ ~ (t, v (fi) ) - i ( ~r, ~; (a) ) , epperò

e di qui, passando al limite e ricordando la (12), si

trae appunto
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Se &#x3E; «i) coincide con si supponga che a sia d’accu-

mulazione per i’insieme dei punti in rui la differenza .ll (.r) -
2013~(./~o(.r)) si i annulla e che nel punto a la derivata di

x (.r~ Q (.1 )) sia uguale a ; x (a, a (~) ) -~-- x,’, (a, a (a) ) a’ (n) ; allora

al piinto a sono consentite ancora quasi tutte le posizioni nel-

.ro, a norma anche della I X) ; i noltre

risulta

e la ( 13) , unita alla {11) , al l;1 (6) ed alla n 1 (~z· ~’ (~~) ) &#x3E;
&#x3E; ~ 2 l’ (CI ) ~ , porge fari] n~ente

Il caso che i coincida con T (a) si esanrisee con un

ragionamento amUoao, ricorrendo alla (7) . La (10) è quindi
valida in quasi tutti i punti teoreina è

di~nostrato (").

O55l~:EtV?~IIUB(:. - Si noti che nelle nostre ipotesi S (O) e t (0)
possono coincidere ; nel qual caso le soluzioni delie p ~-- f, con-
tenute oellu classe C, coincidono in tutto I# se coincidono nel-

1~ unico pnnto con~une a 1? ed all’ asse delle ordinate.

) Durante la correziono delle bozze di questo li;oio; è uscita nei
c J~~n~li~onti ùel~ Åùcademia razionale dei Líneei » [serie 8B XI 

2,)~)-2;)n.1 una Nota preventiva di S. nella, quale ~llc~~tl enn~~-

cia un altro tt10rerna di unicità per F equazione p = f.


