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SULLA DISTRIBUTIVITA DELLE STRUTTURE CIHE
POSSEGGONO UNA VALUTAZIONE DISTRIBUTIVA

Nota (*) di Giorato TrREvVisax (a DPadova).

~

Lo scopo della presente Nota & di risolvere il problema 71
proposto da Birknorr (') nel suo «Latrice Turorvs.

1. - Per ralutazione su una struttura L si intende ogni
funzione reale v [r], definiva per x e L, che verifichi la:

(1) rirl+oefyl=clz Nyl 42Uyl

per ogni coppia r, y di L.

E detta poi distributiva ogni ralutasione verificante la:

2 2 clxUyU:l—rrAyN:1l=cleUn+r{yU-]+
+rUa]l—rleNyl—rlyNz]—r[:Na].

Si sa che le valutazioni di una struttura distribulira sono
distributive. :

Il problema proposto dal Birkaorr € di invertire, in un certo
senso, tale proprieti e precisamente si domanda:

IS distributiva una struttura che possiede una ralutasione
v [«] verificante 1a (2) e tale che

(*) Pervenuta in Redazione il 13 settembre 1951.
(V) Birkuorr : Lattice Theory [American Mathematical Society 1948,
pag. 151 Problem T1].
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(a) v[t] = costante r <ty — r=1y"?
La rispusta ¢ affermativa come si fa vedere in questa Nota.

2. - Si rammentano proprieta (°) note delle strutture, rela-
tive alla destribulivita, utili per il seguito.

1. - Una struttura L é distributiva, se ¢ solo se, per oyni
suu terna di clemente «, iy, & verificanti le

(3) cNy=cNs, xUy=2U:

ne conseque che:

(3) Y= x.

Kd ancora la proprieta equivalente :

. = Una struttura che non ¢ distyibulive contiene certa-
mente come sua sottostrutiura una delle strutiure @ cud dia-
grammi di Hasse sono riportati nelle figure (1) ¢ (b).

/,
2
X
y
\ N /
Fia. {(a). Fia. (b) .

(2) Per queste proprieta vedere I’ opera sopra citata, particolarmente il
Teorema 1I. di pag. 134 ed il conseguente corollario,
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3. - Lewwa I: Se v[z] ¢ wuna valutaxione distributiva
della struttura L e se gli elementi x, y, + di L verificano
le (3) allora ne segue che:

(4) vpl=vls]=rclyU:l=rly N:1.
Tenuto conto delle (3) nella (1) si ha:

2 ;v[xUzUz]——z'[Ln,:n =[x Ux]+elyU=s]+
‘+v[xUz:]—-‘v[.vnz]—r[yn:]—v[:n.r,]

e semplificando si ottiene

(5) T oeyUsl=rly Nl

Ora per le (8) si ha r=rNyNr=rNv=rNy ed

s=xUyUr=2xUz==xUy e per queste e la (1)
vlel o[yl = clr) + els]=cle] + e [2]

cioe
(6) eyl = els].

Ed ancora per le (5), (6), (1)

2ofyl=rolyl+olxl=viyNs]l+rlyUsl=2¢[yN2]

ciod sempliticando .

) vlyl=v[y Nxl

e cosi le (5), (6), (7) dimostrano la tesi.

Lesmva II: Una strutture L che possegya una valuturione
distributiva v[x] verificante la (a) non contiene come sue
sottostrutture, strutlure del tipo della tig. (a).
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Infatti ragionando per assurdo supposto che L contenga la
struttura di fig. (a) come sua sottostruttura e conservate le deno-
minazioni degli elementi come in figura si avrebbe 5 %4 .

Detto ora & un elemento di L tale che y<Z&=<<x si
avrebbe, facilmente, t N y=2rNée rUy=2UE e quindi
applicando il Temma I si otterrebbe v [y]= v[{]. ma per la (a)
¢id porterebbe ad y == 1 contro 1'ipotesi.

Lexay IL: Una struttura L che possegga wuna caluta:ione
distributiva v |x] verificante la (o) non contiene come sue
sottostrutture strutture del tipo della tig. (b).

Ragionando per assurdo si supponga che esista una siffatta
suttostruttura e per le denominazioni degli elementi ci si riferisca
sempre alla fig. (b).

SihaaeNy=uvNi=yNsi=rrsrUy=axUr=ylUsr=s

e quindi con ovvie applicazioni del Lemmal:
(8) cle]=rvlyl=rv]|i]= e[]=rls].

Bords; sia ora & un elemento di L tale che .« <Z§&<s.

Un tale elemento certamente esiste perché altrimenti per
la (2) e la (8) seguirebbe .= s contro I’ipotesi.

Si consideri I'elemento p = & N y. Se fosse p = » dato che
¢ U y = s si avrebbe che r, x,§ s, y costituirebbe una sottostrut-
tura di L di quelle la cui esistenza & esclusa dal Lemma IL.

Se fosse p = y sarebbe y U ¢ << §<Ts contro I’ipotesi.

Sarda dunque »r < p <.

Ora ¢ certamente p (} £ =r; si dimostra che p U +=§.

Se p U &t =p risulterebbe << p <y mentre che & ed y
per ipotesi non sono paragonabili.

Sia p<p U <&, ma allora (pU )Ny =p dato che
ENy=yp ed ancora (pU)U y=3s dato che pUxr=w e
che r U y = s e tutti questi fatti porterebbero alle conclusioni
che L contiene p, p U x,x,s, y come sua sottostruttura contro il
Lemma II.

Deve essere dunque p U ¢ = §. Analogamente ragionando
su g siricava che gy Nar=reqUar=2¢.

2 € =
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Ora poiché p N ¢ = r applicando il Lemma I si ottiene
9 e[pl=rlgl=vlr]=r[pUq]
e si ha ancora per la (1) e quanto sopra dimostrato
clel+elel=er]+ ¢f3]
cioé per la (9)
v[e] = v[E]
e tenendo conto della (8)
v€] =ela] per e <t<s

cio che porta per la (2) » == contro 1'ipotesi.

Il problema proposto all’inizio risulta essere risolto.

Basta all’uopo confrontare i Lemmi II e 1II con la pro-
posizione 11 del n. 2.



