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SULLA DISTRIBUTIVITÀ DELLE STRUTTURE CHE

POSSEGGONO UNA VALUTAZIONE DISTRIBUTIVA

GIORGIO TREVISAN (fi 

Lo scopo della presente Nota è di risolvere il problema î 1

proposto da BiRKHOFF Ì1) nel 5110 ~ L~TTICH. 

1. - Per su una ~trnttl1ra ~ si intende ogni
funzione reale 1" [.1’], deiiniva per x e L, che verifiehi la :

per ogni coppia x, !1 di L.

È (detta poi ogoui verifiea te la :

Si sa che le vantazioni di una sono

Il problema proposto dal BIRKHOFF è di invertire, in un certo

senso, tale proprietà e precisamente ;i do~nnnda:

fllStl-2f)lltll’ll che possiede una 

l’ [.ii] verificante la (2) e tale che

(’~’) Pervenuta in Rodazione il 1;~ sette~nbl’P 1951.

( 1) BmKHoFF : Lattice [Â~nel’ican }[athen~atical Society 1948,
pag. 151 Problem 71].
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La risposta è af~el’luatiYtB come si fa vedere in questa Nota..

2. - ramtueutauo proprietà (2) note delie rela.

tive alla utili per il seguitu.

I. - Una L è e solg se, per 
sita !l~ ~;, J, ;., ~’~jvfict~~tti le

ite curasf~rce che :

aurora la proprietà equivalente :

11. - (Ttia etae non è c~tsty~if~t.~tLrvc contiene 

oae~ite sua su~~ostr~cftt~rt~ una delle stncct ticre i dia-

c~i nelle (a) c (b) .

(2) per queste proprietà vedere ~ opera sopra partico annente il

Teorema IL. di pag. 1 a4 ed il e~)~~seguente corollario.
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3. - LEMUA I : Se è zcna valr.ct~x~ione 

della struttura L e se gli elerrierati w, ~~, ~ -. di L 

le (3) allora ne seycce cjte :

Tenuto conto delle (3) nella (~) si ha :

e semplificando si ottiene

cioè

Ed ancora per le (5), (ti), (1)

cioè sempliticando

e cos  le (5), (6), (7) di~nostrano la tesi.

LEMMA II : Una struttura L chc ltna 

r[.T] l la (~) 
del (a) .
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Infatti ragionando per assurdo supposto che L conienga la

struttura di ng. (a) come una sottostruttura e conservate le deno-

minazioni degli elementi come in figura si avrebbe y à Jr ..

Detto ora i un elemento di L tale che y  i  x si

avrebbe, facilmente, quindi
applicando il Ìemma I si otterrebbe 2~ ~ y~ = ~’[~]. ma per la (~)
ciò porterebbe ad f~ _ ~, contro ~ ipotesi.

1II: Una L che 

la (a) non co~ctieoc st~e

sottustutcttlcnc del tipo della fig. (b) .
1-~~i~iut~al~~lu per assurdo si supponga che esista una sin’atta

sottostruttura e per le denominazioni degli elementi ci si riferisca

sempre alla ng. (b).
Si ha .

e quindi con ovvie applicazioni del Lemma I :

Ùi .r :~: ~s ; sia aii elemeuto di L tale che .c~ C ~  8 .
Uii tale elemento certamente esiste perchè, altriineiiti per

la (x) e la (8) seguirebbe .~ = s entro l’ipotesi.
Si consideri 1’ eletuento ~u = ~ n y. Se fosse p = r dato che

Z U J = s si avrebbe che i, .~, ~, .?~ !1 costituirebbe una sottostrut-

tura di L di quelle la cui esistenza è ~~sclusa dal Len~~na II.

Se fosse 1) = !1 sarebbe y U .r: l’ ipotesi,
Sarà dunque n  p  Il.
Ora o ce~~tatneute p (~ .1; = r ; si dimostra = ~.

Se p = l~ risulterebbe .~; ~ p ~~ ~~ mentre che x ed y

per ipotesi non sono paragonabili.
U ~’  ~, Il~êl allora (i  U .~~ n dato che

i n t~ = y ed ancora ,r) dato x e

che .x U !1 = x e tutti questi fatti porterebbero alle conclusioni

che 1, contiene U x, ~’, !1 come sua sottostruttura contro il

Lemma II.

Deve essere dunque p U c == ~. Analogamente ragionando
(1 si ricava che (i n :r = r U ,~’ == ~.

2 i *
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Ora poichè p n q == i- applicando il Lemma I si ottiene

e si ha ancora per la (1) e quanto sopra dimostrato

cioè per la (9)

e tenendo conto della (~)

ciò che porta per la (x) .u - .; coi&#x3E;tro 1’ i putesi.
Il problema proposto all’ii izio risulta essere risolto.

Basta all’uopo confrontare i Le~~~~ni Il e 111 con la pro-

posizione II del n. 2.


