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SULLE FORZE PONDEROMOTRICI NEL DIELETTRICI
ANISOTROPI

Nota (*) di Mavziaxo Marziaxt (¢ Ferrava).

In un recente lavoro () ho caleolato le forze ponderomo-
trici agenti su un corpo dielettrico, rigido e isotropo, immerso
in un campo elettrostatico, seguendo un procedimento che torse
presenta qualche carattere di novita, poiché tien conto, tra I’ altro,
del braseo passaggio tra il dielettrico e il vuoto circostante.

In questa Nota ho esteso le precedenti considerazioni ai
mezzi anisotropi e ho trovato, come era da attendersi, le stesse
forze che si presentano per i mezzi isotropi pit una coppia di
momanta PP A F.dr 2\ cn aeni alamanta Jdi voalnma

Ho inoltre dimostrato che I’ azione complessiva ¢ ancora
equivalente dal punto di vista meccanico, come nel caso dei
dielettrici isotropi alle forze agenti su una distribuzione di cari-
che volumetriche e superficiali con densita - - dir I’ e (P X n),
risultato questo che non ho trovato esposto nella letteratura
riguardante I’ argomento in questione (3).

1. — Un corpo dielettrico, rigido e anisotropo, inizialmente
scarico, viene immerso nel campo dovuto a conduttori clettriz-

(*) Pervenuta in Redazione 1' 11 settembre 1951.

(1) M. Magziani: « Forve ponderomotriet nei dielettriei » Annali del-
I' Universita di Ferrara 1951.

(2) Le lettere soprassegnate indicano vettori.

(3) Si vedano p. e. Pockrus in [Fnreyklopidie der mathematischen
IWissensehaften. Vol. V, Parte 1. pagg. 350-392.

Livexs « The Tirory of Kleetricity s, pag. 243, Cambridge University
Prees, 1918.
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zati in equilibrio. Nell’ espressione del vettore spostamento di
Maxwen, 1) = s [ al posto del coefficiente dielettrico scalare =
si ha, com’ & noto, un’ omografia vettoriale simmetrica (dilata-
zione), che nel seguito chiameremo omografia dielettrica.

Counsiderando le direzioni unite della dilatazione (M), che
supporremo siano distinte, verremo a collegare ad ogni punto .M
del dielettrico una terna di assi ortogonali M. .r, 4. ». Riferendo
ad essa D (M), si ha

D, =

[

k., D= K, D, =k,

dove gli scalari ¢, ¢, 55, sono funzioni continue e differenziabili
di M.

Immaginiamo ora uno spostamento finito del dielettrico in
corrispondenza a una variazione del parametro lagrangiano p,
mentre gli altri parametri che insieme a p individuano la posi-
zione del corpo non variano, i conduttori che generano il campo
restano fissi e le cariche distribuite sopra di essi costanti.

La corrispondente variazione subita dall’ energia elettro-
statica (7 ¢

) AU=

= "_;-f(—ﬁ’ X E' — D_X ]Z’) (ll'o + “;/(D'XEI - ITX E‘_)(lrw—*_
A

oo

+ %f(ﬁ' X '—D X E) dr, f%/ (D XCB = DX E)dr,
vy e

dove E, D, E', IV indicano i valori iniziali e finali del campo
e dello spostamento elettrico in un punto generieo M, mentre
gli altri simboli conservano il significato espresso nel lavoro
citato in (1). (4)

(%) Cioé dette » e » i volumi del dielettrico nella posizione iniziale e
finale, #, & la loro parte comune », e ¢y sono le regioni ottenute togliendo
i punti di ¢, rispettivamente da ¢’ e ». v, ¢ il rimanente spazio esternc

a v+, + ;.
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Ricordando le ipotesi fatte e ragionando come a proposito
del teorema del minimo di Trousox (8). la relazione (1) diventa:

(2) AU:é—/(E’XE—»ﬁXf)_;)rl;",—}—

‘o

U = = JUR
+7j(E'><1) —BXD)dro+ ;_J(l« X D—F X Dydr+
Ve )

LY

4 ; / (BE'"X D—EX D) dr,.

e

Detta M, »', ', 4" la terna di assi ortogonali orientata secondo
le direzioni unite dell’ omografia dielettrica a spostamento avve-
nuto si ha:

D, =¢ K, D, =¢FE, D, = I,
e indicando con E,,, E.,, E.,; F., E.. E. le componenti di

e ar p rispettivamente lungo gh assi M, 2,y 2" e M, r, vy,
%, avremo

E'XD=¢E,FE,+%E/E,4E. L,

EXD =< E,E,+¢E,E,+E,E,.

Sostituendo nel primo integrale di (2} si ottiene:

(3) AU=

I

re|

[ [ (6 — &) By By (52— &) B, B (60— =4) B, B, | dloy +

“0

(%) D. Grarri: « Teoria Matematiea dell’ elettromagnetismo ». Editrice
Patron, Bologna, 1949, vol. I, pag. 212,
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1
by | |6 B BB + S B - By B +
‘o

|

+ & (B, F,— E, )

de, + —;—j (B'"XD—TEXD)dre +

1 — — — — J— _ _ —
+7](E’XD EX D) ""‘+';‘f(E'><D ~ EXD')ydr,.
vl

a vy

Considerando i vettori unitari (7,9, k) (7, J', A') diretti se-
condo gli assi Mz, y,: e M, 4, 1" si ha

E,=FE,+EX{i —7)

E,=E, + I_';X(/q—/)
5, =K, + EX ()

e analogamente per le componenti di E’ lungo gli assi M, 2,
Yy,
In tal modo la funzione integranda del secondo integrale
della (3) diventa :

! e{[E;_E’X T =B EXGT — 4+ X=X — 7")}_

0ol

QB BT - DA BT X D4 Bx =) B X7 =) -

w| —

— [E:EX(E'-E) b B XF =T EX (T —T) B ><’(Z~'—/,.-)}.

Se ora si considera come infinitesima la variazione del pa-
rametro p, a primo membro della (3) avremo la variazione infi-

op dell’ energia, corrispondente alla variazione infi-
b

- oU
nitesima 3

nitesima dp,! mentre a secondo membro, essendo ¢, (r = 1,23}
differenziabili per ipotesi, le (s, - s,) tendono a grad e, X ¢M.
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Inoltre osserviamo che M, 7', ', i’ & la posizione tinale della
terna unitaria ortogonale collegata a quel punto del dielettrico
rigido che inizialmente & in M — &M, quindi per 8p infinite-
- S )
simo, (+' —¢) sara il risultante delle due variazioni msM e

(
dm /\ ¢, dove 8@ & la rotazione infinitesima subita dal corpo
nello spostamento. In modo analogo per ()’ — ) e (¥ — k).

Trascurando infinitesimi d’ ordine superiore a 8p e tenendo
presente che per gli integrali estesi a v; e ry valgono le stesse
considerazioni esposte nel lavoro citato in (}), si pud scrivere:

0

af@p == %/ (I5* grad ¢, + K} grad s, + E% grad &) 8 M dv 4

—}—f(s,]f;ﬁk}i/\fxE—|—e,1@6iﬁ/\ JAE+ e E 80 \EXE)de +

dj

: di dk
+j B gy M oy 8M 4 6o

{m&]‘])XE(Il'—

— L[ xmyaxenmds

[+1

. - - oM .
ciod con semplici passaggi ricordando che du’gl—)= 0 si ha:

oU

1 RSN 1 = T
79761) = ~?](hr[(l) ><\E)8,1I]:Il°—-2-f[e, grad (EX14)* +

+ s grad (EX;)' + e grad (B E)’J XeMdr +

d_’:? N ,-(Ij—l_
o K(TJ‘,E+=2E}I‘TME».

m

+f7/\a(3>< Edr + /[

v

4o K, KF#; Ll KeMde — -}J (PXE)nX&Mds
* S

25



394
da cui segue

Ak
ayM

oU

pap_lfﬁxEﬁxaMdc / DxsMdr +

+ [}”’/\ mxﬁm--%f(i'x E)néMdas.
P F

A questo punto basta osservare che essendo

]):: SOE—l—i;
si ha:
dE - dE -
mDX&J[-- iMI’><8M-|~—du 5o EzsM

e quindi

7 C 8]
Ol sy = — f(igll'xifapm +

+%]7 X (B, — Fy) 7 ><———6pdo—f /P/\ s X Tdr.
g

»

. . oU
Per la forza generalizzata di Licraxee D = - ap cor-

rispondente al parametro p si ha percid 1’ espressione :

C )\__ ) il
D = [dM % d—[—]]/\L’X © g+
1 (= - — __,0M
+"2—/‘P><(Eo-‘—El)’H,><a—p~(IG

la quale prova appunto quanto si & accennato all’inizio.
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2. - Siccome pud sempre scriversi

oM 00  Jdo
= A —
ap  dp ap ARC

dove z—?’- e g—% non dipendono da M si ha

d (a Jl) o

ai\ap) = ap /N

e quindi

A M g d (6 .
‘r’)—”ﬂ‘z’ a,)+1l,1M(a—")“’J"'+

1 GJI ) oM =
*—— Uy — . - = ! 4]>~< 4 .
3{1 NiE, — 1) n ap,ic ”gmd(l ap”xmur
1 [+ -, 0M e e L0 M
+?.[I),< (EO- El\’ 71\'\5'1) d’)tv/(l) '\N)]’// a—l-(]
— oM ~ .0 M
jl v+ - jl (F — l)nxa»;;- d

da cui segue, ricordando che il campo Ej; caleolato proprio sulla

by + B,
2

superficie 5 del dielettrico vale

., 0M = R oM
( = — ;‘\ — o P A ) N ) } —_
D ’ lfxal)(llzzl)dl—{—/(l >/71)Fc><ap do
v 3

la quale mostra che azione complessiva & equivalente, come
nel caso dei dielettrici isotropi, alle forze su cariche volumetriche
e superficiali di densita — dir PP e (PXn).
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