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DETERMINAZIONE DEI GRUPPI FINITI STRUT-
TURALMENTE OMOMORFI AD UN P-GRUPPO
HAMILTONIANO FINITO

ota (*) de¢ Giovanxt Zacuer (e Padora).

Lo scopo precipuo propostomi in questa nota era di assegnare
una condizione necessaria e sufficiente perché un gruppo finito G
si possa porre in omomorfismo strutturale con un p-gruppo
hamiltoniano finito G". Nella risoluzione di tale problema trovai
opportuno di caratterizzare i gruppi finiti che sono struttural-
mente omomorfi ad un grappo abeliano d’ordine 2* e tipo
(2,1,1...1).

1. - In questo numero richiamiamo alcune proprieta fonda-
mentali sui p-gruppi hamiltoniani finiti, utili per il nostro
problema.

Indichiamo con G’ un p -gruppo hamiltoniano finito. Il suo
ordine dovra allora essere un numero pari in quanto G' deve
contenere un gruppo isomorfo al gruppo dei quaternioni (1).
Anzi per G sussiste una rappresentazione del tipo G'= H' X Q'(1)
con (' isomorfo al gruppo dei quaternioni ed H' un gruppo ad
elementi tutti bilateri. Il gruppo @ contiene 3 elementi aj, as, a3
del periodo 4 soddisfacenti alle relazioni taﬁ V0| =@, af=ai=af,
ay =aja; ed |a¥| costituisce il centro C' di Q.

Mi sono accorto a lavoro compiuto che lo stesso risultato fu gia trovato
per altra via da M Suvzuki: On the homomorphisns of finite groups, in
Tr. of the A. Math. Soc., march, {1951).

(*) Pervenuta in Redazione il 15 luglio 1951.
(1) G. Scorza: Gruppi Astratti, pag. 87.
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Consideriamo ora i 3 gruppi | X H', \ay{ X H', {a3| X H'.
Tenuto conto che un generico elemento ¢ di G' per la (1) ha
la forma ¢ = k"¢ con ¢’ in @ ed &' in H' e che ogni elemento
di Q" appartiene ad almeno uno dei 3 gruppi ciclici }a; |, ga; 'y ag
concludiamo  colla relazione @' = ya(l X H' 4 a5y X H' +
4+ ragt X H (2).

Questi tre gruppi sono d’ordine 2 in G' e contengono tutti
e 3 per la (2) il sottogruppo proprio €' X H' per cui, posto
per semplicitd Ii= (/| X H', risulta I;NI,=C" X II', ed il
gruppo I ¢ abeliano d’ordine 2" e tipo (2,1...1) mentre C' X H'
& d’ordine 2% e tipo (I,1...1).

Supporremo in questo studio che Pordine di I1' sia mag-
giore di uno, in quanto altrimenti si cadrebbe nel caso, da me
gia studiato (2), che G' coincidesse con un gruppo isomorfo al
gruppo dei quaternioni.

2. - Indichiamo con (7 un gruppo finito strutturalmente
omomorfo al gruppo ' e indichiamo con ¢ un generico elemento
di 7. Consideriamo quindi il gruppo ciclico }g! generato dal-
I’elemento ¢ e sia /'(jg]:) il gruppo di (' che corrisponde a @
in un omomorfismo strutturale fissato tra G e G

!
.

Lesyva : I gruppo £(}g}) ¢ un sottogruppo ciclico di G

Invero il gruppo f(;g;) non pud contenere né un gruppo
isomorfo al gruppo dei quaternioni né¢ un gruppo quadrinowio
in quanto cio implicherebbe che un sottogruppo del gruppo
ciclico jg| fosse strutturalmente omomorfo ad uno dei gruppi
citati, il che ¢ assurdo (2). D' altra parte dalla relazione
Vo= () X I1' si ricava che ogni sottogruppo d’ordine 8 di '
e o isormorfo al gruppo dei quaternioni oppure contiene un
gruppo quadrinomio.

indy £l . nd . . * ordi ¢ asql

Quindi f(}g)) dovra essere un gruppo d’ordine al massimo

quattro, né guadrinomio e quindi eciclico.

(<) G. Zacuer : Determinasione dei gruppt findti strutluralmente omo-
morfi ad un gruppo d’'ordine 8 non ciclico, Rend. Sem. Mat. di Padova,
pp. 315-328 (1951).
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Indichiamo con ¢' un elemento generatore di f(}g|). In
virtl della relazione (2) dimostrato al n. 1, 'elemento ¢' sara
contenuto necessariamente in uno almeno dei 3 gruppi I, I, I3
e quindi pure il gruppo ciclico f(1g{) = |¢'!.

Ne segue che il grappo |g! ¢ quindi g stesso sta almeno
in uno dei 3 gruppi I, =/ (1), L= (1), k= [~ (1),
dove f~'(A') indica il gruppo unione di tutti i sottogruppi di @
che I’omomorfismo fissato tra G e G’ trasforma = A’.

Tenendo conto della-genericita dell’elemento g scelto in G,
concludiamo col teorema :

Se G ¢ un gruppo finito strutturalmente omomorfo ad un
p-gruppo hamiltoniano @', il gruppo G & somma di 3 suoi
sottogruppi propri distinti:

(3) G=1I+1+1,.

3 - Conviene a questo punto, per continuita di esposizione,
anticipare un teorema che verra dimostrato al n. 4,

Teorkya : Se @ & un grappo finito strutturalmente omomorfo
ad un gruppo G' d’ordine 2°, abeliano e di tipo (2,1...1) si ha:

G=RXS

con R grappo d'ordine dispari ed S isomorfo a G'. Inoltre
¢ (U')= R 4) e il gruppo ¢_, (') intersezione di tutti i
sottogruppi di G che I’omomorfismo strutturale unita in G’
coincide con S, S = ¢_, (G'). (4)bis,

Sfruttando questo teorema, la relazione (3} ci permette di
scrivere:

(5) G=R1XS1+R2><82+R3><83

dove il gruppo S; & isomorfo al gruppo I;, mentre R; & un
gruppo d’ordine dispari ed f(R) = U'".
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Teorema: 1 3 gruppi R,, R,, R; coincidono.

Il gruppo f='(U’) ¢ contenuto nel gruppo I, = f~'(I}) e
pertanto coincide col sottogruppo unione di tutti i sottogruppi 7,
che I’omomorfismo strutturale muta in U’, vale a dire per la (4)
R=f"(U)=R,.

Da qui e per la (5) concludiamo colla relazione G = R x S, -}
+RX S+ RXS=RU(SUSUS,)(6).

Se indichiamo con r I’ ordine del gruppo R, per la I,=RX S,
con S, isomorfo con I, I’ordine di 7, & 2°~'», mentre I’ordine g
di G pel teorema di Scorza vale g = 2 - 21y = 29 (7).

Se ora Sindica un sottogruppo di Syrow d’ordine pari di @,
Pordine di S per la (7) dovra essere 2° essendo » un numero
dispari e quindi il gruppo S U R coincidera per la (7) con G.

D’altra parte abbiamo visto che R = f~'(U’) e otteniamo
quindi @=f(G)=f(RUS) = f(R)U[f(S)= U'U[f(8)=[(S).

Ma allora, in virtu della (4)b¢s, il gruppo S d’ordine 2°
contiene i 3 gruppi distinti S, S;, S; d’ordine 2! e quindi
§S=S8US§.

Se teniamo presente che SN R = U e che ogni elemento
di S; e quindi anche di § = S;U S, & permutabile con ogni
elemento di R, concludiamo che G = R X §S.

Cerchiamo adesso di precisare la natura del gruppo S.
Abbiamo visto al n. 1 che sussistono le relazioni :

¢ =H XQ=|a]| XH+|a| XH +)a;] XH
con

ERARTS

Poiche f(S) = G’ = H' X @', il gruppo S contiene il gruppo
Q= f_1(Q) e questo gruppo & isomorfo al gruppo dei quater-
nioni (2) .

Il gruppo Q contiene i 3 gruppi f_,(;aﬂ) t=1,2,3 che
saranno per la natura di Q tutti e 3 ciclici d’ordine 4 per cui
avremo @ = ]a,, ;| dove a, indica un elemento generatore del
gruppo f_,(}ai{) (k =1, 2, 3); inoltre, poichd |ai{ appartiene
ad f(S;) = I; sussistera pure la relazione S, >/, ’a;; .
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Il gruppo H = f_, (II') & contenuto nei 3 gruppi S, Ss, Sy
essendolo H'in 11,15, 1,.

Trorkma : Il gruppo |, ! U I coincide col gruppo S;.

Invero, poiché ! < S;, H<S8;, sard ja,{UH<S;.
Viceversa f({a,\UH) = a;! XH =1I; e quindi jo;i UHZ=
=/ (I)=S,;. Pertanto ja;| UH =S, .

Ricordando che S, & abeliano e poiché |a,! N H = U aven-
dosi f(ja! N H)=1a,{ NH = U ed S,= I, concludiamo
che S;=)a,! X H.

I ordine di H coincide allora coll’ordine di H' e quindi H
& un gruppo isomorfo (3; ad H'.

Risulta cosi provato il sussistere delle 3 uguaglianze

S]=’(II:XH, S‘g=§a2:><H,Sg=:ang.

Da queste si trae che il gruppo @ = | a,, a,, a;! & permu-
tabile elemento per elemento con H e poiché¢ S, U S = § si
conclude che

S=0QXH

ossia S & un p-gruppo hamiltoniano dello stesso ordine di G,
per cui S & isomorfo a G'.

Riassumendo abbiamo dunque :

Condisione necessaria perché un gruppo finito G sia strut-
turalmente omomorfo ad wun p- gruppo hamiltoniano G ¢
che sia:

G=RXS

con R gruppo ordine dispari ed S isomorfo a ('

(3) Determinnsione dei gruppi finiti strutturalmente omomorfi ad un
gruppo abeliano d' ordine 23 e tipo (1,1...1), di G. Zacuer, Reud. Sem.
Mat. di Padova, pp. 346-356 (1951).

23
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La sufficienza della condizione enunciata si deduce poi
immediatamente da un teorema dello Zappa ().

4, - Come gia si & detto al n. 2, dimostreremo qui il
seguente teorema :

Condizione necessaria e sufficiente perché un gruppo finito
sia strutturalmente omomorfo ad un p-gruppo abeliano G' d’or-
dine 2* e tipo (2,1...1) & che sia:

A=RXS

con R gruppo d’ordine dispari ed S isomorfo a G'.

Il gruppo # si pud rappresentare come prodotto diretto
di 2 grappi, A" ed H', dei quali uno ciclico d’ordine 4 e Ialtro
ad elementi tutti bilateri, &' = {a'! X H'. Sapporremo che I’or-
dine di @ sia 2* con s =4, giacche il caso di s=3 ¢ gia
stato risolto (3). L’ordine di H’ sard allora maggiore ed uguale
a 4 e potremo quindi H' scomporre nel prodotto di 2 gruppi
H' = H{ X H, con H] gruppo quadrinomio. Avremo allora:

G ja'|XHXH; _ H; _
fa'\ X He (a'|XHy “le/XH,\NH U’

’

Da qui deduciamo che il gruppo fattoriale m é un

gruppo quadrinomio e quindi pel teorema di Scorza, G° & somma
di 3 gruppi d’indice 2, I I,, I3 i cui elementi sono

’ ’ ’ ’ r
lia lXH:" + kl”“ | X Hy
Vo ’ ’ ’ ’
Ha { X Hyl +hs|ja' | X Hy,
1y ’ AN ’
el X Hy| + hslja' | X Hy:!
con hi,hy, hy i 3 elementi non identici di Hj.
(%) G, Zappa: Sulla condixione perché un omomorfismo ordinario sia

anche un omomorfismo strutturale, Giornale di Mat. di Battaglini vol. 78,
pp. 182-192,
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Poichs, per un teorema generale sui p-gruppi alchiani, il
gruppo G' non countiene che sottogruppi dello stesso tipo e gruppi
di tipo (1,1...1) e poiché I; contiene un gruppo ciclico d’or-
dine 4 [}a{], concludiamo che i 3 gruppi I7,1;, I sono abe-
liani d’ordine 2°~' e tipo (2,1...1).

®) @ =TI+ 1+ 1, I \I,= {a| X Hj.

Essendo il teorema enunciato all’inizio di questo numero
vero nel caso di s = 3, applicando un procedimento d’induzione
potremo supporre che se (7 & un gruppo strutturalmente omo-
morfo a G’, si abbia che il gruppo I, = f~'(I;) sia del tipo
I, = I, X 8, con R, d’ordine dispari ed S; isomorfo a I;. Che
i 3 gruppi R,, R,, R; coincidano si vede poi facilmente in quanto
sono sottogruppi normali di f~'(U"’) d’indice primo cogli ordini
7y, g, g di essi,

E immediato pure il fatto che G = I, + I, + I, (8) b5s con
I, = RXS; se si tiene presente che il grappo f(}g|) & neces-
sariamente per la natura di G’ un gruppo ciclico. Dalla (8) bés si
trae che /' (U') = R.

Se indichiamo con L’; un generico sottogruppo d’indice 2
in G, per una proprieta poco prima ricordata, esso & abeliano
di tipo (1, 1...1) oppure di tipv (2,1...1) e quindi sottogruppi
di Svrow d’ordine pari di I, = f~'(L;) saranno (®) d’ordine 2!,

Se allora § & un sottogruppo di Syvow d’ordine pari di
(7, S non sara contenuto in = I, e quindi f(8)= G’ ossia
S=8USUS;.

Poiche f~'(U’j= ' e per la (8)0és abbiamo addiritura
S=358+95:-+3S;.

Abbiamo visto che i 3 gruppi I, 15,1 contengono tutti il
gruppo d’ordine 4 ja'! e poiche S, = /_, (I;) ed S; & isomorfo
a I{( = 1,2,3) il gruppo S, conterra il gruppo ja! = f_ (}a'l)
che sara pure ciclico d’ ordine 4.

Preso il gruppo S, avremo 8, = ja! X N con N gruppo
ad elementi tatti bilateri.

Sia poi s, un elemento bilatero di S, non contenuto in S,.
Detto poi s; un elemento bilatero di S, non identico, al gruppo

2 4
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3s,gU;sgg corrisponde in G' un gruppo quadrinomio, quindi
{8V }sgg dev’essere quadrinomio o isomorfo al gruppo dei
quaternioni.

Ora la seconda alternativa & da escludersi in quanto un
gruppo isomorfo al gruppo dei quaternioni non & generabile
mediante 2 elementi d’ordine 2.

Nel primo caso si conclude che s, & permutabile con s, ed
essendo s; un generico elemento d’ordine 2 di S,, s, ¢ permu-
tabile con ogni elemento di §;.

Ma allora § = ja! X H con H grappo ad elementi tutti
bilateri e quindi S isomorfo a G'.

Tenendo presente un teorema dello Zappa (*) abbiamo: Con-
dixione necessaria e sufficiente perché un gruppo finito G sia
strutturalmente omomorfo ad un gruppo abeliano G' d’ ordine 2°
(s=3) e tipo (2,1...1) é che sia G= R X S con R gruppo
d’ordine dispar? ed S isomorfo a G'.



