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TEOREMI DI UNICITA E DI CONFRONTO PER GLI

INTEGRALI DI UNA PARTICOLARE CLASSE DI

EQUAZIONI DIFFERENZIALI A DERIVATE PARZIALI
DEL SECONDO ORDINE

Nota (*) di Giuseepr ZwiIrser (@ Ferrara) .

In un lavoro recente (1) ho dato un metodo di calcolo per
approssimare ogni integrale del sistema differenziale :

% x .
R 7L

STy ) =), (@, g) =0 () (P () =14¢ (1)) .

nella s»la ipotesi della continuita della f(r, 4, 1) rispetto al
complesso delle variabili da cui dipende. Il procedimento seguito
mi ha permesso anche di provare | esistenza, per il sistema 1)
lell” integrale inferiore e superiore.

Nella prima parte dello presente Nota do invece, sotto ipotesi
molto larghe, dei criteri d’ unicita per le soluzioni del sistema
differenziale I), mentre nella seconda dimostro due teoremi di
eomfronty, per gli integrali dello stesso sistema differenziale, dal
seeondo dei quali deduco, come caso particolare; una notevole
estensione del lemma di Pravo - (iroxwall.

3

(*) Pervenuta in Redazione il 26 aprile 1951,
(1) G. Zwirner: Sull’ approssimasione degli integrali del sistemu dif-

2.
A

20y =f(x,y, %), % (2, y) = @), ¥ (@, ¥) = $(y) [n corso
di stampa negli Atti dell’ Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Artid

ferenziale
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1. - Cominciamo col dimostrare il seguente criterio di
unicitd, che estende quello dato da Prano per le equazioni
differenziali ordinarie del primo ordine (2).

Sia f(x,y,x) una funxione continua e limitala mnello
strato S:

S:m a3, Yo=Yyt 8, —0<x<+ w
e 1vi non crescente rispetto a x .
In talv ipotesi, il sistema differenxiale
9*x
[ % (1‘0, /l/) = q“ ("/)) x (.’E, Yo) = @ (T) (4’(?/0) =9 (20)) )

= f(x,y,%)

dove o (x) e $(y) sono funzioni continue assieme alle loro
derivate prime, ammette una ed 1una sola soluxione nel ret-
tangolo I :

Rizy<zx<<ax,+ 8, yo<y<9y,+ 9.

Infatti, sia g (z,y) e G (x,y) rispettivamente | integrale
inferiore e superiore (3) del sistema differenziale (1) . Essendo :

si avrd, in tutto R, data la non crescenza della f(x,y,%)
rispetto a z,

flz,y, G, y)<Tlz, 9,9, )],

(2) G. Peano: Démostration de U intégrabilité des équations différen-
tielles ordinaires [Mathematische Annalen, Bd. 37 (1890), pp. 182-228],
pag. 227. .

Per un’ampia bibliografia sui criteri d’ unicitd relativi alle soluzioni
delle equazioni differenziali ordinarie del primo ordine si veda G. SansonE:
Equaxiont differensiali nel campo reale. [Bologna, Zanichelli (1941), Parte
seconda].

(3) Per 1’ esistenza dell’ integrale inferiore e superiore del sistema dif-
ferenziale (1) si veda il mio lavoro citato in (!).
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ciod :

-a—x%[é‘ix,y)—y(x,y)lso

e siccome la funzione G (z,y) — g (¢, y) si annulla identica-
mente sia per x =z, che per y = ¥,, sar, in R:

G,y)<g(,y).
Dunque:
G(,y) =9,y

in tutto R.

2. - Passiamo ora a dimostrare il seguente :

TroreMa. — Data la funxione [ (x,y,z) continua e limitala
nello strato S, supponiamo si possa determinare una funzione
F (x, u) continua, limitata e non decrescente rispetto ad wu nel
campo D (*) :

D: L<r<z,+6, 0<<u<l+ o

tn modo che siano soddisfatte le sequents condizioni :

I) S¢7 puo determinare un numero K >0 in modo che
resulty :

Nog— X
flory,m— [,y ) = Fa, 2520

per ogni (x,y) di R e per z, e 2, tali che 0 <z, —2, < K ;

(4) Piu in generale si potrebbe supporre che la F(x, u) soddisfacesse,
nel campo D, alle classiche ipotesi di Cararnfopory. oltre, s’ intende, la
non decrescenza rispetto ad u .

22
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II) Per ogni nwmero positivo prefissato e si possa deter-
minare un numero hy, >0 tale che, per ogni punto & interno
ad (x,, r, + 9), U'integrale superiore dell’equasione:

iw=he —l—/F(t, o) dt
£o

resulti, a destra di &, minore od equale a «.

In tali dpotesi il sistemn differensiale (1) ammette wuna
ed una sola soluxione continna, assieme alle sue derivale par-
xiali prime, nel rettangolo R.

Indichiamo con g (r, y; ¢ G (r, y) rispettivamente ' inte-
grale inferiore e superiore del sistema differenziale (1) e dimo-
striamo che, nelle ipotesi fatte, in tutto 2 risulta:

g, y) =G(r,y)

e con cio sard senz’altro provato il teorema enunciato.

A tale scopo oxserviamo innanzi tutto che ¢:

. ’ v’ N ! —_— ’

(2) 9u (£, y0) = GL (x5 Yo) s Gy (2ay ) = (G (0, y) -
Poniamo ora, per ogni . dell’intervallo vy, << a2 <<ux, + ¢ .

Mz)= max  [G,le,y) —g,(r,y)].
Yosy <ynt

La funzione JM(r) cosi definita risulta, come & noto, con-
tinua in ry<<r <xy40 ed in ogni punto di tale intervallo
ammette sia la derivata sinistra, M" (), che la derivata destra,
M, (z). Inoltre ad ogni . di (g, r, - 8) corrisponde almeno un
o (0) compreso in y, <y <y + S ¢ almeno un y, (x), com-
preso nello stesso intervallo, in modo da aversi (%) :

(%) T. Wazenski: Nur Uunicité e la limitation des intéyrales des équa-
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M(r)y= G, 7 (1) — ¢, (v, 0 (1),

My (x) = GOy (e, g (%) — g5y (2, (),

M () = Gylryye () — 9, (70 12 (2)
ML (0) =G (. e (&) — o, (2, 2 ().

Premesso cioy dal fatto che e (v, y) =g (x, yo , si ha,
in tutto I¥,

i
G(e,y) - (e, f/);j AN AVNGI Y.
Yo
e quindi, in I,
3) O Ge oy —g@, p=MWU(r) 3.

Facciamo ora vedere che in xy<< v <, 4- 8 risulta:

M) =0,
e con cio il teorema sara provato,

Essendo, in virti della seconda delle (2),

M=, =0,

supponiamo che esista un punto x, interno ad (r,, xo = 3) in
cui sia:

M () >0.

tions aux dérivés particlles du premier ordre. [Rendicontr dell” Accadenna
der Lincei, serie 68, vol. XVIIL (1933). pp. 372-376].

Nelle nostre ipotesi, essendo J[; (%) [ (©)] himitata in . Sx<e, @.
la funzione M (r) é assolutamente continua in »ySw=sx, +&. Cfr. L. To-
NeLLL: Caleolo delle variasiond, [Bologna, Zanichelli, vol. 1°], pag. 65.
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Esistera allora alla sinistra di x, un punto z, di (2,, 7, 4 9)
in cui e:

Mx)=0

M(z) >0
per r, < x <, .

Diciamo: (x,, x3) |’ intervallo, contenuto in (x,, .r;), in cui
risulta :

(4) 0=M(z) 8<K;

g, il punto (o unp dei punti) in cui M (x) assume il sno mas-
simo valore nell’intervallo ., <<a << x; e, preso

0<le<T M),
diciamo § un punto dell’intervallo (z,, &) ove risulta:

M (&) <he,

essendo £, il numero che corrisponde ad ¢ in base all’ipotesi 1I) .
Dall’ipotesi I), dalle (3), (4) e dal fatto che ¥ (x,u) & non
decrescente in wu, si avra, uell’intervallo (§,,§,),

Miy(2) = G2y (2,9, (@) — g (2,51 (@) =[T2,9, (), G (%, y2(2))] —

— [, 41 (2),9 (% 41 ()] < F (z, M (2)).

Di qui, e da un noto teorema di confronto (¢), segue che
P’integrale superiore u (x) dell’equazione

(8) Cfr. G. Sansone : Equaxion: differenxzialt nel campo reate [Bologna,
Zanichelli (1941), Parte seconda], pp. 98-100; F. Cariero: Sui teorems:
di unicita relativi ad un’equaxione differenxtale del primo ordine [Giornale
di Matematiche di Battaglini, vol. LXXVIII (1948-49), pp. 10-41], pag. 19.



" =he+/ F( u)dt
3

sarebbe definito in tutto (§,,&,) e dovrebbe soddisfare alla limi-
tazione ’

u (r) = M (2) G=v=<%).
Ma cio ¢ assurdo perché in particolare dovrebbe risultare
(@) =ME)>e

mentre, in base alla ipotesi II), deve essere w (xr) <<e nel suo
campo di esistenza a destra di §;.

Non potendo poi risultare M (2)<C0 sara, in tutto ay =<
La<z,+ 9,

M(x)=10

il che prova il teorema enunciato.

3. — Dal teorema dimostrato nel numero precedente secue
come corollario il seguente criterio d’unicita:

Siano: f(x, y, x) una funzione continua e limitata in S;
a (z) wuna funzione continua in rg<< v <<xy+ 0; o(u) una
[unxione continua, positiva e non decrescente per oyni u > 0
tale che:

)

g
du
5) lem /—:—l—oo 0 <.
( n—+0 ")(u) < 0
"N

Supponiamo noltre che si possa determinare un nwumero
K >0 in modo che risulii:

f(’”a Y, 7‘2) - f(‘”; Y %1) =a (x) ")(52 ;xl>

1

per ogne (x,y) di R e per z; e z, tals che 0 <z, —x, < K.

202 »
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In tali ipotesi il sistema differenxiale (1) ammette wuna ed
nuna sola soluvione continua, assieme alle swe derivale pariiali
prime, nel rettangolo R.

Infatti, posto:

sw () prosu<k
7 () =
(m (K) per u>K

F(z u) =a(r)7 (),

& stato dimostrato da Csriko (7) che 1'ipotesi Il) del teorema
enunciato nel numero precedente, ove si tenga presente la (5),
risulta soddisfatta.

4. Dimostriamo un altro teorema d’esistenza e di unicita
per gli integrali del sistema differenziale considerato.

TroreMa., — Sta [z, y, x) nnn funxione continua e limi-
tata nel solito strato S e per ogne coppia di punti (&, y, x;),
(e, ¥y, %) di S, con x, = x,, soddisfi la limitaxione:

(6) (flx,y, x0) — [(xy 4, %)) (£ — 2g) &) << 35 — 4.

In tali ipotesi il sistema differenxiale (1) ammette wuna
ed una sola soluxione continna, assieme alle sue derivate par-
xiuli prime, nel rettangolo R.

Sia ¢ (c, y) e G (x, y) rispettivamente 1’ integrale inferiore
e superiore del sistema differenziale (1) e si ponga, per
Ly =T <1y + 0,

M(z) = max [Gy (£, ) — g, (¥, )]
P y<yot
e, per x ¥ g,
M (&)

M(x) = — L
x — @

() Cfr. loc. cit. per secondo in (%), pp. 26-28,



Essendo :

lim Mgy @) =M o) M (%) =

-z, T — T z— 2, r -
= [lros i, @)y G (Lo, Yy (o)1= Flys i (€o)y ¥ (o, 4, (24))] =0,

posto A (xy) = 0, la funzione A (z) risulta continua in tatto
ro=r<wx,+9.

Vogliamo dimostrare che ) (z) ¢ identicamente nulla in
Lo o<y + 0, con che, ove si tenga presente anche la (3),
sard senz’ altro provato il teorema enunciato. Infatti, supposto
che cid non sia, diciamo (x;, y,) un punto di [l ove la k'®)
assume il suo massimo valore H. Si ha, ove si tenga presente
la (3) e (6) .

11 G lrny) — gy @y

Ty — T
Ny , 1 :
= ;“:‘j 1 Fles i G ey y)] = Fley gy (e y ] {de <
. x,
1 .
z,_
= b ] G (&, y,) 945 0) 4
o =2 T (¢ —a)?,
xo
Ty
1 2
< — [ A(x)d .
A A(x)de << H
il che e assurdo.
Osskrvaziose.  L'ipotesi, fatta nei numeri precedenti, che

la funzione f(r,y, ¢) sia definita in tutto lo strato S non &

affatto essenziale.
Se la funzione [ (e, y, 1) soddisfa alle condizioni di rego-
larita enunciate nel parallelopipedo :

NS0yt 0, Yo=Yy 8, ==y,
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valgono evidentemente ancora le considerazioni gia svolte purchs
si determinino & e &; in modo che gli integrali, inferiore e supe-
riore, del sistema differenziale considerato siano definiti in tutto
il rettangolo :

T <r<2 +0, Yp=y=y+ 9.

5. - Diamo ora un criterio di confronto per le soluzioni del
sistema differenziale considerato.

Stano f(x,y,%), f1(®,y,x) due funxzioni continue e limitate
nello strato S e soddisfacenti ivi, per ogni coppia di punts
(T, y,%1), (£,y,%), con xs =2z,, alla diseguaglianxa :

f(‘b',;'/a72)“f(9”»y,zn)gﬂ(l’»yﬂz—?ﬁ)-

In tali ipotesi, detti g (x,y), G (xr,y) rispettivamente
Uintegrale inferiore e superiore del sistema differenziale (1) e
® (x, y) I integrale superiore del sistema differenxiale :

0% x
W=f1(1’,y,%)

2@, y) =0, z(x, y) =0,
risulta, in tutto R,
0<G@=,N—yg,y=2(x; .
Infatti, la funzione

2 =0(x,y)—g(,y)

soddisfa il sistema differenziale :

atzx
ox p ‘
bz oy fle,y, 9@, y)+21—Flr,y,9 (=, y)]

x(xo,_y) :O) %(.Z, ?/o) =0

\
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e dalla diseguaglianza :
Flz g, 9@, y) +x—7lz, 9, 9@ PI<h(=z,y, ),

per il criterio di confronto che ho avuto occasione di dimostrare
nel lavoro citato in (), si deduce che in tutto R risulta:

=G, y)—gx,y)<P(x,y).

6. — Dimostriamo un secondo criterio di confronto, sempre
relativo allo stesso problema, dal quale dedurremo poi, come
caso particolare, una notevole estensione del lemma di Praro -
GRONWALLL

Sia F, (x,u) una funxione continua, non negaliva, limi-
lata, e non decrescente rispetto ad u per x,<<i1<<x,+ &,
—o<lu<l+ o e zx(x,y) una funzione continua nel ret-
tangolo R e ivi soddisfacente la diseqguaglianza :

z y
() z(x,y)s[fme,z(&,n))dedn+p (p = cost).

o Yo
In tali ipotest, se u(x) é lintegrale superiore dell’equaxione:

z

wmpt [0, (@=o=e+),

T

risulta, in tutto R,
(@ y) <u(2).

Posto, per ogni x dell’intervallo (x4, %, + 98),

M(x) = max zx(z,y),
YoSySyotd

dalla (7) e dal fatto che F, (x,«) & non negativa e non decre-
scente rispetto ad u, si ha:
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s (0, ) <3, / Fy(t, M) dt -+ p
;70
e quindi anche:
x
(8) M) ga,/ Pyt MUyt s p .

2
‘o

Detto », (x) I"integrale superiore dell’ equazione
w =28 F (v, u)
soddisfacente la condizione :
1y () =p-f- ¢,
con ¢ >0, proviamo che in tutto z, =20 << .x, -k & riesce:

M (x) < (r).

Infatti, essendo :

M (x,) < w1, (1)

diciamo, se possibile, z, il primo punto dell’intervallo (r,, ot 3)
in cui risulta:

M (x) = wy ().

Sarebbe, tenuto conto della non decrescenza della F, (v, u)
rispetto ad « e del fatto che nell’intervallo .y <<.r <Ta, risulta

M(x) << (x),



V) = i) =8 [ By e 4 p e

%
23,/ Fo(r, W(x))der 4 p e,

Ma cio ¢ in contraddizione con la (8).

Kssendo inoltre (3) :

limu (z) = u(r)

SN
sara

M (x) << o (2)
e quindi:

s, y) < (r).

7. - Se nel teorema del numero precedente si pone.

Fylroa) = o,(r) o (1)

e i suppone che esista un numero H > p per cui sia:
" z, -8

/d—u)z 8,[«, (x)dx |

Loy (u
» %

allora si dimostra facilmente che I’integrale del sistema diffe-
renziale :

3 " o= 8 ay (r)w, ()

1 (ag) =p

(%) C'fr. loc. cit. per primo in (5, pp. 81-85.
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risulta, in tutto I'intervallo xy <<z << x, 4+ &, minore od eguale
ad H.

Possiamo percio enunciare il seguente teorema, che estende,
alle funzioni a due variabili, una generalizzazione del lemma
di Pravo - Groswarr, fatta da Faepo (9):

Sia: a, (z) una funxzione continua non mnegativa in
vy < <xy+ 8,0, (u) una funxione continua mon negativa
e non decrescente in — oo < u< + o e supponiamo che esi-
stano tre numert 8, >0, p ¢ H con p < H per cui sia:

H z,+ 3

/(g)l (u)231./a1 (x) dx .
4

o

In tali ipotesi, se % (x, y) ¢ una funxione conlinua in R:
Te=x<xy+ 0, yg==y <<y, + 9, e 2vi soddisfacente alln
diseguaglianza :

* (@) <f/ 8 oy (x (€,7)) dEdn + p,

%o Yo

riesce, tn tutto R:

2z, )< H.

OsservazioNE 1* — Se nel teorema dimostrato si pone:

B .

a (@)=1,0,() = du+ B, p>—""(4=0,B=0)
(°) S. Fagpo: Su un teorema di esistenxa di caleolo delle variaxiont

e una proposixione generale di calcolo funzionale [Annali della Scuola
Normale di Pisa, s. II, vol. XII (1943), pp. 119-133], pp. 124-126.



343

e si determina H > p in modo che risulti

; {
au
Java=on

r

con facili calcoli si trova:

H=peAaal +_§_(6A66|_ I)SpeAbal+B85, eA651

e quindi :

Se in R risulla :

—%<z(x,y)S//[A%(8m)+B]d&dn+p

To Yo

allora risulta anche:

x(x,y) <pe*®® + Bas e 001

OsservazioNe 28 — Il teorema enunciato in quest’ultimo
numero si estende, evidentemente, senza uessuna difficolta alle
funzioni continue di pit di due variabili.

8. - Dimostriamo da ultimo un teorema che estende quello
enunciato nel n. 6.

Sia F, (x,y,2) una funzione continua, limitata, non
decrescente rispetto a x nello strato S e w,(z, y) una funxione
continua in R e soddisfacente vi alla disequaglianza :

zy
9) wo(x,?/)gff W€y My @ E, M dEd) +p  (p= cost).

Te Yo
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In tali ipotesi. se G, (x.y) é U'integrale superiore della
equaiione :

0%y
RALSEY NN

(10) 555y

soddisfarente alle condizioni :
("p ("'Ov .'/) =P, GH (r, ?Iu) =p,

risultn, in tutto R,

W, (xa .I/) = Gr (=, y) .

Indichiamo con ¢ un numero maggiore di p e con (5, (z, y)
I’integrale superiore dell’equazione (10) soddisficente le con-
dizioni:

G, (xy, ) =q, (G, (x,y) = ¢
e dimnstriamo intanto che in tutto 22 riesce:
(11) G, (x, y) >0, (c,y).
Infatti, essendo:
G, (voy 40) = o0 (2o, 1)
esistera un rettangolo R, (contenuto in R) con i lati paralleli

agli assi coordinati e avente un vertice nel punto A == («,, v,),
in cui risultera:

Gl/ (.7‘, .l/) >y (:,.’ Y ). .

Premesso cid, supponiamo, se possibile, che esistano punti
di R, esterni a R, in cui risulta:

Gq (]‘, l/) = ) (‘I', I/)

e diciamo ! I'estremo inferiore delle distanze di tali punti dal
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vertice A. Vi sara evidentemente un punto P, = (z,, ¥,)
(x1 % 2y, 1+ y,) distante I da 4 in cui risulta:

(12) G, (3, y) = 09 (21, Y,)
mentre risulta

G, (z,y) > o, (z,y)

in ogni altro punto avente da A4 una distanza minore di /.

Detto R, il rettangolo con i lati paralleli agli assi coordinati
e avente due vertici opposti in A e P, si avra, in tutto R, ,

(13) G, (2, y) = (2, ) .
Per la (9), si ha:

G, (1, Y1) — oy (2y,y,)=q—p +
Z, N

+//3 Fo[xa Y Gq (il),’l/)] _'Fo(xa Y, Wy (x7y)] dzxdy.

Te Yo

Di qui, dalla (13) e dalla non decrescenza della Fy (x, y, )
rispetto a x, si ha:

Gq (xl>y1) 0 ('le?/l) 2(1 "“I)>0‘

il che coniraddice la (12).

In tutto R risulta quindi verificata la (11).

I noto poi (1°) che (, (x, y) &, per ogni fissato (x, #), fun-
zione crescente di ¢ e che tende per ¢ —»p a (7, (x, y) e quindi
dalla (11) ‘segue, in tutto R,

G, (z,y) = o, (x, ),

il che prova il teorema enunciato.

(10) Cfr, loc. cit. in (1).
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