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TEOREMI DI UNICITÀ E DI CONFRONTO PER GLI

INTEGRALI DI UNA PARTICOLARE CLASSE DI

EQUAZIONI DIFFERENZIALI A DERIVATE PARZIALI

DEL SECONDO ORDINE

&#x3E; di GIUSEPPE ZWIRNER (a Ferra1’a).

ln un iavoro ieceiite (1) ho dato un metodo di calcolo per

approssiiiiai-e otriii intégrale (leI si~tf~n1a rlifferenziale:

1&#x3E;ei la ipotesi della contiunità della f (.x~, r~ , ~ ) ) rispetto al

m&#x3E;!nhlessu variabili da cni dipende. Il procedimento séduite
llll Îlal, perrne"so anche di proyare 1" e~istenza, per il sisten1H 1) ;
~(ell’ itite~r.de illferiore e superiore.

Nel la prima parte ~lell~ présente Nota clu invece, sotto ipotesi
luolto larghe, (lei criteri d’ llnicità per le soltizioiii del si~tenla

CiIÎÎNt’etl7l~ile I) ~ 111e11t1’e nellal seconda c~il110~t1’t) due teoremi 1 (~l 1

per gli intégrait dello 5l~felllli I~IfÎÉ’I’ell%1a11C’, dal

i lluai i deduco, co Ille caso iiiia notevule
e~tensiotie del lemma di 

(*) Pervenuta in Redazione il 21 aprile 1951.

(L) G. ZwtRNFtt : imte degli ’integrali rlel d1f-
a~~ t

1 i (x , yo) = ’P (~) (x. (y) f érP~twiale f ~x , y ~ ~ ) ~ ~ (x ~ ° _ ~P (x) ~ ~ ~xo ~ ’ ~ y ( y) [~ ~i 

di "itampa negli Atti dell’ Istituto Veneto di 8(-ietize, Lettre ed li rtij

21



330

1. - Cominciamo col dimostrare il segueiite criterio di

unicità, che estende quello dato da per le eq l1aZiOlli
differenziali ordinarie del primo ordine (2) .

Sia f ( x , y , x ) una continua e limitata nello

strato S :

e non cre.scente ri.spetto a x .

1 n tali ipote.si, il sistelna ~i f~erenxiale

(x) (y) sono fiinxioni continue assielne alle loi-o

derivate anZmette ulla ed sola soluxione nel ret-

tangolo Ii:

Infatti, sia 9 (x, y) e G (x , y) rispettivamente l’ integrale
inferiore e superiore (3) del sistema differenziale (1) . Essendo :

si avrà, in tutto R , data la non crescenza della 

rispetto a z ,

(2) G. PEANO : Démostration de l’ intégrabilité des équations différen-
tielles ordinaires [Mathematische Annalen, Bd. 37 (1890), pp. 182-228],
pag. 227. ,

Per un’ampia bibliografia sai criteri d’unicità relativi alla soluzioni

delle eqaazioni differenziali ordinarie del primo ordine si veda G. SANSONE :

Equc~xioni differenziali nel campo reale. rbologna, Zanichelli (1941), Parte
seconda] .

(3) Per l’ esistenza dell’ integrale inferiore e superiore del sistema dif-

ferenziale ( 1 ) si veda il mio lavoro citato in (1) .
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cioè:

e siccome la funzione G (x , ,y) - g (x, y) si annuila identica-

mente sia per x = Xo che per 2~ - Z~o , sarà, in R :

Dunque:

in tutto R .

2. - Passiamo ora a dimostrare il seguente :

Data la ficn~ione f (x, y , x,) continua e limitata
nello strato ~S’ , s~,~pponiamo si possa detern~tinare una funzione
F (x, u) continua, liynitatr~ e non decresce~zte rispetto ad?t nel
campo D (’‘) :

in rnodo che siano soddisfatte le se~2~e~ati condi~ioni :

I) S’i puù dcternzinare un K &#x3E; 0 iii che

risulti :

per ogni (x , y) di R e per zl e XI tali che 0 2013 ~ ~ ~~ ;

(4) Più in generale si potrebbe supporre che la F (x , u) soddisfacesqe,
nel campo D , alle classiche ipotesi di CARATHKODORY, oltre, s’ intendc. la

non decrescenza rispetto ad u .

2 2
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IIj Peî- ogni 7z2c~7tero si possa 
771t Il,lrî’P ?l7l ha&#x3E; 0 tale ~o 
ad 

risulti, (f ~~i ;0, on~ a 8.

Ill ipote.si il lfllP, (1) cZl!??llPtte 

rmLrc sola Clll P 

1lpl rettangolo R .
Indichiamo e rispettivameîitp riîttp-

giii1» itifenore e w~eaiol’e dei sistema differenzialp ( 1) e 

stnatuo nelle ipotesi i’atte, iii tu tto il risulta :

p con sarà sen7J’ altro provato il teoretna C’111111CIlitU.

A tale scopo o~~0rvianlo innanzi ttltt(1 

Poniarllo ora, pei agni i- drU’ interB?allo

La fullzic)rle cosi deimita risiilta, corne e noto, coi-
tinna 111 xo ~ ,r ~ xo -t- ~ ed jn o-iii punto cli tale intervallo

el/Blnotte sia la dcrivata sinistra, (.r) , la del’ivata dcstra,
Il’ ~x) . Inoltre ad ogni .r di t-- a) corrispo~l(le alrnrJ)o tili

I/~ ~.a’) .&#x3E;ii&#x3E;pieso 111 e ahueno uii cOin-

pirs&#x3E; ~lello stesso intervallo, iii iiiodt) da aversi (~) :

(5) T. lc (les des 
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1 titttt) (’hee~(.~’~//J2013//(~~//n,sihn,
i « t nttu li , 1

e quiudi, in Il’,

Fae(’ial110 01’(B vedere che Ill risulta :

p ~~mu ~~i~ il tem~eu» sani provatu.

Essendo 1&#x3E;1 virtù della seconda delle (2) .

Slip P n Il i a 1 n n che 8~15~,~1 11 Il ~lllltl&#x3E; ,x2 111tC1’llll ad’.r 0, 0 
L à) 1 }

CUI 1

,lrrirés dit [Hrlllh(’ont1 
,lui 1&#x3E;iii;ri, sf-rie vol. ’~VIII pp. 372-~)761.

B’~;lle iioitre ipotesi, essendo (x) [.Il’ (x)] Itmituta in C,~ ~ ~.

la fnnzione .11 (.c) è assolutamente continua in  ~; ~ ~,~ -1- ~ . Cfr. L. To-

NELLI : Ccclcolo delle [Bologna, Zanichelli, vol. 1 °], pag. 65.
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Esisterà allora alla sinistra di x~ un punto x, di (a;o , xo + 8)
i n cui è :

per x,  z 

Diciall1o: x,) l’ititervallo, contenuto iii (~~,.r:)~ in cui

risulta :

;1 il punto (o unp dei punti) iii cui assume il sno mas-

sin10 valore nell’ illtervallo .x~, ~ :x~ ~ x3 e, preso

diciau10 ~ un punto dell’ intervallo (Xl’ el) ove risulta :

essendo ha il numéro che corrisponde ad s in base all’ ipotesi H) .
Dall’ipotesi I) , dalle (3), (4) e dal fatto che è non

decrescente in u, si avrà, uell’ intervallo (eo, 

Di qui, e da un noto teorema di confroiito (s) , @ segue che

l’ integrale superiore u (x) dell’ equazione

(6) Cfr. G. SANSONE : Equazioni di f j‘erenziati nel cainpo reate [Bologna,
Zanichelli (1941), Parte seconda], pp. 98-100; F. CAFIBnO: sur teorenai
di ~unicità relativi ad un’equaxione differenziale del primo ordine [Giornale
di Matematiche di Battaglini, vol. LXXVIII (1948-49), pp. 10-41], pag. 19.
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sarebbe definito in tutto (~o, ~1) e dovrebbe soddisfare alla linli-

tazione

Ma ciô è assurdo perchè in particolare dovrebbe risultal’e

montre, in base alla ipotesi II) , deve essere lt (x) ~ 8 nel suo

campo di i esisten za a destra di i ;0.
Non potendo poi risultare M ( x ) C 0 sarà, in tutto 

il che prova il teorema enunciato.

3. - Dal teorema dimostrato tiel numero precedente segue,
come corollario il seguente criterio d’ unici[à :

f (x, JI, ~,) una ftcn~,zooe continua e li~jaitata ica S ;
a (x) nna fccri.~~ooe continua in Xo x::;;: X0 -f- 0; (t) (11) Ulla

fccca,~ione continua, positiva e non decrescente per u &#x3E; 0 ,
tale che :

,S’zcppoi2ia~~ao inoltre che si, ’possa deteroaL~aczre un 

K &#x3E; 0 in che risulti :

per ogni (x, y) di R e pei Xl e X2 tali che 1
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I rt lali ipotesi il .sisteoaa (1) ~zrrtorette e~l

sola soltcwiotr.e continua, asszetjte alle site parx iul i
nel ~~ettaragolo R.

Infatti, posto :

è stato diD10strato da che l’ ipotesi Il) del teorema

enunciato nel iiuinero Pl’ecedente, ove si tenga presente la (5) ,
l’isnlta soddisfatta.

4. Dill1o~tria~lno un altro teorenla d’esisteiiza e di iinicità

per gli iiitegrali del sistema differenziale considerato.

Sia x) Ll lltl-

l solito stialo e pe r (~L l~, ~ 1) ,
(r, y, X2) di .~ , con X2 ~ la lLrj2itaxio~te :

ln ipotesi il szsterra~z ~i~ereraxi~zle (1) ~cmmette 

una sola solzcwione assierjze alle site r~eri.zvcte 

xiccGi pritne, nel rettmt~olo R.
Sia ~~ (x, y) e G (x, y) rispetti Vall1ente l’ iutegrale inferiore

e stiperiore del sistewa differenziale ( 1 ) e si ponga, per

.1:0 s;: _i_’ 0 , .

e, per

( 1) Cfr. loc. cit. per secondo in (6), pp. 26-2R.



337

Escudo:

posto J, (x~o) = 0 , la fiiiizioiie k (x&#x3E; risulta continua iii tutto

V ûglictmo dimostrare che ), (x) è identicamente nul1a in

.ro ::;;: .1" t- d , con ove si tenga piesente ai&#x3E;,lie la (3) ,
sarà sen/:’ altro provato il teorema euuuciato. Infatti, supposto
che ciù non sia, diciamu (xl, ~ 1) tm punto di li uve la ), ~x~)
assume il sue massimo valore H. Si ha, ove si tenga presente
la (3) e (6) ,

IJ’ ij&#x3E;&#x3E;te&#x3E;1, f«itt;i iiei iiiiiiieii llC~t’t~tielltl~ che
la funzione f’ (1 , y , : ) sia débilita in tuttu 1&#x3E; strate &#x3E; 

af~a,tt·&#x3E; e~5elziale.

Se 1 a a Il el’ 0 1 H 1 j z il) Il i di i 

lcii.it,à ;iiiiii&#x3E;1;ite iiel pai’alleluj&#x3E;ipedv :
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valgono evidentemente ancora le cousiderazioni già svolte purchè
si determiniiio a e ôi in modo che gli integrali, inferiore e supe-
riore, del sistema differenziale considerato siano definiti in tutto

il rettangolo :

5. - Diaaio ora un criterio di confronto per le soluzioni del

sistema differenziale considerato.

Siano f (x, y, x) , f 1 (x, y, x) due fi~~a,~ioni continue e li1nitate
strato S e soddis face~zti ivi, per ogni coppia di punti

(x, y, x,) , (x, y , con X2 ~ alla dise,gzcagliarzxa :

ln tali ipotesi 1 detti ,g (x , r~) , G (x, y) rispetti varnente
inferiore e del sistenza di f~‘ere~azi~rle (1) e

~ (x, Ji) l’ integrale s7cperiore del sistema 

risulta, in tutto R ,

Infatti, la funzione

soddisfa il sistema differenziale :
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e dalla diseguaglianza :

per il criterio di confronto che ho avuto occasione di dimostrare

nel lavoro citato in (1) , si deduce che in tutto R risulta :

6. - Dimostriamo un secondo criterio di confronto, sempre
relativo allo stesso problema, dal quale dedurremo poi, come

caso particolare, una notevole estensione del lemma di Y~ANO -

GRONWALL.

Fi (x, u) una funxione continua, non negatii?a, limi-
tata, e non decresce~tte rispetto ad u per x + 8 ,
- oo  it  -~- oo e x (x , y) ltna funzione continua nel Tet-

tangolo R e ivi soddis f âce~tte la diseguaglianxa :

Ica tali ipotesi, se lt (x) è l’integrale superiore dell’equaxione:

risulta, in tutto R,

Posto, per ogni x dell’intervallo (xo , xo -f- 8) ,

dalla (7) e dal fatto che FI (x, M) è non negativa e non decre-

scente rispetto ad u, si ha : ’ @ 
_
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e rjll i Il el i 

Dettn ol 1 (.r) l’ ¡lIt ego l’el 1 e SU pOl’ i U l’e t~ fI Il n z ¡un e

suddi5t’m~eut~ la L’undiziunc :

cun e &#x3E; 0 , proviamo riie iii tuttu XII _:-: .1’ ~ ./’~ -1- a rie~ce :

Infatti, essendo :

uicimmo, se il primo p1111t~ delPintervat!u (.1’0’ a)
in cui risulta :

Sal"ebbe, tcnnto eOlltu della nun decrescenza della ~; (.1’, 11)

rispetto ad il e del fatto che iiell’ intervallo ’/’0::;:;: ,r;  risl1lta

JI (x) C zc, (x) ,
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àÎ11 (ii) é&#x3E; itl C(&#x3E;lÎtl’8iÎflÎZinlie PP11 )f1 ~~~1 : e

inr~trp j8) :

e quindi :

7. - Se nel teorema del lmmero precedente si pOile.

e si suppone exista llll oumero H &#x3E; p per eut sia ;

allnra si li i&#x3E;i&#x3E;stia facitmente che 1’ i iiteg;al= !el sistPiiia difïe-

renziale:

( ~) ~’t’r. loe, cit. per priiiio in (6), pp. 
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risulta, in tutto l’intervallo xo:~-, x ~ xo + Ô, minore od eguale
ad H .

Possiamo percib en unciare il seguente teorema, che estende,
alle (ullziolli a due variabili, una generalizzazione del lemma
di i C7~RONWAL1, fatta dh FàEDO (9) :

Sia: al (x) una f ic ~axione continua negativa iii

à x ~ x. + ô , wl (u) fcc~axione continua non negati1’a
e non decrescente in - oo  2c  -f- e supponia1no che e.si-

stano tre nun2eri 81 &#x3E; 0, p e H con p  H per cui sia :

ln tali se z (x, y) è ulla fiinxione continua in R:
Xo ~ + 0, yo ~ y ~ Yo + 31 e soddisfacente alla

diseauat7liaîi,za :

riesce, iii tutto R :

ÛSSERV AZIONE la - Se nel teorema dimostrato si pone :

~ 

(9) S. FAEDO: Su un teorema di esistenxa di calcolo delle 2~ariax2o~zi

e una propnsixione generale di calcolo fu~axionale [Annali della Seuula

Normale di Pisa, s. Il, vol. XII (1943), pp. 119-133), pp. 124-126.
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e si determina H &#x3E; p in modo che risulti

con facili calcoli si trova :

e quindi :

Se in R i-isulta :

allora i-isîtlta anche :

0ssERvAzioNE 2a - Il teorema enunciato in quest’ ulthno
nu~nero si estendet evidentemente, senza nessuna difficoltà alle

funzioni continue di più di due variabili.

8. - Dimostriamo da ultimo un teorema che estende quello
enunciato nel n. 6.

Sia ~o (x , Y, ;t) una funxio~ae continua, linai tata, non
decrescente rispetto a x nello strato 8 e wo (x, y) una fu~zxione
continua in R e soddis fac~ente ivi alla diseguaqlianxa :
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lu lali se C~,, della

(Ille 

?l1 tilt t 0 7~,

Indichianl0 con q un nunlero I1Hlgg-iore (~i 1) e con (;4 (x, y)
Î’ 1 lliegt’aie suppl’iof’p drU’ PfIuazione ( 1 U) ",()ddi~faceJlte le o011-

~izimoi :

e di 11losh’¡ fi n1 () i n ta nto che i n ttitto il 

Infatti, 

esisterà 1111 rettangolo j11 (contenuto iii ~Jal1’~l~~E’ll
ag.li assi coordinati e avente iii&#x3E; Yertice rlc’1 punto -,1 =:== (’(’0’ 
in (’ui ri~u1tprà:

Premessn supponianio, se possihiie, che esistano punti,
di R, p.~ter~li a in cui risult;1 :

e dieianl0 l r estreluo inferiore delle (li,~taiize di tali plluti dal
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vertice A . Vi sarà evidentemente un punto Pl (xl , YI)
y.) distante 1 da A in cui risulta :

mentre risulta

in ogni altro punto avente da A una distanza minore di l.

Detto il rettangolo con i lati paralleli agli assi coordinati
e avente due vertici opposti in A e si avrà, in tutto R2 , 1

Per la (9), si ha:

Di qui, dalla (13) e dalla non decrescenza délia Fo (x, z~, ~ )
risprtt&#x3E; a i, si lia l

il c1e coniraddico la (12).
I11 tutto ~ risulta, quindi verificata la (11).
È noto poi (1°) che (1,~ (x, jj) è, per ogni fissato (x, fun-

zione crescente e che tende per ~2013~/~ a ~~ (x, e C~lllll(~1
dalla (11) ’segue, iii tutto R,

il che prova il teorema etiuticiato.

(10) Cfr. loc. cit. in (1).


