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SULLA LINEA ELASTICA DI UNA TRAVE PRESSO-
INFLESSA IN PRESENZA DI FENOMENI EREDITARI

Nota (*) di Rexato Nawrvixt (@ Ferrara).

1. IntropuzioNe. - In un precedente lavoro () ho dimostrato
I’ esistenza e 1’ unicita della soluzione (continua) dell’ equazione
funzionale

W) ot =1(s1 +—g/ K (2,4,6) 1€ £)dé+
+ Az, by (§, g)]

nella funzione incognita 7 (x, %), con f(z,%) e K («, ¢, ) tunzioni
note continue per 0 << x,6<< 1! (con ! finito positivo) e 0 <<t 1,
con A non autovalore del nucleo K (r,t,£), mentre il funzionale

ERR TR

sta a indicare un numero reale dipendente, secondo una data
legge, da x,¢ — variabili rispettivamente in (0,/) e in (0, 1) -
e dai valori che la funzione % (¢, t), supposta continua é percio
limitata, assume per 0 << §<<!,0<<t<C{?; le condizioni a cui
si suppone sottoposto tale funzionale saranno riportate in seguito.

In questa nota intendo mostrare un’applicazione del prece-
dente risultato ad un problema di elasticitd ereditaria, gia trattato,

(*) Pervenuta in Redazione il 9 marzo 1951.
(1) R. Naromni: Studio e risoluzsione di un' equaxione funxionale del
tipo misto, Ann. della Scuola Norm. Sup. di Pisa. Serie II, Vol. 1X (1940).
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sotto condizioni pit particolari, da G. Krarw (2). Piu precisamente
Krarl ha studiato la linea elastica di una trave presso -inflessa,
limitandosi pero al caso dell’ ereditarieta avente carattere lineare,
Nella presente nota si suppone invece !’ereditarieta di tipo qual-
siasi e si dimostra 1 esistenza e 1'unicita della soluzione del
problema al contorno che fornisce in tale caso la linea elastica
suddetta (3).

2. - Caso non ereditario con solo carico assiale. - Per
impostare il problema enunciato ¢ utile rifarsi dal caso non ere-
ditario relativo a una trave di lunghezza ! incernierata agli
estremi e soggetta a un carico assiale P espresso da una funzione
continua positiva dell"ascissa » (4) del punto della trave; detto P
il suo massimo valore, scriveremo tale funzione sotto la forma

P (x) = Pp (x)

dove ovviamente & 0 <Tp (x)<1.

I’equazione della linea elastica n = v (x) assunta dalla trave
ha, come & noto (%), la forma

P P ~
(2) T L @@ =0

dove I ¢ il modulo di elasticita del materiale di cui ¢ costituita
la trave e J il momento d’inerzia (supposto costante) di una

(2) G. KrawL: Statica detr mexat elastice cosidetli « viscosi» ¢ suc
applicaxtons. Note I e II, Rend. Acc. Nuaz. dei Lincei, Seric VIII, Vol. II,
(1947).

(3) Un’ altra differenza fra la trattazione di KgaLL e la prescante ¢ che
KraLu considera il carico assiale variabile solo con 1" ascissa del punto, (ui
invece lo si considera variabile anche col tempo.

(%) Ci si intende riferire a un sistema di coordinate cartesiune avente
origine in un estremo della trave e 1'asse x orientato verso I’ altro estremo.

(®) Si veda ad es. O. Beuivzzi: Sciensa delle Costruxiont, Vol 1.
Cap. XIII. Bologna, Zanichelli {1950).

.

T2 %
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sezione rispetto all’asse neutro; 1"ipotesi introdotta per gli estremi
della trave impone inoltre alla 7 («) Ic¢ condizioni al contorno

(3) n(0) - i) =0.

E noto inoltre che detta G (z, &) (5) la funzione di Grukx
l’?
relativa al problema al contorno costituito dall’ equazione -IJI =0

e dalle (3), il problema al contornv (2) ¢ 3) si riconduce al-
I’equazione integrale

5 (@) = FJ[ (2,8 pi&) 1 (B de

che ha una ed una sola soluzione non identicamente nulla (deter-
I

minata a meno di una costante moltiplicativa) sc ¢ solo se I ¢
.

autovalore del nucleo G (x, &) p (§).

In base ad un noto teorema (7) tale nuecleo ha autovalori
maggiori o uguali degli autovalori di G (#, ), quindi ¢ esclusa
Iesistenza di autovalori per

(4) P< - EJ.

(6) Tale G (x,E) ¢ data dalle formule

G (x,§) =

G(;.§)=l7’”& » E<x:

essa risulta sempre <! e, considerata quale mucleco di un’equazione inte-

n2n?

BN (n=1,2...).

(7) F. Tricont: Equasioni differenxiali, Cap I, § 9, Torino, Einaudi
{1918).

grale, ha per autovalori i numeri
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3. - Caso ereditario. - Ammettiaino ora che sulla trave,
oltre al carico assiale P, agisea un carico trasversale ripartito
e che entrambi risultino variabili col tempo abbastanza lenta-
mente in modo da poter trascurare fenomeni dinamici. Il carico
assiale sia rappresentato dalla funzione P (+,/) continua e posi-
tiva che potremo scrivere auche sotto la forma Fp(c, t), dove
supporremo che P (avente qui il significato di massimo valore
per ogni x e ogni ¢ considerati) soddisfi la (4). 1l carico tra-
sversale. in assenza di altre forze, determini, all’istante { e nel
punto di ascissa . della trave, il momento flettente A, (z, (),
essendo M, (e, £) una funzione continua assegnata con le ovvic
condizioni M, (0. ¢) = M, ({. 1) =0.

Supposto che non siano trascurabili 1 fenomeni d isteresi,
seguendo le idee di Vourrerirs (8) valuteremo il ricordo, che il
materiale conserva  all’istante / nel punto di aseissa » - della
azione esplicata dal momento flettente v+ M, in tutto Uinter-

vallo 0= ¢, mediante il funzionale

BIt. P9 n e z) + My (e, 0]
0

che sta a indicare un numero reale il quale. per ogni r, con
0<<.r<<!, dipende, secondo una legge assegnata, da ¢, che
ki lal Al

supporremo compreso fra 0 e 1 (%), ¢ dai valori che la funzione
P(r.z)r (e, + M, (e, ), supposta continua e pereio limitata

i 0 y Y )
assume per ¢ variabile nell’intervallo chiuso 0 = ¢. Le condizioni
da imporre a tale funzionale saranno esposte al numero seguente.

L’ equazione della linea elastica & allora (1¢)

(%) V. Vourerra: Lecons sur les Fonctions de lignes. Gauthier—Villars,
Parigi (1913).

(%) Tale ipotesi non ¢ restrittiva in quanto ' umita di misura del tempo
puo esscre scelta arbitrariamente
v . !
guw:  EJ°
qui il complesso dato, nel punto di ascissa w, dal momento flettente esi-
stente all’ istante ¢ e dall’ apporto dovuto all azione precedente. Per sem-

I/ = 0 dove con M st indica

(16) Si applica cice la relazione

oo { T
plicita si congloba poi il fattore T nel funzionale.



B *n(r, b

1
ox? + 717][[)(“”» tn (":3 ) + M, ("" t)]+

t
+ B[t, P(x,7)nx, ) —0}- My(e,t)] =0
a cui per ogni 0=C¢{<C1 si devono aggiungerc le condizioni
agli estremi -
(6) (0,7 =7(,H)=0.

Ammettiamo di conoscere una soluzione della (5) soddisfa-
cente le (6); sostituendola nel funzionale B al posto della fun-
zione incognita si pud nella (5) considerare tale funzionale quale
funzione nota: servendosi allora della funzione G (r, &) prece-
dentemente introdotta si ottiene che la soluzione in questione &
soluzione anche dell’equazione funzionale

]
@) n(x,o:EiJ[ G(,8) My (€, 0) dt +
+13 LG £t b dg
o K VIOV EESS
4i/‘G0m&)B[LIWLt)n@,0a—Ah(&ﬂ]dé.

Viceversa ogni soluzione della (7) necessariamente soddisfa
le (6) essendo

G0,8=G(,8=0

ed ¢ soluzivne anche della (5) come immediatamente si veritica.

Se si considera 1’ereditarieta di tipo lineare il funzionale /3
ha la forma particolare

(8) 17{[/;¢(t,f)[P(x,f)n(x,r)+Mo(x,z)]d-c
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dove @ (¢,t) ¢ il nucleo ereditario relativo al dato problemu;
in tale caso la (7) si identifica con I’equazione trovata da Krarw
al riguardo (11).

4. Condizioni sul funzionale B. — Allo scopo di provare
che, in base ai risultati ottenuti nel lavoro citato nella nota (1),
la (7) ammette una ed una sola soluzione, supporremo che il
funzionale B soddisfi le segnenti condizioni :

I). - Ad ogni intero positivo n si possa far corrispondere
un numero N, tale che, se ¢ (§,t) ¢ una funzione continua ed
in modulo <<»n con 0<t<<{=<<C1,0<C&<1I, si abbia per
ogni ¢ e per ogni §

(C]) I B[t?(F (&, :)]Iglvut‘

II). - Per ogni intero positivo », scelto un e > 0 arbitrario,
gli si possa associare un p, >0 tale che ogni 0<¢, <¢, <1
e per ogni 0 <& <</, con ¢, — ¢, < p, e per ogni funzione ¢ (§1)
continua e in modulo <»n per 0<t<¢,, 0261 valga la
relazione

(C,) |B[tz,({?(g,{)]—B[tl,¢(£,%)J]§%_

(1) Si noti infatti che detta G (x, £) la funzione di GreeEn usata
da Kravu, essa ¢ legata ulla G (x,E) qui introdotta dalla relazione
a5
‘ZT?;:-—ELJ G (v,E). Per I'esattezza poi Kraut si occupa dell’ equazione

a cui soddisfa &% . Per avere invece I’ equazione in 7 (&, ¢), nel primo inte-

02 Mg (£,0)
o0&
volte per parti, si integri poi por parti il secondo integrale della (7) che

coi nostri simboli diventa

grale della (7) di KraLl si ponga p (§) — — e si integri due

S (Y9G I pE,)ME, N
= 2t d
Pjoae 3¢ :

e si aggiungano infine i termini dovuti all’ ereditarieta lincare.



o
N
(8]

[TI;. = Per ogni intero positive 2, scelto un ¢>>0 arbi-
trario, gli si possa far cm-rispnndere un 6, >0 tale che, per
ogni 0<I¢-J1, 0-2& 7 e per ogni coppia di funzioni '5, (&, 1)
e p, (1), Loutmue ed in modulo <n [)Ol 0<eg<Cl,0 < ¢,
ed ivi soddisfacenti la condizione che sia "9, (§,1) — ¢, (§,7) <3,
risulti

(Ca) Bl % & 0]— Bl g (0] <s

1V). - ksiste un numero N’ tale che per ogni 0<CT&I/,
0~ t<1, per ogni f, di 0= e per ogni coppia di funzioni

' (é.7) e »'" (5. 1) continue e percid limitate (con 0 <z -I¢) sia

Al 1.
(Ca) Bit,g" &0l — Bt ¢ (§.9] <
0 o
¢ ty
< N'(t—t,) max " — " 4ty max g — ¢ |
t 0
le
dove max'" — ¢’ | rappresenta il massimo valore di 9" (§,1) —
dl

—¢ (&) per t; <t<ty, 0<E< .
I facile veriticare che tali condizioni sono soddisfatte quando
il funzionale B ha |’ espressione (8) (12).

(12) Indichiamo a tale scopo con @ il massimo modulo della funzione

D (1. . . .
;j) per ogni 0 <t <1, 0 <t <t¢. La (C;) ¢ allora verificata prendendo
N,=®n,

La (Cy) ¢ conseguenza immediata della continuitd rispetto a ¢ della
funzione espressa dalla (8).
Per verilicare su (8) la (Cy) basta. assegnato z, prenderc per ogni
valore di »
< =
W=

Per ottencre infine la (C;) basta prendere N — o,
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5. — Condizioni sul funzionale A. - Si osservi ora che
I"equazione (7) si puo far rientrare nell’ equazione (1) aggiun-
gendo e togliendo a secondo membro il termine (noto)

t

| G 8 B M (€0 dE,
S

© A ~

ponendo

! t \
(o) = [ e, | Moo 4 B )

0

K (r,t,8)= G(T,&)]) (€,1)

P . s
X = = (che in base alla (4) ¢ certamente non autovalore di K)

K

e assumendo come easo particolare del funzionale 4 1'espressione

. ¢
(9) /o(; (r,&)gl?[l‘/’(&,‘t)”fl(&,r) + J[n (5,1)] -

0

o

t
— BI1, ¥y, 9| d¢.

Oceorre ora far vedere che il caso particolare ai A espresso
da 19) soddisfa condizioni sufficienti affinché (1) ammetta una ed
una sola soluzione per 0 —x<<l, 0<Ct<<1. Per comodita
riportiamo dal lavore citato in ('} tali condizioni :

Iy, = Ad ogni numero intero positivo s possa far
corrispon fere un numero [, tale che, se v (§ ) ¢ una funzione

"

continua ed in modulo <m, si abbia per ogni .r ¢

Lt
(¢} bA [yt (§, 0] <M, -t
0 0

con 0<t<i<I, z e §in 07/. .
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II"). - Per ogni intero positivo m, scelto une >0 arbi-
trario, gli si possa associare un p, tale che per ogni tunzione
7 (§,7) continua ed in modulo <m per 0 <E<, 0<rt</{, valga

[ t h

(€3) | A2y, by (€ 1)] — Al 6, 1€, 9] <e

per ogni 0<t¢, <# <1, x, e x, in 07/ con &, — ¢, < p,,
ix?. -xll<pm'

III"). — Per ogni intero positivo me, scelto une >0 arbi-
trario, gli si possa associare un s, >0 tale che per ogni cop-
pia @, con 0<a <], 0<t<I1, e per ogni coppia di funzioni
1, (§,7) ed 1y (&, 1) continue ed in modulo <m per 0 <E&<{,
0 <<t ed ivi soddisfacenti alla condizione che ~ia sempre

2 (€57 — M (§,7) | <] s, risult

() AL, b €D — A7, 61 €, 9] 1<

0 0 0

1V"). - Esiste un numero M’ tale che per ogni 0 <ax <!
e 0<F<1 e per ogni £y di 0~ ¢ e per ogni coppia di funzioni
7 (€,t) e ' (E,t) continue e percio limitate per 0 <E&</,
0<t<t sia

Lot Lot
A [“73 tv"l” (Ea:)]_A [, t, 7ll (%’:)]IS

t Ly

(C3) A (F—tg) max 4" T*q' 4ty max 'y - 7]

k2

dove max '7" -—'l rappresenta il massimo valore di ‘7”&, 1) —
t
1

—1 (§,7) | per £y <t<t,, 0<E<T.
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6. - Verifica delle condizioni sufficienti per I’ unicitd e
I’ esistenza della soluzione. - Per verificarc che (9) soddisfa le
condizioni precedenti poniamo, per brevita,

B*[t,&,n] = B[, (E.v)n (E,7) + My (§,7)] — B [, M, &,0];

si osservi poi che in base alla condizione IV esiste un N’ tale
che

| BE[t, 6,7 <N tmax | P(§,9) 7 (6,9 L.

Per non appesantire le formule ammettiamo che sia 1 <1
(e di conseguenza G (x,&) <1) (13). Supposto ora |7 (&,1) | <m,
per 0<&<!, 0<c<¢<1, si ha per la (9) la valutazione

!fIG(m,&)B*[t,&,vt;]d&!SN’Fmt
H 0 [}

e quindi vale la (€]) con M, = N'Pm.

Indicando brevemente con A4, — A,! il primo membro
della (%), si ha nel nostro caso

¢
uh—AJS/iGwna
0

(10)

ta 1
B*[tzag»'g]—‘B*“u&»“ﬁl] +

1
+ B[t &, 1] ] G (rg, €) — G (=, §)] [ dE;

supposto 4 (§,1) | <, detto M, il massimo modulo di M (1),
si pud scegliere un intero » =Pwm+ My preso ad arbitrio
une >0, al numero n corrisponde il p, della condizione 1I, che

(1%) L. ipotesi del resto non ¢ restrittiva, potendosi scegliere opportu-
namente I’ unitd di misura delle lunghezze.
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potremo supporre inoltre tale che, per ogni coppia vy e x, con
rxg — x, <Cp, 0 oper ogni 0 <&/, valea anche L relazione

g

/;(.7'2.&)——(}(-’”[,£) <;\, .

In hase alla (Cy), valida {nelle condizioni dette) sia per la
tunzione Pq - My che per la funzione Iy, si ha che

1] t
B[ty 8] = B[ &) <

e ™

dalla (10) allora. ricordando anche (€), i rieava che (Cy) risulta
valida per qualunque 5, <gp, .
Dimostreremo ora che 1"espressione (4 soddista Ta (€Y
Preso infatti un intero positivo wey seelto unz >0 arbitrario
sia g, il numero da associargli in base allu T, Data una

"

coppia di funzioni 7, (£.7) ed 7, (3, 1) tali che sia
(11) Mo (§.7) — 1 800 <]s,

e detto » un intero = Pm -+ ,—1[0. potremo serivere il 5, della
condizione 11 sotto la forma s, (1 venendo cost a determi-
nare il detto s, .

Indicando allora con A (yy — 4 (4 ) il primo membra
dio (C3) sioha nel nostro case

" f

L) A = | 6 :’.1‘,5)? 20) 0, 1
Joo "

t
=B, PE T 50T) + My ii] Z(IE

e il secondo membro per (74 risulta <s=.

(Y Inlatti dalla (11) segue che PPE2) 7 (5.3) — DPE.t) v, (5,1) =<

<Ps5,=5%n.
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Infine affinche (9) verifichi (C}) basta prendere M’ = N'P:
indicando infatti con | A”  A"| il primo membro della (C;) si
osservi che ¢

{ t
W ey =,foG'(x,&) iB[t,P(&,t)'q” (&,1) -‘!—Mo &, —

— B, P& 6,0+ Mo @98

e il secondo membro per (C,) & minore o uguale di

t

JR— ¢ 0
N' P (t—t,) max}*q"l—n M| +Iomax}~q"—o—~q'lg.

Resta cosl provato che la (7) rientra nella (1), sotto tutte le
condizioni sufficienti per assicurare 1’esistenza e 1’unicita della
soluzione (continua) per ogni 0 <x <!, 0<t<1. Da quanto si

& detto precedentemente consegue che tale proprieta & assicurata
anche per la (5) considerata unitamente alle (6).

Si noti in particolare che per M, (§,f)=0, se%non viene
a coincidere con un autovalore del nucleo G (x,8) p(§,1?), la

soluzione della (7) risulta 7 (§,¢)=0: ne segue che la (4) &
condizione sufficiente per escludere casi di instabilita.

7. — Osservazione. - La (1) nel caso trattato prende la
forma

-l
(12) nmozfmn+y/Ku&nh@m+

1
+p(e,t)

mmmﬁpt

Ora la (12) si pud rendere piu semplice se si conosce il
nucleo risolvente di K (z,£,?). Detto I' (z,§,¢;)) tale nucleo,

19
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considerando B* come funzione nota, dalla (12) si pud ricavare
I’ equazione equivalente

i 1 ¢
(13) (e =70+ [ Kb 0 sy B+

—}—)\[I‘(x o, t50) | f(s,t) 4 A K(c&l) (et)B*[tE'r]d&

Servendosi poi della nota relazione
K (x,8,t) + )\f:l‘ (x,0,2;0) K(o,€,8)da =T (x,§,1;})
la (13) si riconduce infine all’equazione
1e 0= 7041 [ Tt ] re0 -+

b B, n]zd&

(& t)

che, rispetto alla (12), rappresenta un progresso.



