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SULLA LINEA ELASTICA DI UNA TRAVE PRESSO-

INFLESSA IN PRESENZA DI FENOMENI EREDITARI

. (*) di RENATO NARDINI (a Ferrara).

1, I~T~~oDuZ[ONE. - In un precedente lavoro (1) ho din10strato
1’ esistenza e 1’ unicità della soluzione (continua) dell’ equazione
funzionale

nella funzione incognita 7j (x, t), con f (x, t) e K (x, t, ~) funzioni.

note continue per 0 c x, ~ ~ l (con L finito positivo) e 0t - 1,
con k non autovalore del nucleo K (x, t, Z), inentre il funzionale

sta a indicare un nmnero reale dipendente,secondo una data

legge, da x, t - variabili rispettivamente in (0, 1) e in (0, 1) -
e dai valori che la funzione 1J (Z, r), supposta continua é perciò
limitata, assume per 0 C ~ ~ l, 0 ~ i ~ t ; le condizioni a cui

si suppone sottoposto tale funzionale saranno riportate in seguito.
In questa nota intendo ruostrare un’ applicazione del prece-

dente risultato ad un problema di elasticità ereditaria, già trattato,

(*) Pervenuta in Redazione il 9 marzo 1951. 

(1) R. ~ARDINI : Studio e risoluzio~ae di un’ e~ua~io~ce del

tipo Ann. della Scuola Norm. Sup, di Pisa. Serie Il, Vol. IX (1940).
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sotto condizioni più particolari, da G. KRALL (2). Più precisamente,
KHALL ha studiato la linea elastica di una trave presso - inflessa,
limitandosi però al caso dell’ eieditai’ietà avente carattere lineare.

Nella presente nota si suppone invece 1’ ereditarietà di tipo qual-
siasi e si dimustra 1’ esistetlra e l’unicità della soluzione del

problema al contorno che fornisce in tale caso la linea elastica

suddetta (3 ) .

2. - Caso non ereditario con solo carico assiale. - Per

i~npostare il problema enunciato é utile rifarsi dal caso non ere-

ditario relativo a una trae di lunghezza 1 illCel’nierata agli
estrerni e soggetta a un carico assiale P espresso da una funrione
continua positiva dcll’ ascissa .J’ (4) del punto della detto ~J
il suo massimo valore, scriveretuo tale funzione sutto la forma

dove uvviamente è 0 C ~u (x) C 1.

I/equazione della linea elastica 7) _- i (x) assinta dalla trave
ha, coine è noto (5), la furtna

dove il modulo di elasticità del tuateriale di cuti è costituita

la trave e ~I il momento d’inerzia (supposto co5t~mte) di una

(2) G. IiEtar~L : dei melx,i elastici cosidetli « e stce

Noto I e Il, Rend. Aco. Naz. dei Lincei, Serie VIII, Vol. Il,
( 19I7). 

,

(3) Un’ altra li it~úrenza fra la trattazione di l(uALL e la presente e che

I(uALL considera il carico as5iale variabile solo con 1’ ascissa del punto, qui
invece lo si considera variabile anche col tempo.

(4) Ci si iutende riferire a un sistema di coordinate cartesiane avente

origine in un estremo della trave e l’asse x orientato verso l’ altro estremo.

(e) Si veda ad es. O. il ELLUZZI: delle I.

Cap. XIII. Bolog’na, Zanichelli (1950).
í ~ *
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sezione rispetto aitasse neutro; riputasi introdotta per gli estrCl111
della trave impone inoltre (~e) le condizioni al contorno

~11 noto inultre che detta G (.~;, ¿) (6) la funzione d  

relativ~, al roblema ul contnrm cu~tituitu clull’ ec ·’ 
= 0relativa al pruble~na a! 1 contorno costituito 

cl ~;z

e dalle (3), il problema al contorno (2) e ~ ;3) si riconduce al-

l’equazione integrale

che ha una ed una sola soluzione non identicamente nulla (deter-
I)

~1~inata a meno di una costante moltiplicativa) se e ~u~n ù

autovalorc del nucleu G (.x, ~) p (~) .
In ba5e ad un noto teorema (7) tale nucleo ha auto valori

manieri o uguali degli autovalori (li () (.1’, ~) , quindi è esclusa

l’ esistenza di autovalori per 
.

(~) Tale G (x, data dalle formule

risulta semhre  1 e, considerata quale "nucleo di i U~t’ C(1 uazio~~p inte-

grale, ha per autovalori i numeri -~2- (~t = 1,2 ...).

(7) F. Tl{~CO~lI: di/j‘é~~c~ax.icclL, Cap III. § ~, Torino, Einaudi

í 1 ~J-I~) .
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3. - Caso ereditario. - Ammettiamo ora che sulla 

oltre a! carico assiale P, agisca un trasvP~salc ripartito
e che o~~tra~nbi risultino variabili col ten~pO abbastanza lenta-

mente in modo da poter trascurare fenomeni dinan~i~i. Il carico

assiale sia rappresentato dalla funzione ~ ~.a’ ~ 1) continua e posi-
tiva che potremo scrivere a 11 c h e sotto la1 forma ~~ j7 ( C ~ t) s dove
supporremo che P (avente qui il significato di massimo valore

per ogni .r e ogni t considerati) soddisfi la (4) . Il carico tra-

sB~ersale. in assenza di altre forze, deter~~~iui, ~11’ istallte t e nel

punto di ascissa .~’ della trave, il momento flettente 

essendo t j una funzione continua assegnata con le ovvie

condizioni (0 , t) - ,1[, (/ , t) -= 0.

Supposto die non siano trascurabili i fenomeni 

seguendo le idee di B (8) valuteremo il ricordo~ che il

materiale conserva antistante 1 nel punto di ascissa .7 - della

esp~ieata dal momento flettente ( in ÌtIÌÌ’&#x3E; 1’ iuter-

vallo U - t . mediante il funzionale

che sta a indicare uu Hll~nel’U reale il quale- per ogni .~ , con

0~.~/, dipende, secondo mia legge assegnata, dacché
supporremo compreso f’11 O e 1 (°) , o dai valori che la funzione

I) (~B !) A~ (.~’. r) + (~x; , r), supposta continua e perciò L i ~ n i ta ta ,
as~un~c per t variabile nell’intervallo chiuso o ~ . Le condizioni

da imporre a tale funzionale saranno esposte al numero seguente.
L’equazione della linea elastica è allora 

(’) V. VoLT~KEt~ : Gauthicr-Vi iars,
Parici 

(9) Tale ipotesi non e rcbtritttva in quanto 1’ muta di do! tu111p0
può essere scelta anntrarmmentc 

j ’0) Si applica cioè la === O dove con .ll ;i indica
AJ

il c0l11plesso datu, iiJl puuto di ascissa .~, dal 1110111eI1tU ileltente 

stente all’ i&#x3E;tante t e ùal~ apporto dovuto all’az~one precedente. Per 

pl~ei là si cong oba poi il L fattore 1 nel funzionale.
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a cui per ogni 0 £ là l si devono aggiungere le condizioni
agli e~tremi ¡

Al11Il1ettlat170 di conoscere una soluzione della (5) soddisfa-

cente le (6); sostituendola nel funzionale B al posto della fuii-

z~one incognita si può nella (5) considerare tale funzionale quale
funzione nota : servendosi allora della funzione G (.~ , ~) prece-
dentemente introdotta si ottiene che la soluzione in questione è
soluzione anche dell’ equazione funzionale

Viceversa ogni soluzione della (7) necessariamente soddisfa

le (6) essendo

ed ò soluzione anche della (5) come immediatamente si verifica.

Se si considera l’ereditarietà di tipo lineare il fuuziutiale 13

ha la forma particolare
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dove ~&#x3E; (t, t~ ò il nucleo creditario relativo al dato problema;
in tale caso la l ~ ) si identifica con Inequazione trovata da KKALL
al riguardo (11) ,

4. Condizioni sul funzionale 13. - Allo scopo di provare

che, ~n base ai risultati ottenuti nel lavoro citato nella nota (1),
la (7) ammette una ed una sola soluzione, supporremo che il

~unzionale B soddisfi le seguenti condizioni :

I). - Ad ogni intero positivo n si possa far corrispondere
un numero tale che, se ~ (~, i) è una funzione continua ed

in modulo con U C i C l C l, ~ ~ ~ ~ l, si abbia per

ogni ~ e per ogni )

H). - Per ogni intero positivo ii, scelto un e &#x3E; 0 arbitrario,
gli si possa associare un p~ &#x3E; O tale che ogni 0 ~ ti  1

e per ogni O  i cmn t2 - tl C e per ogni funzione p (ç, t)
continua e in per 0 C i C t~, 0 ~~ ~ C l valga la

relazione

( 1 ~ ) Si noti infatti che detta (7 (x , ~ ) la funzione di GREEN usata

da ÌiRIÀLL, essa è legata alla Cr (~x, ~ ) qui introdotta dalla relazione

l’esattezza poi KRALL si occupa dell’equazione
ò~g&#x26; A t7 

r

a cui Per av ere invece inequazione t), nel primo inte-
ax

,lr~ile della (7) di KRALL bi 
1) 

e si integri due1 

a g2
volte per parti, si integri poi por parti il secondo integrale della (7) che
coi nostri simboli diventa

e si aggmngaao infine i termini dovuti a ’ ereditarietà lineare.



292

ylll i intero positivo scelto un $~&#x3E;0 arbi-

gl i si possa far corrispondere un ta c che, per

ogni 0 ~- ~ ~- l, 0~~~/ 1 e per ugni eoppia di f1111Z1t)Ill ~.~ ~ (~r)
e ~2 (~, t), continue ed i l ~nudulo per 0 £ i  1 , &#x3E; -U r i ,
ed ivi soddisfacenti la condizione che sia ’ ’f2 ~,T)2013 P~ (~, t) 1 t1r~’
risulti

IV). - Esiste un numero tale che per ogl1 i 0  i $ 1 ,
0~~1, pcr ogni io por ogni coppia (ii f~ilIlZ1O111

~’(~T) C ’.v" ~~, ~C) l’lH~til~ue e perciò limitate (CUIl 0  r ~ 1j sia

(2

dove L rappresenta il massimo valore di -

’ 

’! J 
’ ’

- ~r’ (~, t) 
È ~aeile veriticare che tali condiziot  s&#x3E;ii&#x3E; soddisfatte qnmido

il t’ul»iollvle ~3 ha ~ espressione (8) (12) .

(12) Indichiamo a tale scopo il nH~~si1110 modulo della funzione

~~ allora venf cata prendendo

La (C~) ò ~~~~~uediata continuità rispetto a t della

funzione espressa dalla 1 8) .
Per verilicarc su (8) la (C;j) basta, prendere prr ogni

valore di n

Per ottenere infine la (C4) basta prendere ~.~ 2013 ~ .
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5. - Condizioni sul funzionale ~1. - Si osservi i ora 

~ equazione (7) si far 1’letltl’~‘lre iiell’rjiiazioiit» (1) aggiun-
gendo e tn~liri&#x3E;11 a secondo membro il termine (not/))

ponendo

p
~ ili base è Ct’l’t4ttllf Iltt’ l ol  (li l~)

E.I

e assumendo come oaso partieoiarc dei funzionaie A 

Occorre ora far vedere rhe il caso particolare ~i A espresso
da !t» soddisfa condizioni sufficienti affinchè (1) ammetta una ed
una sola soluzione per 0~:.T~/, o ::::-:: 1 -:----- 1 . Per comodità

riportiamo dal lavoro citato in (~) tali condizioni : 1

1’). - Ad ogni  numero intero positivo /~ si possa far

un numero tale che, Re ’~(~r~ ~ una iunzione
cot tinua ed in modulo si abbia per ogni 
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II’ ). - Per ogni intero positivo scelto arbi-

trario, gli si possa associare un tale che per ogni funzione
1¡ (ç, t) continua ed in ~nod ulo per 0  i  1 , valga

per ogni  1 ~ Xl e x2 ~n 0- Í - t~  

111’). - Per ogni intero positivo scelto 
trnrio, gl  si possa associare 1111 a»~ &#x3E; ~ tale che per cop-

pia x, t con 0.7’~, 0~1, e per i&#x3E;,ziii i coppia di f~~ n z i () Il i

l~l t5, ’L) .~2 (;, ~:) continue e1 i~~ modulo  ~)7 per ~ ~ ~ ~ t ,
t ed ivi soddisfacenti alla che sempre

~’~~ (~, ~) --- y (;, t) reniti i

~v’). -- Esiste un numero 1’tI’ talc che per ogni l

e 0/1 e per ogni Io di 0- t e per yoi coppia di funzioni

e ~" (~ , T) oontinne e perciò li mitate per ~0  ~ ~ t ,’

dove max rapprpsenta il n~~ssi~no valore ’.,/’ (~~ t) -
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6. - ~’erifica delle condizioni suff~cienti per 1’ unicità e

1’ esistenza della soluzione. - Per veriScarc che (~)) soddisfa le

condizioni preredenti ~JOIl1~1110, per brevità,

si osservi poi che in base alla condizione ~v esiste un tale

che

Per non appesantire le forn~ule ammettiamo che 1

(e di conseguenza ~’ (x,~)  1) (13) . Supposto (~, ~) ~  rjr,
per 0~/, 0  T  l  1, si h~ por la (9)!ava utazione

e quindi ~T~le la (O;) con - 

Indicando brevemente con i il primo membro

della (6*2)) si ha nel nostro 

(~, T) ~  detto llo il ~1U1SRin1o Inoc1ulo c~l i (T, t),
si può scegliere un intero 7l h 1’ 1/1 + ITO : arbitrio

nn ! &#x3E; 0, al nU~l1ero n ~orrjsponde il p,, della (’ondizione il, clie

( 1~ ) L’ i potesi del resto noti è restritti va, potofidox  ucegliere o~J~)Ql’tu-
namente 1’ unità di ~njsura delle lunghezze. -



296

potremo ~lltJl)1~1’1’~ 1110~t1’e talc che, ogni coppia p 

, X 2 - .r l ia 

che ~»1~ lu funzione 

ù a ~ L a (~ O) allora. si i ricava 

valida per qualunque 
die (H) soddisfa lii ((’~ ) .

Preso infatti i mi i ) 

sia ~ i 1 i i II base al lii ÌM’. Data 1 ntia B

sia

cretto l! llil intero ~ 

condizione III 

·

lndieand~) alll’~’ll ,’Oli ,[ (.ij~» - .i (~q ) il priu~u 
·

e i  l)lt?lll~~~’l1 per ((}~1B risulta =.

(H) Intatti i l~ Ìg , z) ~j _ (g. z) - 1’ g , z) .n j (i , ;) E
·
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Infine affinchè (9) verifichi (C~) basta prendere N’ P :

indicando infatti con ¡ ~1" A’ I il primo membro della (C~) si

osservi i che e

e il secondo membro per {C4 ~ ~ minore o uguale di

Resta cos  provato che la (7) rientra nella ( 1 ) , sotto tutte le
condizioni sufficienti per assicurare 1’ esistenza e ~ unicità della

soluzione (continua) per ogni 0~,01. Da quanto si

è detto precedentemente consegue che tale proprietà è assicurata

anche per la (5) considerata unitamente alle (6).
P

Si noti in particolare che per () , i) 1 0 , non vieue
Aj

a coiocidere con un autovalore del nucleo G (x, ~ ) ~ (~ , t) , la

soluzione della (7) risulta -q (Z, t) - 0 : 1 ne segue ctie la (4) è

condizione sufficiente per escludere casi di instabilità.

7. - Osservazione. - La (1) nel caso trattato prende la

forma

Ora la (12) si può rendere più semplice se si conosce il

11 II c L eo risolvente di i K (.1,’, ~ , t) . Detto 1’ (x, ~ , i ; À) tale mcleo,

19
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considerando B* come funzione nota, dalla (12) si può ricavare

1’ equazione equivalente

Servendosi poi della nota relazione

J o

la (13) si riconduce infiiie all’ equazione

che, rispetto alla (12), rappresenta nu progresso.


