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SULLE DEFORMAZIONI ELASTICHE DI UN INVO-

LUCRO OMOGENEO SOGGETTO A PRESSIONE O

TRAZIONE

(*) di GIUSEPPE GRIOLI (a Padora).

3lostrerò come niediante l’ applicazione di proprietà di lledia
possano ottenersi in fO~~n:~ semplice ed elefante indicazioni sulle

deformazioni i di i un corpo eiastico omogeneo avente utl~l cavita e

soggetto a pressioni o trazioni uniformi sui suoi due contorni.

Sotto la sola ipotesi che F energia potenziale elastica sia

espressa da una forma Cl l1adratica a coefficienti costmnti nelle

caratteristiche di tensione - qualutldtle sia la natura del ~nate-

riale, anche an isotropo - si possono stabilire delle limitazioni i

per le variazioni dei volumi racchiusi dai due contorni del

corpo (1) .
Da esse risulta tra l’ altro che se le sollecitazioni agenti sui

due contorni che deli~nitano il corpo soddisfano a certe condi-

zioni si può decidere se i volumi da essi racchiusi si contrag-
gono o si dilatano indipendentemente dalla natura del 111a.te1’lale di

cui è costituito il corpo.
Nel caso di un corpo con più cavità può stabilirsi un~ ana-

o 

loga limitazione per la variazione del volume racchiuso da uno

dei contorni che lo delimitano purchè le sollecitazioni agenti
sugli altri abbiano tutte uguali intensità [o in particolare siano

(-!:) Pervenuta in Redazione il 6 iiiaizo 19~)1.

(1) Limitazioni analoghe possono stabilirsi ;1~H.he per i coen cienti di i

dilatazione lineare.
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1. - Coordinate astatiehe ed iperastatiche della solleci ~

tazione esterna. - Indico con i contorni esterno ed interno

di U~l corpo, 0, avente una cavità e con le pressioni o

tiazioiii costanti ageiiti su con la convenzione (11 ritenere

hositi~ e se trattasi di pressioni, negative nel caso opposto.
Siano illoltre : i i volumi racchiusi (~a a~;

Z’,; _-__ (G , ,r~ , x3 ) la terna ccntraie (i’ inerzia del volume

occupato dal corpo ; x,’. , .r~,’.’ le coordinate rispetto a Tc, dei bari-

centri di l",; 3 u’ T ~l,’_’ i coseni direttori rispetto a 1’0 delle

normali a Ûi I’1~’oltE’ verso l’ interno di C.

Indicando con C aoclle il volume del corpo, le coordi-

nate astatiche ed iperastatiehe della sollecitazione esterna sono

espresse da

Da ( 1 ) segue ;ubito

Posto
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e tenuto coutu della relazione

da (3) si deduce

2. - Adattamento di 1111~ disuguaglianza d  Schwarz
al Caso dell’involncro. - Dette ~, !e caratteristiche di tensione,
,i ponga

5e le costanti //~~(/’,.s==l,2...~ (3), denotano i 

ficiciiti (~1 una (~11M1111(~tle torma quadratica iii 

dennita o almeno scnndennita, si ha, cotn’ò 

La (10), tenuto antodi (2) , (6), (7), diviene

(~) A. chi 

nui, Anna!! della Scuola I101’~Jlalc Sprie 11, vol. 11, 
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Se gli oa,.~ sono coeflicienti di una forma cluaclratic;a definita

positiva ne1!a (11) vale il segno di eguaglianza allora e soltanto

allora che le sono funzioni lineari c1pl1r eoerdillate (~) .
Non sarebbe pero difficile riconoscere che non possono aversi

soluzioni Hneari per le A’~.
Si conclude che se gli I~7r’ sono coeH cienti di una forn a

quadratica definita positiva nella (11) ~~ale il R~g-no di egua~ ianza
allora e soltanto allora che sia pe = pi = p nel quali cago, con1’ è
noto, risulta X, = X2 == ~B3 -- p &#x3E; e X4 = ..LY5 = X6 = O .

Dalla (~ t) , ponendo uguali a zero tutti gli ~)2,.j tranne uno

dei tre (1’ --- 1 , 2 , 3) si deduce, in modo evidente, una

limitazione inferiore pei il 1 massimo del modulo di ~~’,. , (i-=1, 2,
In particolare, se ay = 0 , si ottielle

ove vaie il segno di eguaglianza quando e soltanto quando è
I’t = 0 [il che implica .1’;. - 0 , (r = 1 , 2 , ~’))

Si riconosce cos  che la presenza di una cavita  pruvoca nel

corpo uno stato tensionale con Uil massimo di i j~r ~ ~ , ( 1 ---- 1 ~ 2, 3),
superiore al valore ! che a 1X,.! compete in aR~e~lza di cavita.

3. - Limitazioni per le variazioni dei volumi racchini

dai due contorni che delimitano C. - Supposto C omogeneo si

identitichino gli con i CoePficierlti, della forn~a quadra-
t~ea elle ~~,. esprime il doppio deiP energia potenziale
el~i5tic~;i.

Il primo iiienibro ni i (~ l) risulta per il I teorema ti i

uguale al lavoro della sollecitaziulle e8terna.

(3) V. loco cit. iu (9) .. _
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Posto

e dette 0 r’f!’ á ~’2 le variazioni dei vol umi JTi’ da ( 11 ) segue,
pertanto

ove si è escluso il soglio cli eguaglianza corrispondente al caso

banale I)r 2013 ~ . 
-0

I)pttr ;rs le caratteristiche di e 

la legge di lÌ00KFl implica

Da (16) ,i deduce che la variazione cli volume dell’involucro

è espresso (la

l’oich l i valori ~nedi delle caratteristiche cli i tensione coinci-

dono (4) con le c~ool’dinate astaiiclir da (2),
(7,1), ( 1 a,1 ) , ~ (17) srgue

( ;) V. loco citato in (2).
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Da ( 14) , (18) si deduce

con l’avvertenza di ritenere validi i segni &#x3E; o C a seconda clie
sia positiva oppure negativa,.

Sulle (19) si riconosce :

~) se i dne secondi i Inc~l1bri di i (19) SO110 IIC-

gativi e i due volun~i V~ , V, decresrono di ~nantità Slll)erlol’1 ai
~l~odnli dei secondi rnembri delle (19) , qualunque sia la natura

del ~1l~~tel’lale omogeneo (~1 cui è costituito il corpo, quando la

sollecitazione agente su ai ha il carattere di pressione o È, nulla

~l~t ~ 0~ , con1e pure qt atldo, essendo la differenza

fi 2013 /~ soddisfi alla disuguaglianza

IJ) Se i due secondi membri di (19) riescono

positivi e ~ , V, crescono qualunque sia il rnateriale se la sol-
leeita~ione agente Sll c3,, ha il carattere di trazione o è nulla

U). ---- 0] o se, essendo ~ue &#x3E; 0 risulta

Nei casi diversi cla quelli considerati in n) e h) , supposto
h &#x3E; 0 , può decideI’Ri le~Ja dilatazione o contrazione dp~ vo]u~l~i

I’i solo in dipendenza della natura del ~uateria]e.

( 19) ~no~trano, ad es., chè se ~y - p, &#x3E; 0 ren 1), &#x3E; 0 i

due secondi ineii&#x3E;b1-i riescono positivi anche quando nun Ô 

sfatta la (21) ptirchè sia (5)

(:J) Si tonga presente che per
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Io tal caso i volumi racchiusi da i, crescono ambedue

con accrescimenti superiori ai valori dei secondi Inen1bl’i (li i (19).

(ò) Si può ~iclle aggiungere che &#x3E; 0 e 
secondo membro c1i (19,2) è supposto 13 &#x3E; 0 , anche se
non è yp.rifienta la (22) purchè risulti (6)

lo tale caso le (19) mostrano soltanto che il volume della

cavità cresce e il secondo membro di (19,2) dal una limitazione

inferiore al suo a(’CreSri~nento. 

4 - Caso (li un corpo con più cavità. - Se C ha più (’a-

vita di volumi r"2".. Vn la disuguaglianza ( 11 ) si g’~IlCl’a-
lizza facilmente e diviene

uve le ;r~~), (r = 1, 2, 3 ; v - 1, 2 ... , i ), sono le coordinate del

baricentro di 1’,, .
In particolare, supposto 1),, = 0 (v = 1, 2 ... , t ), la (12) si

mantiene ~-alicl~, purchè si interpreti 1’; somma dei yohuni

di tutte le cavità.

Invece il procedimento esposto non evidentemente for-

nire limitazioni per le variazioni dei volumi racchiusi dai vari

(6) V. nota (5).
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contorni. eccezione il caso che le pressioni o trazioni agenti
sui culltul’Ili di C siano tutte uguali meno una, come accade,
cui es., iiell’ ipotesi che solo uno dei contorni sia sollecitato.

È facile cunstatare che i~~ tal caso dalla (24) si deduce una

limitazione per la variazione del volule racchiuso dal contorno

sollecitato in modo diverso dagli altri.
In particolare se le sollecitazioni agenti sui contorni delle

cavità, pur esseiido [diverse da quella ~presente sul contorno,
ester~lo, sono tutte uguale si riconosce facilmente che la disu-

guaglianza (14) mantiene la sua validità purchè si interpreti 
come somma dei volumi di tutte le cavità, A variazione

di r, e ~t in(liclli la Co~~~une pressione agente sui contorni delle

singole cavità. Anche la (18) si mantiene valida. Ne segue che

la (1~1) dà una limitazione per la variazione del volume rac-

chiuso dal contorno esterno del corpo.
Si deduce che Ve decresce certamente qualunque sia il

numero delle cavità verificano la mentre

cresce se è ,soddisfatta la condizione b) O se, essendo 0 ,

è verificata la (22).


