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SULLE ESTREMANTI DEI POLINOMIALI
NELLA SFERA DI HILBERT

Memoria (¥) di Exrico Masexks (¢ Padova).

Siano A un insieme di misura finita o infinita dello spazio
euclideo S, a p dimensioni, /() una tunzione reale di quadratc
sommabile in A, K, (§;. bty ..., ) 7= 1,2 .0 n) fissate fun-
zioni reali di quadrate .ommabile rispettivamente negli insiemi
(degli spazi euclidei S, a p¢ dimensioni) 47— 4 X X ...
...><4;1-(i=l,'2,...,n). l ’

Il funzionale

1) Pm=ZRm

con P, (f) =/K,-(tl, tyy.oor 8) [1E) Fbg) .. [(1) by ddty. ... dlL,
A

risulta definito nell’insieme I' delle tunzioni reali f(/ di qua-
drato sommabile in 4 e si dice polinomiule di grado n, se K,
non & quasi-ovungque nullo in A™.

E noto che, se consideriamo un sistema di funzioni }¢,(¢)!
(s=1,2,,...) ortonormale e completo in .1 (per 1"approssima-
zione lineare in media), possiamo rappresentare f({f) mediante le
sue coordinate di Fovrier rispetto al sistema | g, (f).:

f(t)zgxssz(t) gy dtys —1,2,....
A

¢

(*) Pervenuta in Redazione il 5 agosto 1950.
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e K,(¢,...,t) mediante le sue coordinate di Fotrier rispetto al
sistema |, (£1) - %5, (¢a) - - #a (fi 0 ortonorinale e eompleto
in AM:

K: (tla- <y t() =) Q) sy, =
= | Ki(tyy- . t) o (6) oonp (1) by db sy, 8= l,‘2,...£

A

eosicche risulta :
w

(2) Pt (/) = Z ... s -Txl.....l“i.

Sy dy =

E pure noto (si vedano i mn. 62. 127, 134 delle Lesioni di
Analisi Fuwnsionale  Roma, 1947 - del Prof. M. Picoar) che
con fa metrica di Fricuer 1) Ja sfera di Huwserr 'y di raggio

5, cioe I insieme delle funzioni f(f) di ' per cui e
j f2(t) dt < @2, & un insicme chiuso ¢ compatto ¢ che in F,

iAl funzionale P(f) & uniformemente continuo, sicche ammette ivi
un massimo ¢ un minimo.

Da un recente teorema di G. Ficnera (2), sui funzionali con-
tinui con la metrica di Frecaer, risulta il fatto notevole che
questo massimo e questo minimo sono anche rispetlivamente
ostremo superiore ed estremo inferiore di P(f) sulla fronticra
Fr, di I';, ciod sull’insieme delle f(f) di ' per cui

[;2«,)(1;:52.

4
Un problema interessante, sopratutto per le sue relazioni
con le cquazioni integrali lincari e non lineari (sul quale ha at-

(1) La distanza di due funzionidi T, f={r | ¢ f* =z ¥ & defimta come
® | .
somma della seric § L 1% % l——.
smq ST L+ [z, - a*

(%) Sui funsionali continui con lu metrica di Fréchet [Rend. Ace.
Lincei (8) - vol. II - 1947 - pp. 174 177].
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tirato la mia attenzione lo stesso Prof. Fichera) & quello di stu
diare 1" uhicasione delle estremanti di P(f) in I’y ¢ in particolare
di determinare in qualy casi gli estremi sono assunti su F1'y.

Il caso del polinomiale quadratico (rn = 2) ¢ ormai stato
studiato in modo esauriente e definitivo con i lavori di M. Picoxe
e L. Toxenrt del 1939 e di . Ficuera del 1942 (8); da essi, e in
particolare da quello di Frcarra, risulta tra 1 altro che wuna
almeno delle estremanti é certamente sempre su F1's; questo
risultato vale anche per i polinomiali omogener di grado »n qua-
lunque, cio¢ del tipo P(f) = P,(f) &).

Si tratta ora di studiare il problema dell’ wbicarione delle
estremanti in I'y in generale per un qualsiasi polimoniale. Ed &
di esso che mi occupo brevemente in questo lavoro.

Mi sembra opportuno osservare anzitutto che si pud dare
una risposta negativa alla domanda se wna almeno_delle estre-
manti  sia  sempre  su F L'y in realtd le estremanti possono
anche essere futte interne.

Costruiamo all’uopo il seguente esempio. Si consideri nclla
‘sfera I'y il polinomiale P (f) = P, (f} + Pi(f) + P5(f) dove

2 £

£y X £yt
Pl(/):_‘l/‘l» Pa(/)=a,‘f—|- ‘222"“' ----+‘1‘)—s+....
N s 23t
}’5(’)__7_-'55——_ eTRiE R

Le serie scritte rappresentano effettivamente dei polinomiali,
S8 Ly, Z,.... Siointerpretano come coordinate di Forrier di una
fanzione di quadrato sommabile in A rispetto al sistema |5, (f)!,

(3) M. Picone: Sopra un problema di Culcolo funsionale [Rend. Acc.
Lo o) - volo XXIX - 1939 - pp. 165-159]; L. Toneuui: Sw aleuni fun-
zéonali [Ann. Mat. pura e appl. (4) - t. XIIL - 1939 - pp. 1-21]; G. FicHera :
Sull’ ubicaxione e I unicita delle estremanti del polinomiale quadratico
nella sfera di Hilbert [Pubbl. Ist. Naz. Appl. Calcolo, n. 160 - 1944].

(Y Ved. M. Picone: Lexionti..... n. 139.
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L= o0
. . . a - 2
mn qnanto sono convergenti le serie le,, Z 8 5o 854
1%2°3
s=1 Sy Sp.83=1

Z azlm s dei quadrati dei coefficienti, che possono dun-
Spsens Sg5-1 ?
que interpretarsi come coefficienti di Fourier di 3 funzioni
Ky 'ty Kg(ty, by, tg), Ks(t,,...,ts) rispetto ai sistemi |, (t;)],
PP (81) - Pay(£2) - Pg(ta) Lo (L) ... (pss(ts);. Possiamo eviden-
temente scrivere anche

[ 22 2 2
- 3 2 3 - s_ —
P(f) = (i ~11)l1—*;2“? 5 - =
3
= (1} —2) Q(xg,..., 1, ..)
dove Q (rg,..., x,,...) ¢ una tunzione delle coordinate wx,,.. .,
&gy di f(E), la quale, poiche r , .ry,.., 2. sono in I} sog-
w0
gette alla limitazione fog 1, risulta in ['; compresa tra
s=1

—; el;edd Q(g,...,x,....)=1so0losex, =0 (s=23...).

Risulta dunque in I';:

V<P(f) = ai—u s€ — 1 <]z, <0
B —n = P <0 , 0<z<1
P(fy=0 » z=0,1,—1

Si verifica allora immediatamente che il massimo di P(y)
in Iy @ assunto solamente sulla funzione di coordinate

2, =0 (s=2,3,....) e il minimo solamente

3,..) e

. . . 1
sulla fanzione di coordinate 2} = —, r, =0 (s=2,
V

queste funzioni sono evidentemente interne a [';, avendo norma
. 1
integrale uguale a 3

3
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Nei prossimi numeri attraverso diverse cousiderazioni di
carattere diretto ed indiretto, daro, come risultato di un primo
studio, alcune condizioni sufficienti perche gli estremi di P (/)
siano assunti su FI'y e ne fard poi applicazivne alle cquazioni
integrali non lineari. 1 risultati non danno certo una sistema-
zione esauriente del problema, come & gia stato fatto per il po-
linomiale quadraticu, il cui studio ha potuto tra [ altro giovarsi
della teoria delle equazioni integrali lineari a nuclev simmetrico:
ma se si pensa il polinomiale come polinomio in infinite varia-
bili e lo si confronta con i polinomi in un numero tinito di va-
riabili, si capisce come nel passaggio du 1 = 2 a 20 >2 la dif-
ficolta e la varieta dei casi aumentino notevolmente si da rendere
assai complessa e problematica una esauriente sistemazione (°).

1. - Un ecriterio generale; il caso dei nuclei elementari. —
Trorems I. - Sia 1. {(t)) (r=1,2,...) wnsistema di fun-
, il quale non 8ia com-
pleto in A (per U approssimasione lineare in media delle
funxioni di Y); allora, se risulla ()

xiont di quadrato sommabile (n A

Killyos ) = D" ey (8) b (1) (0= 1000, )
Fleeea Fg = 1

b
di P(f) in L'y sono assunti su FT;

S essendo cocfficienti costanti, il massimo e il minimo

(3) A proposito dell"analogia dei polinomiali con i polinumi in un nu-
mero finito di variabili, & opportun) pero osservare che occorre andar cauti.
in quanto il passaggio «dal finito all’ infinito - puo presentare fatti non im-
mediatamente intuibili (v. 1l gia citato risultato di Ficuera sull’ estremo
superiore o inferiore di P (f)in I Ly e I’ osservazione finale di pag. 159 del
lavoro di M. PiconE citato in (3)).

(5) 11 simbslo == significa, ora e nel seguito, uguaglianza nella metrica
di Hmserr e quindi, in questo caso, convergenza in media della serie a
secondo membro verso K,.
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Infatti, per un noto teorema, possiamo scrivere:

3) PAf)= Y. by / By (0o b (1) F(0)ee (L) byt ==

I

S j £y (1)1 j P10 b, (L .

Fpeeorp -1
Siaoora fy (F) una massimante di I(f) in I'y e si supponga
che essa sia interna a Iy l‘iof’j [i(de <82, Poiche il si-

stema ) g, (/)| non & completo, esisterd una funzione f*(0) di I
a norma integrale non nulla, che <ia ortogonale a tatte le ¢, (f).

Se =i tengono presenti le (3) «i ha allora che per ogni va-
lore reale della costante ¢ risulta

Plfy+ qf* = I(fp)

D’ altra parte &

/if; (0 0 /= OF dt = [ Fndt £ 2q o=@ de gt [0 a

1" 1 N e

e poiche /f’"'-f(l)dl & > 0. si potrd sempre trovare un valore ¢

i

per cui si:\j LoD+ qf* (62 dt = 375 sieche il massimo & as-
sunto anche su 1%y . Analogamente per il minimo.

OsskrvazioNe Lz Siosservi che la dimostrazione data per-
mette in sostanza di dire che, nelle ipotesi poste, P (f) assume
su FLUy ogni ralore che assume in Ty,

CoroLrario : Le ipotesi del teorema I sono soddisfatte se @
nuclel! K; sono elementari, rioé del tipn

K(tp ty oty = Y HO (8 H) . () (i=1 ..., n).
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Infatti le HO.(¢) (¢=1,....n5 r=1,...,7; j=1,...,9)
formano un sistema non completo in A, essendo in numero
finito.

Vedremo successivamente in quali casi si possa assicurare
per i nuclei elementari che le estremanti sono soltanto su FI';.

Osservazionk II.: Si osservi che il corollario ora enunciato
permetterebbe facilmente, mediante un evidente ragionamento di
approssimazione dei nuclei, di riottenere per altra via, relativa-
mente ai polinomiali qualunque, il teorema di G. Ficeera citato
nell’introduzione (I’ estremo superiore e inferiore di P(f) su
FT'y coincidono col massimo e il minimo di P(f) in I'y).

Il ragionamento ora fatto ci permette di arrivare a un altro
risultato abbastanza significativo.

Trorema II. - S¢ supponga che i nuclei K; per ¢ =1, 3,
4,..., m soddisfino ancora all’ipotesi del teorema I, mentre il
nucleo K, sia simmetrico () e definito positivo [negativo];
allora il massimo [minimo] di P (f) in I'y ¢é assunto su FFI,
e solo su FTIy.

Infatti f,(¢) e f*(¢) abbiano lo stesso significato di prima.
Risulta ora

P(fy+q/* =P fs) — f K, (1 ) £ (L) fo(lg) dt, i, +

Al2)

+ [Kz (ti ta) [folt) + g /* ()] [fo (f) + ‘I/i* ()] dtydty =

Al

= D) + 2 [ Kt 1) fo L) £ 1) dt, dty -+

A

T f Ko (ty b) £ (03) () dty dt, |
A@)

(7) 1 sapporre in generale i nuclei simmetrici non toglie generaliti ul
problema (Ved. Picone: Lexdont . . ... n. 130).
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”

e allora, essendo | Ky(f . ) [*(t) [*() dt;dt, >0, se ¢ &
) 1 2 1 2 1 2z

(@

sufficientemente piccoio ¢ di segno opportuno si ottiene

Plpt g/ >Ptly o [ Uoll)+ g0 di=2.

1

Sieches ¢ assurdo supporre f; (¢) interno a I';; analogamente
per il caso che K, sia definito negativo.

Osservaziost 1II: Si osservi che nel caso particolare che i
K, (:=1,3,4,...,n) siano elementari si pud sostituire all’ ipo-
tesi che K, sia definito positivo [negativo] quella che sia sem/-
definitn positivo [negative] ; ma allora non si esclude che il
massimo [minimo] sia assunto anche all’interno di I'y. Infatti in
yuesto caso si puo imporre alla f*(¢) 'ulteriore condizione di
essere ortogonale anche a fy (/) : allora risulta

[thtr +arr@rar= [ rwase [ e

A A

ed & quindi possibile trovare un valore di ¢, di segno oppor-
tuno, tale che sia

Pifo+q/*) = Py [PUo 4 g/ = Pilu]

e /[/;,(t) + qf* () dt = &,

2. - Nuove condizioni sufficienti. — Mediante un diverso

tipo di considerazioni dirette ¢ possibile arrivare a nuovi risul-
tati, Dimostriamo anzitutto il seguente

Lissta: Se [y () ¢ wuna estremante per P(f) in 1z ¢ ve-
rifica la

R
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n
(4) 2.7 Pilfy) %0
=1
allora fy(t) st trova su FT'y.
Infatti sia ad es. fy (¢ massimante di L', e supponiamo per
0 e Pl !
assurdo che sia interna a I';: per la (4), il polinomio nella va-
riabile ¢

1) =Y Pi(fo) ¢

i=1

ha derivata prima + 0 per ¢ = 1, sicché, per ¢ sutficientemente

”

vicino a 1 ¢ >1 o <1 a seconda del segno di Zi P (fo)

. i=1

1e)= Plcfo) >1(1) = P(fy) .

sara

Ma per ¢ sufficientemente vicino a 1, ef, (f) appartiene an-
cora a I'y, sicché & assurdo supporre fy(¢) interna a I',.
Osskrvazioxk : Si osservi che in sostanza il ragionamento si
basa sul fatto che y(¢) & nel punto ¢ -- | crescente o decre-
scente, sicché la (4) pud essere sostituita appunto con I'ipotesi
pilt generale che (c) sia per ¢ =1 crescente o decrescente.
Segue dal lemma precedente il

Trorema IIL. : Supponiamo che si possa scomporre U’ insieme
A in due famiglie disqgiunte di sottoinsiemi a due a due di-
sginnti, YA.l e JA_|, in modo che quasi dappertutto mnella
porxtone di A ottenuta come prodotto topologico di un numero
{ di sotloinsiemi appartenenti alle famiglie A | e [A_!,
K, (tyy..-, ) =1,...,n) sia =0 oppure < 0 secondo che
tt nwmero degli A_ che concorrono nel detto prodotto topologico
¢ pari (8) o dispari; supponiamo inoltre che uno almeno dei K;
non sia =0 in A¥; allora i@l massimo di P(f) in L'y é as-
sunto su FI'y e solo su Fl'y.

(8) Intenderemo pari anche lo zero.
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Infatti si usservi che a ogni funzione f(#) di I' si puo asso-
ciare la funzione f*(¢) definita come segue

)= 1/@)| sugli insiemi 4,
() =—|ft)! » » A_.

Per le ipotesi fatte sui A, risulta quasi-dappertutto in A™

5) Kitty,..., L) ¥ty ... [*@{)y=0

K@y, .., ) ). .. [ t) = Ki(ty,..., 8) F(t)... - (1)
(i=1,....,n),

sicche & P(f*) = P{f). Sia allora f3(©) una massimante di P (f)
in I's: anche la funzione associata f¥(f) ¢ massimante e per
le (3). in virta anche del fatto che uno almeno dei K, non
¢ = 0, risulta verificata su di essa la (4); pereid f5 () ap-
partiene a FIy: ma allora vi appartiene anche fy (4, poichd

[ fﬁ(t)dr=] e at .
i 4

Si osservi, come esempio notevole. che le ipotesi sul segno
dei K, sono certo verificate se risulta

K:U],uﬂ:h) = ic(tl)""cp(ti) Hiitli"'atl) <[.= 1 ryrtey 7?).

dove 7 (f) & una funzione definita in A e le H, sono funzioni
definite e non negative in 4.

Il teorema III si enuncia per il minimo anziche per il
massimo quando i nucle: K,(: =1,..., n) si ottengono dwi pre-
cedenti moltiplicandoli per — 1.

Teoreya 1V. - Se 2 nucler K;(i =1,...,n) st ottengono du
quelli considerati nel teorema IIL moltiplicandoli rispettivamente
per (— 1), allora (1 massimo Ai P{f) ¢ ussunto ancora su
F1ly e solo su FI;.

Basta infatti nella dimostrazione del teorema IIl detinire

come segue la funzione f*(¢):

3
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*@)=|7f®| sugli insiemi A_
G =—fO] > > A,

Anche ora un teorema analogo st enuncia per wl minimo.
Un’ altra counseguenza del lemma iniziale & il

Teorema V. - Se ¢ nucler K, per 7 dispari sono nulli e
per 1 pari sono semidefinity positivi [negatir?] (%) e non tutli
~ 0, allora 2l massimo [minimo] di P(f) ¢ assunto su
FTy e solo su FI'y.

Infatti si osservi che P(f) & sempre =0 [<< 0] e che, es-
sendo escluso il caso banale che ogni K; sia == 0, il massimo
di P(f) in 'y & certo >0 [<C 0] (1°). Ne segue che se f, () ©
massimante [minimante], uno almeno dei Pi(fy) ¢ >0 [<0]
e gli altri =0 [< 0] sicchd & pure >0 [<C0] la somma

Y i Pilfy)

i=1

3. - Le equazioni di Eulero. — Giungeremo ora a nuovi
criteri mediante considerazioni indirette, che ricorrono all’equa-
zione di Eulero di P (f).

Supporremo d’ora innanzi che i nuclei K; siano simmelrici
cio che, com’® noto (1), non toglie generalitd al problema; al-
lora & pure noto (12) che ogni¢ estremante di P(f) in 1’y verifica
quasidappertutto in A U’ equaxione integrale

©) K0+ Y [ Koty tyeny 8) fllg) oo (1) by oty = (1)

i=2 “Ati=1)
dove . denota un’opportuna costante che é certamente nulla se
Uestremante f(t) é interna a I'y.

(") Cio significa che P,(f) é sempre >0 [ <] per ogui f(¢) di T'.
(19) Ved. Picone: Lexioni...., n. 132.
(11) Ved. Picone: Lexione...., n. 130.
(12) Ved. Piconk: Lexdoni...., n 13b.
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E opportuno studiare le condizioni di esistenza e di unicita
dell’ equazione di prima specie
p p

(1) K@) + Zz‘/m(t, tayeo oy 8 flty) ... f(t) dly....dt; =0,

i=2 “ali=1)

Nel caso n = 2 (I’equazione & allora lineare) esse sono date
dal classico teorema di E. Picarp e dai lavori di G. Laurmi-
ckLra (18). Ma per 2 > 2 non mi risulta Iesistenza di studi in
proposito, se si eccettuano due lavori di N. Suirxorr (14), in cui
vengono studiati mediante I’integrale di Fourirr casi assai parti-
colari.

Prenderd qui in considerazione dapprima il caso dei nuclei
elementari :

r;
(8) Kilty tayy t) =Y HO (0) HO () HA() (=1, )

r=1

dove potremo supporre, senza ledere evidentemente la generalita,

o 3 i ) —- P S D
che le funzioni HY,(¢) ¢=2,3,...,n;r=1,...,7,;j5=2,
3,...,¢) siano linearmente indipendenti in 4 (%) e costituiscano
un sistema ortonormale.

(13) E. Picaro: Sur un théoréme général relatif aux équationes inté-
grales de premiére espéce et sur quelques problémes de phisique-mathéma-
tique [Rend. Circolo Mat., Palermo 29 - 1910 - 1° sem.]; G. LAURICELLA :
Sull’ equaxione integrale dv prima specie [Rend. Acc. Lincei (4) - vol. XV1I1
- 1909, 20 sem. - pp. T1-77].

(+4) N. Sumnorr: 1) Sur I’ application de I’ intégrale de Fourier aux
équations intégrales non linéaires [Comptes Rendus Acad. Sci. U. R. 8. 8.
- 19 - 1938 - pp. 3-7]; 2) Swur !’ application des séries de Fourier a la
résolution des équations intégrales et intégro différentielles [Bull. Acad.
Sci. U. R. 8. 8., Ser. Math. - 1939 - pp. 413-416]. Dai risultati di SmirNoFF
potrebbero trarsi alcune immediate considerazioni, che ritengo sufficiente aver
solo segnalato, anche per il problema dell’ ubicazione delle estremanti di

P(f)in T, .

(13) Intenderemo qui e nel seguito 1'indipendenza e la dipendenza li-
neare nel senso della metrica di Hwserr, cioe indipendenza o dipendenza
lineare globale o in media.



In questo caso si dimostra facilmente che condizione ne-
cessaria e sufficiente perche la (T) ammetta soluxioni di qua-
drato sommabile in A é che la funsione KK, (f) sia combina-
xtone lineare in A delle funxioni H¥} (1) (¢ =2,3,...., n;
r=1,...,7.

Infatti se la (7) ¢ verificata dalla tfunzione f(¢) si ha quasi-
dappertutto in A :

r2
9) K, + 22}1(3), (t)fH‘2 () [ba) dty 4+ oot
..... + nL ' jH“g(z ) f(t, )dt,....j H (1) f(t)dt, =0

e dunque K,(f) & combinazione lineare in A delle suddette

funzioni.

Viceversa se Iy (£) ¢ combinazione lineare in A delle sud-
dette funzioni, esistono delle costanti ¢ (/== 2., n;r=1,.,7)

per cui risulta quasidappertutto in A

Tn

z)+2§:('2 HAE(W 4 oY, em HO (1) = 0.

r=1 r—1

E allora 1a (9), cioé la {7T), & risolta se esiste una tun-
) (4

zione di quadrato sommabile in A soluzione del sistema di equa-

zioni integrali

>m_ [ HA () [t dt, - J HYy(ty) /() dls. . . . [ HE ) £ () dt,

’ (1=2,3,..,n:r=12..,r).

A questo sistema possiamo sostituire il sistema



+ Ve = [H‘” f(t) de. —|_-‘|/ﬁ§"t ==

e =

(10) =[ HO) @) dt; . ...+ V“ﬂih——fﬂ"’ f(t)dt

a

———

(t=2,3,...,n;r=1,2...,1)

dove i radicali vanno presi con segno positivo o negativo in
modo che per ogni ¢ (¢ =2,...,n) er (r=1,...,r) il pro-
dotto dei radicali corrispondenti sia uguale a ¢¥.

Ora il sistema ¢ certo risolubile in I'; in virtu del teorema
di Fiscurr-Riesz. Ne segue che anche la (9) ¢ risolubile in I

Si pud anzi dire di piu che essa ammettera infinite solu-
zioni perche. se f,(f) & soluzione, lo ¢ pure fy(t) + f*(¢), dove
[*( ¢ una qualunque funzione ortogonale alle funzioni
HO @y (i=2,3,...,n; r=1,2,...,0; j=2,3,....0).

Da questa condizione necessaria e sufficiente ricaviamo subito
un criterio per stabilire quando le estremanti di P(f) in Iy i
trovino, nel caso dei nuclei elementari, esclusivamente su FI's.

Precisamente :

Treoreva VI. -~ Se ¢ nucled K, {i = 1,..., n) sono dati dalle

R) e K,(t) ¢ lincarmente indipendente in A dalle funiioni

Kh@E=2,...,n; r=1,...,r) allora 1l massimo e il mi-
nimo di P(f) in Iy sono assunti su FI'y ¢ solo su FT';.

Un altro criterio particolare pud ottenersi ricorrendo ancora
alla (7). -
Prendiamo in considerazione 1’ equazione

(1) K, () +n /K,,(t. taye Gt F() oo [(ta) dly... dt, =0

Jin=1)

e cerchiamo condizioni necessarie perch¢ essa ammetta quasi-
dappertatto in A4 soluzioni di quadrato sommabile in 4. Se
t)‘ (s=1,2,....) & un sistema completo di funzioui .linear-
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mente indipendenti in A, moltiplicando la (l1) per ,(¢) (¢« =
=1, 2,....) e integrando su .1, otteniamo

(12) an'*(tﬁ t2)""1tn)(los (t) f”z)-"-’/‘u(/n)f"t’[’fz--~‘”n=
Aln)

- - / Ky (1) 2. (1) (1) = a,
A

ciog, posto
o (tyy ooy 1) = 0 / AT RN
a

(13) /‘u‘ (tyy ey b) [ty ) oo £ (1) by o dly = a, (s = 1,2, ....) .

‘I(n— 1

Se le funzioni »,(f,,....,¢,)(s=1,2,....) non sono
linearmente indipendenti in A“~" otteniamo subito delle condi-
zioni necessarie per 1’ esistenza di soluzioni di quadrato som-
mabile in A della (11); precisamente, se ¢, ,...., #,_, sono linear-
mente indipendenti in A"~"| mentre 2y,...., «,_,, %, sono
linearmente dipendenti in A®~", allora vale in A®~" una rela-
zione del tipo

y .
Zun,‘(tg,...., t,) =~0
k=1

con le 7, costanti non tutte nulle e quindi dovra pure essere
con le stesse 7,

v
(@) Y ma=0.
k=1

Si ottengono cosi delle relazioni come la (a), il cui com-
plesso indicheremo come condiiione necessaria [a] .
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Soddisfatta questa condizione e soppresse dalla successione
17¢,{ quelle funzioni che, come la u,, dipendono linearmente
in A"=" dalle precedenti, potremo ortonormalizzare il sistema
delle }u,! applicando il ben noto procedimento. Otterremo cosi
un sistema ortonormale di funzioni fo,(ty,...., )| linearmente
indipendenti in A™ =Y che si esprimeranno mediante le w,:

Up= Qg Uy, Vg = Gy Uy + Og Uy, Vg = 04 Uy + a5 Uy + ag Uy ...

Le (13) ci permettono percid di scrivere

Uilly, ooy b)) () onn Fta)dly,....dty = o a, = ¢,
A(u—l)

/zvg(tz,....,tn)f(t,)....f(t,,)dtz...‘.dt,, =aya; +aga, = c,
A =1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

e le ¢;,cy,.... risultano evidentemente, attese lo (12), costanti
note attraverso K,, K, e il sistema ggos;; esse sono i coefficienti
di Fourter della fanzione f(4,).... f(t.), che ¢ di quadrato som-
mabile in A"=" rispetto al sistema ortonormale lo,); sicchd
otteniamo una nwova condixione necessaria, e precisamente: se

la (11) ammette soluxioni di quadrato sommabile in A, deve

oc
essere convergente la serie Z c?.
s=1
Il ragionamento ora fatto ci dice poi anche che, se & veri-

ficata la condizione [a], se la serie Z e} converge e se il sistema
s=1

delle |v,| & completo in 4= g (11) ka al piv una sola solu-
xione di quadrato sommabile in A .

Infatti due eventuali soluzioni f(¢) e f*(t) sarebbero tali
che le due funzioni f(t,) f(t;).... f(t,) e [* (t) F*(t3) ... [* (L)
avrebbero gli stessi coefficienti di Fourikr rispetto al sistema
completo {v,| e percid sarebbe in A»—D [(ly) [(tg).... f(L,) ~
~ [*(t) [*(t3).... [* (L), da cui necessariamente [t) = [F* @)
in 4.
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Possiamo ora ricavare da queste considerazioni il seguente:
Troruyma VIL - Se risulta P(f) = Py(f) + P.f) ¢ se, costruite
le funxioni w, e v, e le costanti c, (s = 1,2,....) col procedi-
mento surriferito, non é soddisfalta la condizione [o] oppure

o
¢ divergente la serie Z ¢y allora le estremanti di P (f) in 1y
s=1

st trovano tutte su FTy. Se invece é soddisfatta la condixione

[a] e la seriez X converge, ma il sistema delle funzioni | v,
s=1

¢ completo in A=Y, allora al piiv un’estremante di P.f} in T,

¢ interna a 'y

Daremo ora un ultimo teorema sull’ubicazione delle estre
manti di P(f) in I, la cui dimostrazione fa pure ricorso
all’ equazione di Eviero (7), sfruttando perd con iderazioni diverse
da quelle dei teoremi precedenti.

Teorens VIIL - 8¢ indichino con t\,..... t¥ le coordinate

del punto variabile in A e si supponga che A sia di miswra
finita e che esista in A un sottoinsieme w aperto tale che ln

0K, oK,

" . D 17 -
derivatn — at, esista in o e le derivate —— é)t“’ (£==2,3,....,n) est
stano e siano limitate rispettivamente negle insicmi >< Av=b

0 K,|

(¢=2,...n), in modo che detto M, I’ estremo superiore di ‘3t”’ |

nell’ insieme w X A¥-" (1 =2,....,n), risulti in o:

|9 t{'(’l ’ — Z i M, (8Vmis A >0;

i=2

(14 |

allora il massimo e il minimo da P (f) in I'y; sono assunt
su FTy e solo su FTy.

Infatti 1’equazione (7) non ha in questo caso soluzioni
appartenenti a ', perché in caso contrario, detto 2* un punto,

certo esistente, di ® in cui essa & verificata, potremmo derivare
rispetto a (!" il suo primo membro nel punto P*  in virth del-
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Iipotesi fatte, e, per il teorema di derivazione sotto il segno di

integrale, otterremmo nel detto punto

K
” +Z‘fat“: Flly)eo f(t)dty. .. dt, =0 .
i=2
Ali—1

D’altra parte nel punto P*, per la (14), risulta se & ¢T“l’ >0:
1

IK, &
t(’; + Z / t(” f(t . f(tg) dtz....dti2
i=2 “i—1)
_K ¢ |
=g — Z’ L) () (.. dt,=
t=2

6 o K, Zz M (8Ymis A >0,

poiché per la disnguaglianza di Scawarz, @

[if(t) [dt < ;j‘fi () dt - mis A s%g dYmis A

analogamente se & —— 8t“’ +<C0 in P*, risulta

0K
at“x)l + Z jat“’ f .f(/i) ’H2~-..dt(g
Ali=1)

8K
Bt" +22M 8szs4)<0

Di qui I’assurdo, per la (14).
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4. - La legge di reciprocitd. - Il problema principale di cui
ci siamo finora occupati & stato in sostanza, in virtit del teorema
di Ficaery citato nell” introduzione sugli estremi superiore e in-
feriore di P(f) in FI'y, quello di dimostrare, quando & possibile,
I’ esistenza del massimo o del minimo del funzionale P(f) tra

tutte le funzioni di I' che danno a un altro funzionale, Nf=

= j ft(¢), dt, un valore costante 82.

Introdotta in T la metrica di Futcuer, P (f) risulta, come si
& gia ricordato, un funzionale continuo in I'y. Che si pud dire
dell’altro funzionale Nf? E facile dimostrare che Nf ¢ semi-
continuo inferiormente (nella metrice di Fréchet) su ogni
elemento di I'.

Sia infatti f* (¢) una funzione fissata di I le cui coordinate,
riferite al solito sistema ortonormale ¢ completo in A j¢, (0!,
siano z¥, z¥,....

Si sache ¢ Nf*= Z z** . Preso dunque ¢ = 0 ad arbitrio

s =1

w
esiste un m tale che Z xk2 <—;— . Si determini allora p >0
s=mn+1

in modo che, se z,,xy,...., x, sono numeri reali soddisfacenti
m

alle |z, — ¥ |<<p;...., |z, —xf | <p, sla, Z i —x¥)
s-l

Allora per tatte le funzioni f()= || di I' le cui prime m

coordinate soddisfano alle |z, -— 2¥|<<p,.... |1, —2zX| <p,

risulta

<-__

NI-Np = Y Y= S—ar+ 3 4

s=1 s=1 s=1

ix,*’Zi(xf-—x,*’) — ixf’>— %—75::——3.

s=m+1 s=1 s=m41
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In particolare dunque per tutte le funzioni f(f) di I' che
distano (con la metrica di Frfcmer) da [* (¢) per meno di

%! 1 i o (18) & soddisfatta la Nf— Nf*>—¢. Dunque Nf

& semicontinuo inferiormente su f*(¢) (17).

Ne scende per un noto teorema di Frécurr che N f ammette
minimo su ogni insieme chiuso e compatto di I .

Questa semplice osservazione permette di porre in relazione
il nostro problema di partenza con un nuovo problema di mi-
nimo isoperimetrico, mediante la «legge di reciprocita » (ben nota
per i problemi isoperimetrici) che mi sembra opportuno metter
in rilievo esplicitamente nel nostro caso.

Si osservi anzitutto che per la continuita di P (f), il
sottoinsieme di s in cui P(f) assume un dato valore P* &
chiuso. Sicché se K & un insieme chiuso e compatto di I'y il sotto-
insieme K,, di K in cui P(f) assume il valore P* & chiuso e
compatto e quindi in esso N (f) ammette minimo.

La legge di reciprocitd si puo allora enunciare di-
cendo che se questo minimo & funxione sempre crescente (oppure
sempre decrescente) di P*, allora ogni funxione f (1) minimante
per Nf in Kp, é massimante (oppure minimante) per P(f) nel
soltotnsieme di K in cui Nf assume il valore Nf,.

Infatti supposto per es. il detto minimo funzione crescente di
P*, allora, se f;(f) @ una funzione di K per cui P(f}) > i'*,
risultera certo Nf; > Nf,, poiché il minimo di Nf nel sottoin-
sieme di K per cui & P (f) = P(f,) &, per I'ipotesi fatta, mag-
giore di Nf,. Sicché per ogni funzione di K per cui ¢ Nf =
= Nf,, deve essere P(f) << P(f,).

Come si vede, la legge di reciprocitd pud servire per ripor-

. 1 |7,z I U L
(16) Infatti risulta — ——~———< ¥ — L 1l . <
s! 1—[—[:::-:::;-[“3:1 s! 14 a:,--x;*| -
1 ¢ .
Smlipe quindi perszl,....m,]zs—x;*ISP_

(17) Si osservt che dalla dimostrazione stessa risulta che N f ¢ sem-
coutinuo inferiormente anche se in T' si introduce la metrica di Hwsert o di
LAGRANGE.
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tare il problema iniziale ad un nuovo problema di minimo. E in
aleuni casi la sua applicazione pud risultare semplice. Vediamone
a puro titolo d’esempio (18) il seguente caso.

Con il solito significato del simboli sia

P(f) = Z P(f) e Pi(f)=D) a’x®

i=1 r=1

con gli al¥ positivi e tali che converga la serie Z(a‘,"’)z.
r=1

E chiaro che volendo studiare I’ubicazione del massimo di
P(f) in Ty bastera limitarsi a considerare il sottoinsicme K (9)
di Ty delle funzioni le cui coordinate 215; sono tutte =0.
Questo sottoinsieme ¢ ovviamente (colla metrica di Frfcnkr) chiuso
e compatto.

Si consideri ora l'intervallo H dei valori P che P(f) as-
sume al variare di f(f) in K(8); siano P’ e P” due valori di
H con P'<CP”; asiano K,/(8) e K,,(8) i sottoinsiemi di
K (8) in cui P(f) assume rispettivamente i valori P’ e P"'; indi-
chiamo con N" e N' il minimo di Nf in K,,(8) e K..(3).

Per applicare la legge di reciprocita facciamo vedere che ¢
N"> N’; e infatti, se f,(¢) = |z,,| ¢ una funzione minimante
per Nf in Kp, (3), si puod ottenere da f,(t) una funzione f; (t)
di K,/ (%), diminuendo opportunamente alcune delle sue coordi-
nate, cosicché risulterda N f, << N''; e a maggior ragione dunque
N' < N'"". Ed & anche immediato dimostrare che se P tende
a P’ anche N” tende a N’ (e se P’ tende a P, N’ tende a
N"), cosicché il minimo di Nf in K,(3), & funzione continua e
crescente di P in H.

Possiamo dunque concludere che P (f) per ogni 8, <8 (e
quindi per ogni &, essendo ¢ qualunque) ammette in FI'y il

massimo, il quale & pure il massimo di P(f) in l‘al.

(18) Difatti questo caso si studia in modo ovvio e rapido anche diret-
tamente.
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5. - I polinomiali come funzionali di linea. - Soffermia-
moci ora sul caso in cui I’insieme A sia un iotervallo (a, 6).
Allora poiché f(¢f) & sommabile in A possiamo porre y(f) =

i
=] [(x)dx; P(f) diventa dunque un funzionale di linea, che

indicheremo con I{y). 1l problema di cui ¢i siamo occupati si
esprime ora come ricerca degli eventuali massimi e minimi di
I(y) della classe FT; delle curve y= y(f) (a << t<<b) con y{¢)

assolutamente continua in (@, ), per cui y(e) = 0 e che danno
b

al funzionale .J(y) ::/ ' () dt il valore 82. Esso ¢ dunque un
d

problema isoperimetrico del Calcolo delle Variazioni per i [fiu-

sionali di linea.

Sotto questo punto di vista, nel caso del polinomiale qua-
dratico, esso & stato appunto trattato dal Toxervr, mediante il suo
« metodo diretto »,

Introdotta la metrica lagrangiana di ordine zero (%) nello
spazio y (), si dimostra facilmente, seguendo il ragionamento
fatto dal Toxknrt per n = 2, che ogni polimoniale /(y) &, anche
con questa metrica, uniformemente continuo nella sfera di Hu.prrr
L5, ciod nell’insieme delle funzioni y (f) assolutamente continue
in (@, b) tali che y(a) =0 e J(y; <32

Il metodo del ToxkLLl consiste allora, come ¢ noto (29), nel
considerare (#1) una successione di funzioni massimante [mini-
mante| per [(y) in [T, e da essa estrarre, come ¢ possibile
in virtn del fatto che le funzioni soddisfano alla relazione
J(y) = 32 (39), una successione {!/,(t); (r» =1, 2,....) che con-

(19) La distanza di due funzioni y (f) ¢ y* () é data dal mazx | yt) - y* (1.
a. n

(23%) Si veda per es. 1l iuogo citato in (3) n. 4 oppure i Fondamenti
di Caleolo delle Variaxioni. - Bologna 1921-23 del Toxgrui, vol 1II, pagine
503 -H5H,

(21) Si riconosce anzitutto subito in questo caso, usando della disugua-
glianza di ScHwarz, che gli estremi iuferiore e superiore di Iy) m 1~'l‘8

sono finiti.
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verga uniformemente in (a, b) a una funzione limite y,(¢) as-
solutamente continua.
Per la continuita di I(y) si ha allora lim I(y,) = L(y,);

r—>

d’altra parte I’ uniforme convergenza della |y, (f)| e le relazioni
J(y,) = 6% non assicurano che sia pure J(y,) = 6%, ma solo, in
virtw della semicontinuita inferiore di .J(y), che & J(y,) << 9o2.
Si tratta quindi anche ora di vedere in quali casi si pud essere
certi che y, (¢) appartenga a F'I'y; e per cid si possono applicare
i ragionamenti dei numeri precedenti e anche ragionamenti di
carattere piw particolare, legati al fatto che I’insieme A é ora
un intervallo di retta (cosi per es. il teorema VIII si puo ot-
tenere direttamente con semplici integrazioni per parti, senza ri-
correre alla equazione di EuLkro).

6. - Applicazioni alle equazioni integrali non lineari. -
Dai risultati ottenuti possiamo ricavare alcune applicazioni alle
equazioni integrali non lineari. Si & gia ricordato che ogni estre-
mante di P (f) in I'y soddista all’equazione integrale (6), dove p.
& una costante opportuna che & certo nulla se I’estremante &
interna a 's, mentre se essa & su FI[y pudo essere =0 op-
pure 0.

Gia si sono visti nel n. 3 alcune considerazioni e risultati
sul problema dell’ esistenza e dell’ unicita delle soluzioni di qua-
drato sommabile della equazione di prima specie (7), cioé nel
caso u = 0.

Ma interessa anche sapere in quali casi si pud essere certi
che p & £ 0, cosi da ricavarne |’ esistenza di almeno un auto-
valore A (e di una rispettiva autosoluzione di quadrato somma-
bile) per I’equazione integrale di seconda specie

(15) MKy (8 +
+2 )] 2'/ Ki(t,tyy iy t) [(ts)..... F(t) diy.... dt;= f(l)
=2 =1

la quale & non lineare se n 6 > 2.
L’ esistenza di almeno un autovalore per la (15) ¢ imme-
diata nel caso del polinomiale omogeneo (22) e del polinomiale

(22) Ved M. Prcone: Lexioni..... , n. 139,
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quadratico (23), se si esclude il caso banale che il polinomiale si
riduca alla costante nulla.

lssa si pud stabilire anche in altri casi, sfruttando appunto
i risultati e le considerazioni dei nn. precedenti.

Cosi, se I’estremante fj(f) soddisfa alle ipotesi del lemma
del n. 2, essa non puod soddisfare alla (7), perché altrimenti se
fosse in 4

K8+ )7 Kot by, 8 folty)-oony fo () dbg....dty =0,

=2 "L ti=1)
moltiplicando ambo i membri per f,(f) e integrando su A, si

otterebbe Z i P(fy) = 0, in contraddizione con la (4).
i=1

Dunque, se ¢ nucle: soddisfano alle ipotesi di uno dei teo-
remi I, IV, V esiste almeno un autovalore per la (15).

L’ esistenza di un autovalore per la (15) & anche certa ogni
volta che la (7) non ammette soluzioni o ne ammette al piu una
appartenente a ['y; questi casi si verificano per es. nelle ipotest
dei teorems VI, VII e VIIIL

(33) Basta pensare che se fo(f) e f(f) sono due soluzioni della (7), mrel
caso =2, cioé dell’ equazione

(16) K@)+ 2 [ Ka (t, 1) f (te)dte =0,

risulta P(f) P(fo)= /Kz (¢, ‘2)lf(tl) —/ (h)”f(tz) —/ (tz)] dty dty =

A@)

::ng (81, t2) [/o (tl) —f(f,)J . [fo (te) — f(tz)J dty dty = P(fo)— P(f) e quindi
A2)

P (f) = P (o) ; sicche, escluso il caso banale che P(f) sia =g, o solo le
minimanti o solo le massimanti possono soddisfare alla (16). Questa osserva-
zione da dunque una nuova dimostrazione del fatto ben noto che ogni equa-
zione integrale lineare di seconda specie a nucleo simmetrico possiede auto-
valori ; a proposito della (6), nel caso » =2, si veda anche il n. 4 della
nota citata in (%) di Ficuera.

Varra la pena di osservare che non appena n ¢ > 2, non & pil vero
che tutte le soluzioni dell’ equazione (7) danno a P(f) lo stesso valore: si
pensi all’ esempio dell’ introduzione in cui le estremanti sono tutte interne
a I') e soddisfano quindi alla (7).

EE



