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SUI PROBLEMI DI DIRICHLET E DI NEUMANN
PER 1’ ELLISSE (*)

Nota (*) di¢ ALpo Gaizzerrt (@ Roma),

[ problemi di Diricurer e di Nruymaxy per I equazione
A, 1t (x, y) = 0 e per il dominio A limitato dall’ellisse x = a cos b,
y— bsent (con «>b,0=<C0<C2x) si risolvono di solito ricor-
rendo alla rappresentazione conforme del dominio K (tagliato
lungo il segmento che unisce i due fuochi F, F" dell’ ellisse) su
una corona circolare C, per esempio mediante la formula

atb a—b 1

(1) ¢ = Ty W |- CE (con s =a iy, W=1u+ iv).

Detta F (1) la funzione olomorfa che ha come parte reale
la w(x,y), valendosi successivamente dello sviluppo di Lauresr

+ b a—0b 1 . .
0 v che riesce olomorfa

g - 2

in C, si perviene, attraverso alcune ulteriori considerazioni non
troppo semplici, ad uno sviluppo in serie della w(x, y) ri-
chiesta (2).

In questa Nota mi propongo, a scopo didattico, di indicare
una modificazione del procedimento dianzi descritto che per-
mette di inquadrarlo nel generale metodo delle trasformate e di
arrivare quasi immediatamente allo scopo.

dmlmwzFW

(*) Pervenuta in Redazione il 3 gennaio 1951,

(1) Lavoro eseguito presso 1’ Istituto Nazionale per le Applicazioni del
Calcolo.

(®) Per una esauriente trattazione dei due problemi, vedi M. Picoxk.
Appunti di Analisi Superiore; Ed. Rondinella, Napoli 1940, pagg. 355-362.
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Posto w == pel® dalla (1) discende

] a-+b a—b L

(2) 1_( 3 P+ 5 —p)cosﬂ,
—_— 1

!/=<at[ip— “ 2b —p—)senﬂ,

ed ¢ chiaro che questo cambiamento delle variabili trasforma il
dominio E (tagliato nel modo sopradetto) ne]la corona circolare

Py ; inoltre alle ellissi
omofocali alla data corrispondono le circonferenze concentriche
a quelle che limitano C ed il parametro 6 ha il significato di
anomalia eccentrica sulle prime e di anomalia sulle seconde.
La w (x, y) si trasforma in una w« (p, 6) armonica in C la quale
sulla eirconferenxa p= q (che corrisponde al segmento focale
FF’) deve evidentemente essere una funxione pari di 6, mentre

C definita da ¢ <p<1 con ¢ = 1/

. d u . . ..
la sua derivata s deve essere una funxione dispart di 6
p

E appunto su questa semplice osservazione che si fonda la

modificazione del procedimento classico (3) .
* %k

Incominciamo col problema di Dirichlet. Detta f(6) la
funzione continua a cui deve ridursi la « (r, y) sulla frontiera
di £, da quanto precede risulta che il nostro problema ci porta
a considerare quello di costruire una funzione w (p, 6) verificante
le condizioni seguenti

02 u 1 du 1 o0%u

3) Er 9_55—'—9—28—05:0’ (per ¢<Tp<<1),
(4) L (1,8) =71(8),
(5) u (q,6) funzione parij w,(q,6) funzione dispari;

da quanto segue risultera che questo nuovo problema ¢ determi-
nato e quindi equivalente al primo.

(3) Per ragioni di brevita, in quanto segue sorvolo sulla precisazione
delle ipotesi qualitative, che sono ben note. .
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Introdotti i coefficienti di Fourikr

n

a, (p) 1 coskr
=——fu(p,t) dr, k=0,1,2,...),
b (p) T senkt

o

dalle (3), (4), (5) segue
1" 1 ’ kz

@ (P)‘l"‘;‘“k (P)"‘;}?“‘k (p)=0,

(3)
1
(e)+ o onle)— o7 bule) =0,
' 1 2T l 2T

(4) a, (1) = -{ff(r) cosktdr, b,(l)= —n—/f(t) senktdr,

(8) bu(q) = 0; a. (q) = 0.

Dalle (3') si ricava poi
(")  ao(p) = Ao+ Bologp, ai(p)=4dip* + Bip™.

bu(p) =Cup* + Dy p™, (k=1,2,...),

con Ay, By,... costanti abitrarie, per le quali le (4'), (5") danno
le equazioni

27 n
u A0=—}t—ff(f)d‘=,Ak+Bi==‘;lt‘[f(t)c°8k‘dt’
5 o

2T
C,.+Dh=—1l?-[f(‘t) senktdr,
0

(5") quk‘i—Dkq—h:O; B0=O, flkqh“—qu—k:O.



Si ha pertanto

1 o . 1+(i)!h b2
“o(P)———“;/f(")df,ak (P)=-;P’”T_‘;,,‘—'/f(t)rosl;tdr.

0

[]

e quindi il teorema di unicita e la formula risolutiva del pro-
blema :

w0 = 5= [fede+

e 2]
+?Zpk/f(t) Wcoskﬁcoskt+
k=1
o
q 2%
1—(-L
Rt

g senkO@senkc|dr.

* kX
Passiamo al problema di Ncumann. Indicando con f(6)
. . . du . L
i valori assegnati della o (n normale interna) sulla frontiera
n

di K, il nostro problema ci porta ad esaminare quest’ altro:

02 u 1 du 1 02u
a—Pz—{——p——a—p—'{-Fm:Oy (per e<p<l,

wy (1,6) = —p (6) £(6) con p(8) = y 0% sen® § T 02 cos® 6 ,

« (q, 6) funzione pari; u, (¢, 9) funzione dispari,

che, come ora si vedra, risulta equivalente al primo.
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Procedendo come dianzi si trova che devono valere le (3")
accompagnate dalle

9,

By= — [ OO 05,k — By = — - [p(@) @ os ks,
B(O— D)=~ 1 [p 1@ snkeds

e dalle (5”). Ne segue anzitutto la condixione di compatibilita
1213

jp(t) f(r)dt =20 ossia [/ ds =0 ed inoltre che deve essere

0

q 2k .
L ()
a, (p) = ——ﬁp" ———p—u~ p(t) f(x) coskrdr,

I—gq

0

q 2k
()
by (p) = —ﬂ—k9k1—+£qu () f(x) senkrdr,

0

mentre a,(p) risulta uguale alla costante 4, che rimane arbi-
traria. Indicando quest’ultima con ¢, abbiamo in conclusione la
formula risolutiva

)
“(P:e);‘*‘(‘_ﬁzpk—/l)“)f(t) —J—;*‘(’oshﬂcoskt—}—

T
L

o
-t
+ —%Ek——spn kOsenkc|dr.



