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CRITERI DI CONFRONTO E DI UNICITÀ PER LE
SOLUZIONI DELL’ EQUAZIONE p = f (x, y, z, q)

COI DATI DI CAUCHY

(*) di MARIO VOLPATO (a (**) .

In un recente lavoro (1) ho esteso un criterio di unicità,
dato da relativo agli integrali dell’equazione: ò

soddisfacenti alla condizione di CAUCHY.

In questa Nota stabilisco (~l. 2, 3), sotto ipotesi molto l~r~;he,
due criteri di confronto per le soluzioni de1~ equazione I ) veri-

ficatlti sempre ai dati di CAUCHY.

Dal secondo di questi criteri deduco poi (n. 4) un teorema

di unicità che estende notevoimenie quello da me dato nel lavoro
citato in (1) .

Av.verto che solo per sell1plicità mi sono limitato a 

derare equazioni del tipo I ) nelle quali la funzione illcoylita ~
dipende da due sole variabili indipendenti ; le considerazioni

svolte si estendono senza difficoltà anche alle equazioni più gene-
rali del tipo I ) ( 3 ) .

Pervenuta in Redazione il 15 dicenibre 1950.

(*~) Lavoro eseguito nel S’errtila~rio .llatenzaticu di 

(1) ~1. V OLPA ro: Sulle co~tdi~zoni sitfficietiti L’ zcnicitcc degli inte-

grali di mart eqacc~xione di f~’eren Liale alle derivate del ordine,
« ànnali della Università di Ferrara», vol. VIII - Parte la, 1950.

(2) T. ’V A~EWSKI: l’ maicité et lct limitcctima des i~it~grnles des

éluations atcx dérivées partielles dit Re d coi ti della R. Ac-

cademia dei Lincei, serie 6a, vol. XVIII, (~9~3), pagg. 3 ~ ~-~37b.

(’~) Per altri criteri di confronto per l’equazione 1 ), dati però in ipotesi
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1. - Enunciamo anzitutto nn lem~na, di cui ci serviremo in

seguito, e che costituisce una estensione di quello dato nel n. 1

del la~~oro citato in (1) .
(x, J1, ... , ~n) , una reale delle 2tariabili

(x, ... , .~!,,J, continua, rispetto al complesso delle varia-
bili, assie~tae alle sue hamiali 

ove ~~ (x)  ti (X) (i = 1, i .. - ,n) sotto due il- itple di fTC~a~iorai
definite iii I: 0 ~ x ~ a , e sia il mass’i1no della fun-

considerata sulla sexione S (u) di 11 col piano x = ~u .
Siano a, (x, y,) n fictzxiocaz qualunque, valoii

finiti, rispettiuar~aerzte icasierni :

che in un fissato punto x di I esistano

~3a (x), z,’(x) (i = I, ... , n) e soddisfacciano olle :

In ipotesi esiste la derivata destra (tc) ni 3~ (x) ed
esiste ccl~ueno it t ~~rcfato P (.v, 9_, ... , 9,,) di .5’ ex) oue sono

so~lclisfàtte le 

completamente diverse da quelle nelle quali ci siamo posti nella presente
Nota, si il lavoro d~ J SZARSKI : cet-t(tines inégalités les

intégrc~tes des éqtcatiorzs d i f~’érentielles aux dérivées partielles du pre’1nier
ordre, Ananales de la Société Polonaise de Mathématique, tomo XXII, (1949),
pagg. ~-34..
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nella quale il segno d’ rcc~~caglia~axa rale nel ecíqo

che sitssista in tutte le ( 1) .
Una stessa proprietà .S~ZCSSiste per la sinistrct

M’_ (x) di 
Nel lavoro citato in (1) a~~evo supposto che le funzioni

a, (.~, Yi) fossero non 
Poichè il presente lemma si stabilisce con gli stessi ragio-

na~l1enti fatti per provare duello che ho dato nel citato lavoro,
credo di potermi esimere dalla dimostrazione.

2. - Din~ostria~l1o ora il seguente teorenia :

f1 (x, y, x, q), f2 (x, y, x, q) due fcc~a;~io~ai reali 

variabili reali (x, y, x, q) definite per z, q cia oo a -~~- 00

e x, y 

ove a (x)  t (.~) sono due funzioni dotate di derivata 

finita iii, ogtii punto di 1: 0 C x ~ a , e f1. (.1,,!/) una 
qualunque zwlori finiti i~a D .

,S2cpp~niarrao che :

I) per ogni x di I sin :

II) per ogni punto (x, y, ;, ~ ) del ncae son definite
fl , f2, risulti:

III ) her coppia di punti

IV) per ogni di 
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IIL q;~ vr? ?~)~ ’~2 (.r, ?/)
alle loro 

D, 

alla 

si ha :

e indicato con S (k) (0 ~ 1’ intervallo : o (k) C jj à t (A-),
sezione di D eo~~ la retta .~ = 1,;, sia J1 (x) il massimo della

pensata cume funzione della sola variabile y,
sulla sezione .S’ (.c~) ~li I&#x3E;. Per il lcn111Ht enu~~ciato nel 11. 1, ad

di può associare almeno nn ,~ (x), con a (x) (,r, /~t (&#x3E;),
in niudo da aversi :

e a~~uP~lO iin TJ (x) , 1 iii modo da aversi :
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Osserviamo ora che per la (2) esiste un intorno destro dello
zero ove è negativa. Infatti la cosa è evidente se la (2) è
soddisfatta in senso forte. Nel caso contrario, si ha :

e quindi, in virt i dell’ ipotesi II ) , risulta :

Di qui, dalla seconda delle (4) e dalla (6) segue

e con ciò, dato che è M (0) = 0 , risulta provata l’esistenza di

un intorno destro dello zero ove è negativa.
Proviamo allora che risulta

per ogni x di e con ciò il teorema sarà dimostrato.

Essendo continua, ove non sia 1’Lf (x)  0 in tutto

0 c a , t vi sarà un punto xo (0 C xo ~ a) ove risulterà :

e quindi
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Detto P~ il punto di coordinate y (xo)] , dalla (8) e

dalla seconda delle (5), si avrebbe :

il che, come dimostreremo subito, è assurdo.

Infatti, poichè per ~a 

ninia, si ha :

e quindi ove si tengano presenti le ipotesi lI ) , III ) , IV ) e la

prima delle (7), risulta:

per , mentre si ha :

sia per y(Xo) = a (xo) che per y (xo) == T (xo) .
Queste conclusioni contraddicono appunto la (9).
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3. - Di~nostria~11o ora nn secondo criterio di confronto 

pre relvtivu al problema Nrecedentemeute considerato.
Siano fi (~~ ~I ~ z, R’ ) ~ 1 f2 ~~~~ ?l~ ~ ~ q) due reali 

reali (x, y, x, q), definite per -, q y-

-~- oo e x, !1 

ove o (x)  z (x) sono due fic~a~ioni continue iii 1: 0 c a,

Zwima finita in punto :~~ di 2rza izisierne 1’,
contenuto in 1, pe1’ il~ q2c~cle I- I’ è a (x, y) una
ficzaxiorae qualunque avente finiti iii, D ; F (x, 1/) una

ficnxio?ae definita per x in I e 1l &#x3E; 0, c~ofttizirca ogni 
valore di o ira tutti i punti di I ’, continua rispetto n per

ogni fissato x non in da una 

della x (non negativa e) sooan Zabile ira I .

~S’uwpo~aiamo 
I1) per ogni x di I’ sia : 

.

111) per coppia ~Ii (x, ?~, q), (x,!I, ~, c~ ) 
la x in 1 ’, la y in z &#x3E; ;., 

per di punti [x, a ~x), iii, a x) ~ %~ ~ cl ~ , 3
arenti la - in I ’, x &#x3E; ~ e q C c~ , sia :

~~i punti
la x 1’11 I ’, z &#x3E; ~, ~ ~ c~, sia :
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v 1) 11 n n ~ &#x3E; U
tale che, ad I , 

risulti, a destra o uguale F .

In co~z~i~.iorat, (x, ?~~, ~2 (x, y)
dite er·PUtrc~zli alle loro rlPrtrwte par-

1), 

alla 

O 

O

in tutto D .

Poqto :

sia ~’~1 (.r,) il massimo di y(~L) sulla sezione ~S(~) di D .

Osserviamo intanto &#x3E;lie per la (10) l’ Af(0)~0. Proviamo
C118 in tutto I risulta :

e con ciò il teorema sarà dimostrato.
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A tale scopo, supponiamo, per assurdo, che esista un punto
xo (0  xo ~ a) in cui risulta Il (xo) &#x3E; 0 . ERse~~do -11 (0) ~ 0 ,
esisterà in I un punto alla sinistra di xo , 2 o~ ©

Sia ora t un punto qualunque clell’ interv~llo ~ o C ~ ~ xo
e appartenente ad I’ e Q [t, J (t)] nÎ~ pnnto di 8 (t) in cui, per
il lemma del n. l, risulti :

Sarà allora :

mentre per la seconda delle (13) è:

Di qui, in virtù delle ipotesi si lm :
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per

per

Dalle (14), (15) segue

per ogni t del~ intervallo e appartenente ad l’.

Arrivati a questo punto basta riprendere il ra~ionamel~to
che 110 avuto occasione di svolgere nella Nota citata i~~ (1) per
arrivare ad un assurdo. Resta cos  dimostrato che in tutto 7 vale

la (12) e con ciò il teorema è provato.

4. - Dal teorema di confronto dil110strato nel numero prece-
dente segue immediatamente L1I1 criterio di unicità per gli llltE’=

grali i leI l’ equazione:

soddisfacenti alla condizione di CAucu; ; criterio che 

noteYOIU~ente quellu da ~ne stabilito nel lavoro citatu iii ( 1 ) .
Crodian~o IJet’C1Ù opportuno e~~u~~ciarlo e~p]ieitnn1entp.

t/, i, q) flr)tz20)Le drll e nforll

(.x~, ;~, :, ~~ ) jJer ~, q t~~crv~zhili da - f a + ’l.) r~ x, u 

~s (.~-) ~ T (x) sollo (llle GOjtt2221(e in 1 : 0 ~ .~ ~ ~ .
mlentz cieriz~at(z finita iu ogni punto .~ fli un ijls~iPlrle I’,
contenuto zrt I, por il quale I -I’ è 7 (.t, y) lf)llc

Gl’PlltP, fiuiti i i D; h(.a, ly 
ftG)l~lr)llf’ ~; lll I P Il &#x3E; O, per 

di Il iii tutti i yl(rlti ~li I’, (.’o?ltlll7l~G II 

*
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ogni fissato x d~: I, non superata in ~r2ocl2clo da zcnu fu~txzone
della x (non ~aPgativa e) sommabile in I .

~S’ZCpponiamo che :

12) per ogni x di 1 ’ sia :

II$) per ogni coppia di punti (x, y, x, q ), 1 x, q ) 
la x la y in a (x) C y C t (xj e z &#x3E; z, sia :

per coppia punti [x, a (1"), z, ~ ], [x, o (x), x, q ],
la x in I’, Z &#x3E; x e q ~ q , sia :

IV~) per ogni coppia di punti [x, z (x), Z, q], (x, r (x), x, q 1 ,
aventi la x iii I’, X, &#x3E; x e q ~ ~ , sia :

fissato zcn mcmero E &#x3E; 0 arhitrario, esista un h. &#x3E; O
tale che, per ogni interno ad I, súpei-iore
dell’ eqzcaxione :

risulti, a di e o, o uguale ad e .
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In queste ihotesi, dette cpl (a~, y) , (x, y) due eventuali

continue assietne alle loro derivate 

in D, della equaxio~ae :

soddis fàce~ati alla 

risulta, in tutto D ,


