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CRITERI DI CONFRONTO E DI UNICITA PER LE
SOLUZIONI DELL' EQUAZIONE p = f(x,y, 2, q)
COI DATI DI CAUCHY

Nota (*) di Mario VorLparo (¢ Ferrara) (**).

In un recente lavoro (1) ho esteso un criterio di unicita,
dato da Wazewskr (2), relativo agli integrali dell’ equazione :

dx 9% 9x
Do m (g )

soddisfacenti alla condizione di Caucuy.

In questa Nota stabilisco (n. 2, 3), sotto ipotesi molto larghe,
due criteri di confronto per le soluzioni dell’equazione 1) veri-
ficanti sempre ai dati di Cavcuy.

Dal secondo di questi criteri deduco poi (n. 4) un teorema
di unicita che estende notevolmente quello da me dato nel lavoro
citato in (1).

Avverto che solo per semplicita mi sono limitato a consi-
derare equazioni del tipo I) nclle quali la funzione incognita x
dipende da due sole variabili indipendenti; le considerazioni
svolte si estendono senza difficolta anche alle equazioni pii gene-

rali del tipo I) (%).

(¥) Pervenuta in Redazione il 15 dicembre 1950.

(**) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico dell’ Univ. di Ferrara.

(1) M. Vovrraro: Sulle condixioni sufficienti per Uunicitec degli inte-
gralt di unn equaxione differenxiale alle derivate parxiali del primo ordine,
« Annali della Universitd di Ferraraw, vol. VIII - Parte 13, 1950.

(%) T. Wazewski: Sur Qunicité et la limitation des intégrales des
équations aux dérivées partielles du prenter crdre, Rendiconti della R. Ac-
cademia dei Lincei, serie 62, vol. XVIII, (1983), pagg. 372-376.

(?) Per altri criteri di confronto per I’ equazione 1), dati pero in ipotesi
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1. - Enunciamo anzitutto un lemma, di cui ci serviremo in
seguito, e che costituisce una estensione di quello dato nel n. 1
del lavoro citato in (1).

Sia 9 (%, 41y ..., Yn), una funiione reale delle variabily
reali (x,¥y,...,1Y.), continua, rispetto al complesso delle varia-
bili, assieme alle sue derivate pariziali prime, nell’insteme :

T:0=z2<a; 6, ()<<y, <7, (®);...; 0, (2) S ya <™ (),

ove 3, (x) <t(x) (¢ =1,...,n) sono due n-uple di funxions
definite in I: 0 <<x <<a, e sia M(x) il massimo della fun-
xione @ considerata sulla sexione S(u) di T col piano x = u.

Siano inoltre a; (x, y,) n funxioni qualunque, aventi valor:
finite, rispettivamente negli tnsiems :

T:0sz<a; o, (¥) <y, <% () f=1,...,n).

Supponiamo che in un fissato punto x di I esistano
finite o, (&), (x) (¢ = 1,...,n) e soddisfacciano alle :

o; (¥) = o, [z, 0, ()]
(1) "

()= —o (7, t(x)] (=1,...,n).

In tali ipolesi esiste la derivata destra M, (r) di M (x) ed
esiste almeno un punto P (2,9 ,...,¥.) d¢ S () ove snno
soddisfatte le relaxions :

M) = ¢ (P),

”»

M) =<9. (P) = =009, (P)],

1

completamente diverse da quelle nelle quali ci siaino posti nella presente
Nota, si veda il lavoro di J Szamski: Swur certaines inégalités entre les
intégrales des équations différentielles aur dérivées partielles du premier
ordre, Annnales de la Société Polonaise de Mathématique, tomo XXII, (1949),
pagg. 1-34. .
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nella quale il segno d’ uguaglianxa vale certamente nel caso
che sussista U’ uguagliania in tutte le (1).

Una stessa proprieta sussiste per la derivata sinistra
M’ (x) di M (x).

Nel lavoro citato in (1) avevo supposto che le funzioni
a; (x, y;) fossero non mnegative.

Poiche il presente lemma si stabilisce con gli stessi ragio-
namenti fatti per provare quello che ho dato nel citato lavoro,
credo di potermi esimere dalla dimostrazione.

2. - Dimostriamo ora il seguente teorema :

Siano fi(x,y, %,9), fa (%, y, %, q) due funzioni reali delle
variabil reali (x,y, x,q) definite per z, q variabili da — o a |- o«
e x, iy nell’insieme :

D:0=sr<<a; osx)sy<r(x),

ove o (x) <t (x) sono due funzioni dotate di derivata prima
finita in ogni punto di I: 0<<x < a, e a(r,y) una funzione
qualunque avente valori finite in D .
Supponiamo che :
I) per ogni x di I sia:

¢ () =a [z, 0 ()]
T @) < —alzc@)];
1) per ogni punto (x,y,x,q) del campo ove son definite

[1s [a, risulti:
fr(@ g2 ) <fo(xy,%9):

IIT) per ogni coppia di punti [x,s (L), %, 7], [#,6 (), % q],
con q<gq, sia:
filz,s (@), % q]—falx,0 (@), %, ¢]<<oalr,o(x)]|q—ql;
IV) per ogni coppia di punti [z,t (x),%, q], [=,* (2), %, q],
con q=4q, sia:

fl[.v,t(x),l,(il—fz [;v,t(x),x,q]<a[x,t(1;)]|2}—qi.



235

In qurste ipotesi, dette, rispetlivamente, g, (x, y), €4 (2, )
due cventualt solw:ioni, continue assirme alle loro derivate
parsiali prime in D, delle equasioni :

0x ( 0 0« A 0x
- = P = Ay AT
or /] .17./‘ ?a!/ dx /2 y Yy )a!/ )

soddisfacenti alla rondizione :

(2) ¢1 (0, 77) < 9, (0, )
s? ha:
(3) vy (o) < iz )

n 0<lza;s(e)y<t(r).
Posto :

(8 ) = 1 (2 0) — P2 (£, )

e indicato con S (k) (0 < k<< a) Uintervallo: o (k) <y <t (k),
sezione di D con la rvetta « =k, sia M (x) il massimo della
tunzione ¢ () yj, pensata come funzione della sola variabile y,
sulla sezione § («) di D. Per il lemma enunciato nel n. 1, ad
ogni e di I si pud associare almeno un g (x),cono(x) << g(r, —t(r),
in modo da aversi:

@ M@ =log @ M@ <. [n) @] —

— [, 7)1 9, [%, 7 ()],

e almeno un y (2), con 5 (x) < y (r) < tv(r}, in modo da aversi:
) M) =l G @], M) =gl § (0] —

—a[ny () ie 6y (0]
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Osserviamo ora che per la (2) esiste un intorno destro dello
zero ove M (r) & negativa. Infatti la cosa & evidente se la (2) &
soddisfatta in senso forte. Nel caso contrario, si ha:

(P(Ov.’/) =(x°l(0$!/)—‘()°2 0,y9) =0,

6 0, y)= ’) ——( 2) =0,
©) . # (0 9) (3 Y /oy 9Y /oy

e quindi, in virtt dell’ipotesi II), risulta:

’ 0
P (0’ .l/) = fl [x’ Y, #1 (0’ !/)’(a:l)(o )] N
WY,

—h

d
T, Ys P2 (O,y),(gz—“)w )] <0.
hY

Di qui, dalla seconda delle (4) e dalla (6) segue
M0 =<¢: (0,4 <0,

e con cio, dato che & M (0) = 0, risulta provata 1’esistenza di
un intorno destro dello zero ove M (x) & negativa.

Proviamo allora che risulta
M(x) <0

per ogni xr di 0 <x<a, e con cid il teorema sara dimostrato.

Essendo M (x) continua, ove non sia M (x) < 0 in tutto
0 <z <a, vi sara un punto xy (0 <.y << a) ove risultera:

(7 (xM(.’to)=O
)
?ﬂ[(.l‘)<0 per 0 <ux <.y,

e quindi

@) M. () =0.
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Detto P, il punto di coordinate [x,, 7 (x,)], dalla (8) e
dalla seconda delle (5), si avrebbe:

(9) 0 << M (zg) < ¢ (Po) — o (Po) | 9 (Po) |

il che, come dimostreremo subito, & assurdo.

Infatti, poiche per y = ¥ (r,) la funzione 9 (ry, y) & mas-
sima, si ha:

‘6\
—
o9
~-
il
—
’ D
-S
™
~—
i)
~
Q| @
-S
©

), =0 e & 3 (0 <G () <2 (ro),

S

%, (Py) =(3¢1)P0_ (3—%>P0g0 se & ¥ (o) = o (xo),

’ _ (%% ‘9392) - _
Py (Py) = (7)1,0— (8_7/ Py =0 se & ¥ (x)) =t (xg),

e quindi ove si tengano presenti le ipotesi 1I), II[), IV) e la
prima delle (7), risulta:

_ ]
9. (Py) = fi [To» Y17g)y 1(Po) s (3—?)%'_
_ 9
—fe ['T(la Y ('r“)"‘o“’(P")’(&_(?)pnl <0

per s (x,) <y («y) <t (ry), mentre si ha:

¥ (Pg) < o (Py) | 9 (Do) |

sia per Yixg = 6 (xy) che per ¥ (z4) = t (7).
Queste conclusioni contraddicono appunto la (9).
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3. - Dimostriamo ora un secondo criterio di confronto sem-
pre relativo al problema precedentemente considerato.

Siano fi(x, y,2,q9), 5, y,%,q) due funzioni reali delle
variabili reali (z,y,=x, q), definite per xz,q variabili da — =
+ o e x,y nell’ insieme :

D:0=sar<a; s@)s<y<rt(n),

ove ¢ (x) <t (x) sono due funxioni conlinue in I: 0 <<zx<<a,
aventi derivata prima finita in ogni punto x di un insieme 1’,
contenuto in I, per il quale I —I' é numerabile; o (xv,y) una
funxione qualunque avente valori finiti in D; F(r,u) una
funxione definita per x in I e u >0, continua per ogni fissato
valore di w in tutti < punti di 1', continua rispetto ad u per
ognt fissato x di-I, non superato in modulo da wuna funzione
della = (non negativa e) sommabile in I.
Supponiamo che :

I,) per ogni x di I' sia:

(o (@) = a[r,0 (@)]

’

()= —a[r,t(x)];

IL,) per ogni coppia di punti (x,y, . q), (%, 4,%,q) arenti
laxinl')layino@<y<lt(x)e Z >z, sia:

__2);

R

fi (@, u, %, q) — [z (r, ¥, %7’(1‘) < F(r,

II1,) per ogni coppia di punti [z,0 (), %,q], [r,0 (x),+,q],
aventi la v in I''x >2 ¢ 9 <gq, sia:

/l [J’J,G (‘T.‘a _371] - f2 ['l" S ('T)‘; 2, (I] = a[.r,o ('T)] "(7 —q _'—

+ F(z, x —z);

IV,) per ogni coppia di punti [z,t(r). z,q],[r.c(x), %, ¢]
aventi la x in I',x >%,9=¢q, sia:
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fl [1‘,1: (’!‘), Er‘-l]’_'fz [x,'l:(x),'z, Q]Sa [xat(x)] ! 6 - (]! +
+ F(.’L’, z — X) 5
V) fissalo un numero s >0 arbitrario, esista un he >0

tale che, per ogni punto &, interno ad I, Uintegrale superiore
dell’ equaxione :

lt=hs+fF(t,?l)dt,
§o

risulti, a destra di &, minore o uguale ad ¢ .

In queste condiziond, delte, rispettivamente, ¢, (x, ), ¢y (z,y)
due eventuali soluxioni, continue assieme alle loro derivate par-
siale prime in D, delle equaziond:

0x g dx 2
'5}“’_"’01(7" !/7"7317), *a;:f?(‘rvy;%’a‘l;)r

soddisfacenti alla condixione :

(10) cPI(OJ ?/)Sch (Or :l/),
si ha:
(11) 1 (2 ) << 9q (1, 4)

in tutto D .
Posto :
e (ry)=%. () — % (x, 0,

sia. M () il massimo di p (», 1) sulla sezione S(x) di D).

Osserviamo intanto che per’la (10) ¢ M (0) < 0. Proviamo
che in tutto 7 risulta:

(12) Mz)<O0,

e con cio il teorema sara dimostrato.

1€ »
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A tale scopo, supponiamo, per assurdo, che esista un punto
2o (0 <y << a) in cui risulta M (ry) >0. Essendo M(0) <0,
esistera in I un punto Z,, alla sinistra di x,, ove

M(zy) =0
(13)
M) >0 per zo<lax=say,.

Sia ora ¢ un punto qualunque dell’intervallo ¥y <z <<
e appartenente ad I' e Q[¢, ¥ (¢)] un punto di S(¢) in cui, per
il lemma del n. 1, risulti:

(14) M(t)=19(Q) =9, (0) — ¢ (@)
(15) M;(t)S?;(Q)—a(OH%(Q)l-

Sara allora :
9, (Q)= (%)0—(%)0—; 0 seda(t)<y(l)<ct(l),
¢, (Q) = (a?’)o—(ai?)aso se () =e(l),

5 (@)= (5] —(3) =0 w70 =<0,

mentre per la seconda delle (13) &:
¢1(Q) >92(Q).

Di qui, in virth delle ipotesi II,), III,), IV,), si ha:

@ = loa0m @55 |-

~h[bi0m0.(5) |sF e —a©)
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per o ({) <y (£)<t(l), e
2, (Q) <o (Q) 9, (Q) | 4 F[{,9,(Q) — 2 (Q)],

per ¥ (¢) = o (t) oppure ¥y (t) =t (t).
Dalle (14), (15) segue

M (1) < F[t, M ()],

per ogni ¢ dell’intervallo ¥y <7z << x, e appartenente ad I'.

Arrivati a questo punto basta riprendere il ragionamento
che ho avuto occasione di svolgere nella Nota citata in (1) per
arrivare ad un assurdo. Resta cosi dimostrato che in tutto I vale
la (12) e con cid il teorema & provato.

4. - Dal teorema di confronto dimostrato nel numero prece-
dente segue immediatamente un criterio di unicita per gli inte:
erali dell’ equazione :

0z dx
:9‘;:‘= f(.’l‘, U, %, 5’;))

soddisfacenti alla condizione di Cavcrny; criterio che estende
notevolmente quello da me stabilito nel lavoro citato in (1).
Crediamo percid opportuno enunciarlo esplicitamente,
Siano: [ (x,y, 5, q¢) una funzione reale delle varinhili reali
(xy 1, x,q) definita per s, q variabili da — z a4 = ¢ x,y nel-
I insieme :

D:0=sr<<a; c@@)s<ysr(z),

ove a(r)<t(x) sono due funxiont continne in I: 0 << v a,
aventi derivata prima finita in ogni punto x di un insieme I’,
contenuto in I, por il quale I—1' é nwmerabile;, o (v, ) wna
funzione qualunque avente valori finiti in D F (v, u) una
Junxione definita per ¢ in I e >0, conlinua per ognié fissato
valove di v in tulti @ punti di I', continua rispetlo ad w per

*
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ognt fissato x di I, non superata in modulo da una funxione
della x (non negativa e) sommabile in I .

Supponiamo che :
I,) per ogni « di 1’ sia:

¢ (2) = a[z,0(x)]

Y (@) < —ale,t(x)];

Ilg) per ogni coppia di punti (x,y,%,q), (z, y,%,q) aventi
laxml,layina()<lylt(r) e x>z sia:

fuzq) —7r(yz%q)<F(zz—z);

ITL,) per ogne coppia di punti [z,s(x), %, ], [*,0(x),%,q],
aventi la x in I''’2 >z ¢ §<gq, sia:

f[x,o(x),i,?j] ——f[x,c(x),x,q]éa[x,o(:v)]lti'—-ql—}—F(x,i—x);

IV,) per ogni coppia di punti [z,(2),%,7q], |z, T (), 2,9],
aventi la x in I', X, >z e g=¢q, sia:

f[x,'c(x), ,x-»q-]_'f[x;t(x)axv(” Sa[:v,‘t(x)]lq - (I‘ + F(x)i—-z);

V,) fissato un numero ¢ >0 arbitrario, esista un h, >0

tale che, per ogni punto &, tnterno ad I, l’integrale sitperiore
dell’ equaxione :

u=h‘—|—fF(t,u)dt,
€o

risulti, a destra di &,, minore o uguale ad .
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In queste ipotesi, dette ¢, (r,y), ¢, (z,y) due eventuali
soluxioni, continue assieme alle loro derivate parxiali prime
in D, della equaxione:

9% _ f bz

3; - Ty Y, %, F) y )
soddisfacenti alla condixione :

¢1 (0, %) = 92(0, %),

risulta, in tutto D,

<Pl(‘r) y) = Fa (=, .’/)-



