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SUL TEOREMA DI GAUSS - GREEN

Memoria (*) di Javrks Crcooxt (Pisa).

La formula di Gauss-GrerN & stata oggetto, anche in questi
ultimi anni, di numerose ricerche.

Fra queste sono particolarmente da notare le ricerche di
H. Froerer [6] e G. C. Lorextz [8] le quali hanno avuto peraltro
lo scopo di estendere la formula di Giuss-Greex ad enti non
orientati e con un significato dell’ area diverso da quello di
LkBrsGuE.

In questo lavoro mi propongo di considerare la formula
di Gatss-Greex prendendo in esame superficie chiuse orientate
sulle quali & fatta la sola ipotesi della quadrabilita secondo
LEBESGUE.

La nozione di punto interno ad una siffatta superficie ¢
formulata mediante la considerazione dell’indice topologico di
tale punto rispetto alla superficie, cosi come & stato fatto da
T. Rupé [LO] per la disuguaglianza isoperimetrica, 1’ integrale
di superficie & considerato al modo di WgitrsTRASS COsl come
& stato fatto da L. Cesarr [4].

Piu precisamente lo scopo di questo lavoro ¢ di studiare il

grado di validita della eguaglianza

W [[[r.m9) - 0 e 2 dndydz =~ [ [ ) dgds
K z

ove ¥ ¢ una superficie continua chiusa orientata e quadrabile, &
¢ un cubo cui & interno I’ insieme [I] formato dai punti di I,
O(x, y, s, X) ¢ Uindice topologico di (x, y, 5) rispetto a X

(*) Pervenuta in Redazione il 9 gennaio 1951.
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se (., ¥, 5) non appartiene a X, ¢ zero altrimenti, I’ integrale a
secondo membro ¢ I'integrale di Weikrstrass [vedere n. 8]
della funzione [ (x, iy, 3)- I, esteso alla superticie Y.

Il risultato cui pervengo ¢ espresso dal seguente

Teorems: Se X & wna superficie orientala di Frec hel
del lipo delle 2-sfera, quadrabile secondo Lebesg e,
se (e, ¥y, 3) ¢ nna funzione conlinva iin K con la sia
devivala pursiale [, (x, y, 5), ¢ se Uinsicine [X], fo,-
mato con & punti di X ha wisiea tridimensionale nulli,
allora vale la (1) .

Osservo che le ipotesi fatte sulla funzione f(x, y, 5) non
sono ovviamente le pitt generali perché valga la (1).

Osservo che, invece, la condizione [[E]! == 0, in armonia
con preecedenti ricerche di R. G. Hersern [7], ¢ necessaria per
la validita della (1); ciod non si pud fare a meno della condi-
zione |E] = 0 se la nozione di punto interno a X ¢ formulata
mediante I'indice topologico come sopra.

Cio risulta da un esempio che espongo nel corso del lavoro.

I’ indice topologico. 1.’ integrale di Weierstrass.

1. - Sia X una superficie orientata di Frecnrr del tipo
della 2 -sfera [5]. Sia (T. @)

T x=uwu), y=yQ), =z e @

una sua rappresentazione sulla sfera unitaria @ di equazione
1y + ui - ui =1 dello spazio w1, u, 75 sulla quale ¢ fissata 1" in-
dicatrice positiva corrispondente all’ ordine dei punti (1, 0, 0),
' (0, 1,0), (0, 0, 1) sul triangolo sferico di @ avente questi
vertici.

Sia oy, 4. 3) un punto non appartenente a Y. Le rela-
vioni

Yy (N) - ,Uf)

(‘J) JT=0 —+> - 7,_<“)A" U= + " (7/)
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ove si & posto 7 (1) = [(2¢ () — a0)* + (¥ (v) — y)* + (3 (u) —
— Zo)]%, definiscono una trasformazione della sfera € in un
sotto insiecme della sfera unitaria di centro (x,, ¥,, %) .
Definiamo come indice topologico O (x,, ¥,, 5,; &) di
(% y Yo, 30) rispetto a ¥ il grado [1] della trasformazione (2) .
Poniamo invece O (&, %o, %o; 2) = 0 se (%, Yo, 3,) appar-
tiene a X,

2. - Sia } D, | una successione di superficie poliedriche
orientate [5] del tipo della 2-sfera che tenda nel senso di
Frecaer verso la superficie X .

Sia O (x, y, 5; ) Vindice topologico del punto (x,y, 2)
rispetto a D, . E noto che se (x, 9/, z) non appartiene a ¥ si ha

im O(x,y, 2, P,) =0(x, ¥y, 2; ).

n=>co

Supponiamo che la superficie X ammetta area secondo Lknk-
sauk finita, sia A () tale area, che I’insieme [X| abbia misura
tridimensionale nulla, e supponiamo inoltre che la successione di
superficie poliedriche sopra considerata converga in area a .

Si abbia cio, oltre a quanto & detto sopra,

lim A(P,)=A4(L)

n—>o

In queste ipotesi ¢ stato dimostrato da R. G. HruseL [7]
che si ha

lim ” |0 2,9, 55 Pa)— 0 (2, y, 2; X)|dedydz = 0,
n—>o

ove si & indicato con K un cubo con i lati paralleli agli assi
x, Y, 2 contenente nel suo interno la superficie 2.

3. - Sia 2 la superficie orientata dal tipo della 2-sfera con-
siderata nel n. 1.
Sia C il cerchio unitario di equazione u} -+ ui<<1 del



197

piano ¥, u, sul quale sia fissata I’indicatrice positiva ecorrispon-
dente all’ordine dei punti (0, 0}, (1, 0), (0, 1) sul triangolo avente
gli stessi vertici. Siano K, E; gli emisferi w3 =0, u3<<0
di @ ed uy, 4o i punti (0,0,1), (0,0,-1) di @. Sia o il
punto (0, 0) del piano u, u,, sia v il generico punto (u,, 2,) del
piano u, u,, sia » = (0, v) la distanza fra v ed o, e sia C, il
cerchio »<C1/, del piano u,, u..

Da L. Cesarr [5] ¢ stata introdotta la seguente trasforma-
zione monotona e continua di C su @

u =1t (v) veC ue @

cosi definita: t (») si ottiene applicando a ve C I’ omotetia di
centro @ e di rapporto 2 e successivamente la proiezione da
u; su E, se v ¢ Cy; t(v) si ottiene applicando a » sul piano
u, u, I’omotetia di centro @ e di rapporto (1 — )" e la pro-
iczione da us su Es se ve (C — (y; finalmente sia t (C*) = uo
ove (C* & il contorno di C.

Considero la trasformazione definita su C (C - t, C) = (7,C),
essa & univoca e continua su C e costante su C*.

Le trasformazioni (7, C) e (<C, @) sono state messe in
relazione da L. Cusari [5] e chiamate associate. La trasformazione
(T, C) costitnisce una superficie orientata & del tipo della
2-cella.

E stato dimostrato da L. Cesart [5] che si ha 4 (2) = 4 (8).

4. - Sia S una superficie orientata di Frecuer del tipo della
2-cella e sia (T, C)

T: x=x(w,Us), Y=Y(U,ts), T=3(U,ty) (1, u)eC

una sua rappresentazione sul cerchio unitario C di equazione
1t 4 ui<< 1 del piano u, 4, . Supponiamo inoltre che S ammetta
area secondo LeBuscur finita.

Sia 4 un insieme chiuso dello spazio xy 2 al quale appar-
tengano tutti i punti della superficie .
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Sia Fr,y. s, H. Hy, IL) una funzione ad un valore
dei sei argomenti oy g, &, Hy, II,, II; delinita per tutii i
punti (., i, 3) di .1 e per ogni terna di numeri reali 11, 11,
H, non tutti nulli.

La tunzione F{(w, y., s, II,, H,, I risulti inoltre con-
tinua in ogni punto (.. gy, &, I, I, 1) ove (w.y, 3) ©
un punto di .U ed I, I,, H; ¢ una terna di numeri reali non
tutti nulli, essa sia positivamente vmogenca i grado 1 rispetto
ad ogni 11, , Il,, II, ¢ si abbia infine F(x. y, 5.0, 0,0) —
=0 per ogni (x, y, 3)c ..

Da L. Cesart [4] ¢ stato introdotto  1'integrale secondo
Wioerstrass di F (e, 3, I, Hy, IT) sulla superticie N nel
seguente modo.

Siano by, b, b, e trasformazioni piane associate a T
seeondo i piani gz, sary oy . Sia [7,; (== 1, 2,-- 2] un qual-
siasi gruppo i poligoni di € a due a due senza punti interni

s

in comune, siano ¢ |é==1.2,-n. 0 =1,2, 3] le curve
continue ¢ chiuse immagini delle poligonaliy contorno di @, , se-
condo e trasformazioni P, . Sia Oy, =5 ) Pindice topologico
del punto (17, 3) del piano gz vispetto a €/, od in modo analogo
siano definiti 0 (2, 21 C ) e O (e gy Cl) . Siano Ay Ko Ay
le proiezioni sui piani gz, sw, ey del cubo N considerato
nel n. 2.
Sia inoltre

T,0T) — ”‘U (. 3;C. )dyds, o (x) — /‘/‘()(g, ay Cond s,

Tk, K,

T3 (7)) = ” O, y: G )ydody (i— 1...0).

Sia
'(Sy=exlrsup Z t(m), T(D.y=cxlrsup Z: ( (mp: r=1,2,3:

i—1 =1
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n
Wy, 2; &) = ecxlr sup Z 0 (y,s; G,

i=1

W (s, w; B = eclrsup 310 (3, 5G|

=1
n
Wi, y; ®)=crtrsup) 0@, y;G) 1,
i=1
I’estremo superiore essendo preso rispetto a tutti i gruppi di
poligoni [m;; i =1,2,... 7], di C, senza punti interni in comune.
Pongo inoltre

n
§ = maxr 7 (m), m= mar |E,|, E, = Z G,
i=1,2..n r=1,2,3 —
(i':: 1, 2, 3)

po=maz |T(8) =Y t(x), T(®)—) t(x), r=1,2,3
i=1 i=1

ove v (m;) & I'vscillazione di 7" in =,.

[ numeri &, m, p si dicono gli indici del gruppo di poli-
goni [x;] di C.

Per ogni gruppo di poligoni [x,] si ha § =0, =0,u.==0[3],
inoltre comunque si assegni un 7> 0 esistono quanti si vogliono
gruppi di poligoni [m;] per i quali ciascuno degli indici ¢ <T7.

Sia (14, «%) un punto appartenente al poligono =, sia
(£:y Ys, 30 il punto ad esso corrispondente secondo 7" in §.

Cunsidero la somma

Z Flox:, yi 30y % (7), 12 (7)), 75 (70)] -
=1

Per quanto ha dimostrato L. Cesart [4], nella ipotesi che N
abbia area secondo LeBescur finita, esiste finito il limite

n
lin Y F e i, S0 (m), % (1), % (1] = T,
5 =
mé -~ 0 =t
[
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al quale L. Cesaut ha dato il nome di integrale secondo Wrikk-
stiass della funzione F (x,y, 3, H,, Hy, Hy) sopra la superficie

(T, C).

5. - In ordine a tale integrale L. Cesart [4] ha stabilito
le proprietd espresse dai seguenti teoremi.

Trorevs I. — Se § & una superficie orientala di Frecaer del
tipo della 2-cella di area finita secondo Lepescur I’ integrale 7,
o indipendente dalla rappresentazione (7,C) di S. Per tale
ragione si scrivera anche J in luogo di Jir¢ -

Trorems II. - Siano §,8,,S;,... 8, ... superticie orientate
di Frecrer del tipo della 2 cella di area finita secondo Leseseue
per le quali si abbia

lim A(S,)=A4(S), limn |=0,
n=—>on

n—>oo

| S’ Sn

ove con | S, S,| si ¢ indicata la distanza orientata secondo Ire-
cuer fra S ed S,, allora si ha

lim js":—:Jq.

n=>ow

Trorewsa III. - Se § & una superficie orientata di Frecarr
del tipo della 2-cella di area finita secondo Lepkseur e se (7, C)

_T: wzi(ﬂ,,ﬁg), ?/=:’7(Z-"1,ﬂ2), .Z:z(lh,lég) (fh,ﬂg)f E

¢ una rappresentazione di S per la quale le trasformazioni
®, (r =1, 2, 3) risultano assolutamente continue allora indicato
con H,(@,, %) il Jacobiano generalizzato della trasformazione
®, [3], !’integrale J & dato dal seguente integrale di Lkrscuk

Ts = [_/F[E(ﬂnﬁz)» g, @), % (0, 8), H, (1, %),
'S

H, (@, %), H;(@,,#,)] d@t, da,.
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Richiamo a questo punto anche il seguente teorema di
I, Cusart [3] del quale mi sono servito nel n. 4.

Trorena IV. - Se & ¢ una superficie orientata di Frecher
di area finita secondo LeBksGUE e se e & un numero positivo
arbitrario pud determinarsi un gruppo di poligoni semplici
[w,;i=1,2,...n], completamente interni a C a due a due
senza punti interni in comune tali che si abbia con le notazioni
del n. 4

m = max | k| <, E,=30C.r=123

r=12, i=1

8= max 7 ()| <e

=12..m

”

p = wmax | T(S) —Zt(ni),T(¢,)—Zt,(n.);r=],2,3 e

i=1 =1

Un esame della dimostrazione di questo teorema ci consente
di enunciare il seguente

TeoreMs : Nelle stesse ipotesi del teorema precedente sia
(29, u?) un punto interno a C. Allora ad ogni e >0 ¢ possi-
bile far corrispondere un gruppo di poligoni [=;;¢ = 1,2,..]
che verifichino tutte le proprieta del gruppo di poligoni del-
I enunciato precedente e tali inoltre che ciascuno di essi sia
esterno al punto (e, u).

6. - Sia f(x,y, 2) una funzione definita e continua nel-
I’insieme A considerato nel n. 4 e sia § la superficie orientata
di area finjta ivi considerata. Risulta in particolare definito sulla
superficie S I’ integrale della funzione f(x,y, 2)- H,. Tale inte-
grale sara indicato nel seguito con la notazione

]ff(av,y,m dy ds .
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7. - Sia ¥ = (T, @) una superficic orientata di Frecurr del
tipo della 2-sfera di area finita secondo Lepusave. Sia S = (T, C)
la superficie orientata del tipo della 2 cella associata a ¥ secondo
il procedimento descritto nel n. 3. Sia A un insieme chiuso cui
appartengano tutti i punti della superficie ¥ e sia F (w, y, 3,
H,, H,, I,) una funzione che nell’insieme A si comporti come
¢ precisato nel n, 4.

Sia J, I'integrale della funzione F(x,y, 2, H,, H,, H) sulla
superficie orientata .

Mi propongo di dimostrare in questo numero e nel successivo
che 'integrale J, dipende soltanto dalla superticic £ = (T, @),
nel senso che se ' = (T, @') ¢ una superticie orientata del tipo
della 2 -sfera equivalente nel senso di Frecurr alla superficie X
si ha

.75': jsl

essendo 8" = (1", C") la superficie del tipo della 2-cella
associata a X7,

In virtt del tcorema [ ricordato nel aumero 5 Passerto ¢
provato se anche le superficie Sed S’ sono equivalenti nel senso
di Frecaer.

In gencrale perd nonostante X e ¥ siano equivalenti non lo
sono S ed S

In questo caso adatto come segue la dimostrazione data .da
I, Cesarr [4] del teorema I.

Siano ®,, &, (1 =1, 2, 3) le trasformazioni piane relative
a (T,C) e (T,C"). '

Siano t,, ¢, T(P,), ¢, T'(S) ece. le funzioni introdotte nel
n. 4 relativamente alla trastormazione (7, C) e siano .,
T(P,),t', T(S') ecc. le analoghe relativamente alla trasforma-
zione (1", C").

In virtd di un risultato di L. Cesart [5] 8 A(S) = A(87) e
risulta inoltre

TS)=T(S8")y, T(®)=1T(P,) (1=123).
E anche per quasi ogni punto (x, y)e K,

W, y; @) = W (2, y; ).
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Cid pun vedersi nel seguente modo.

Siano @, (- = 1.2,3" le tre trasformazioni piane associate
alla trasformazione (<G, @) e siano @] le corrispondenti  trasfor-
mazioni piane associate a (C', C').

Sia [m; 4= 1,2,...2] un gruppo di regioni semplici di
Jorpax appartencnti alla superticie @ prive a due a due di punti
interni in comune ¢ siano €, ; le immagini delle linee 7%, con-
torno di m,, secondo ?D, (rr=1,2,3).

Siano O (y, 2; C_',,t): O(s.0;0.)., O(x y; ) gli indici
topologici dei punti (i, 3), (3. 2), (@, y) rispetto alle linee €.
v Cyye Sia

"

W (i, 5;P) = et sup Z O(y.2:0C.)

izl

per tutti 1 possibili gruppi di regioni semplici i Jornan =@,
sopra considerati, In modo analogo siano definite W (&0 dy),
U (e, s Py).

Alla stessa maniera rispetto alla trastformazione (\C', @"
siano definite le quantita W (. 5. ®7), W (3, 0:Dy), Wk, y:P;).

Poiche le trasformazioni (<C. @), (T', @) sono equivalenti
risulta intanto; per un noto ragionamento, in ogni punto di K,
Ui,y dy) = W(w,y; b)) ed analoghe.

Passo ora a confrontare W (w, iy @5) ¢ W (w. y: Py).

Risulta intanto in ogni punto di K,

W (e, y; @) < W(w, g dy).

Per ottenere la  disuguaglianza  complementare  considero
aceanto alla funzione W (w, y; @) la funzione W (x, y: b,)
introdotta da T. Rapd [9] con il seguente signiticato

n
Wy g Dy == el sup. Z 0L, y; k)

=1
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ove [R,;i=1,2,...n] ¢ un gruppo di regioni orientate di
Joroax di connessione finita appartenente a C senza punti
interni in comune, e dove &

n

O(x,y; R:) = Z O (x, y; Cyis)

S=0

essendo Cy9, Csi1y. .. Cs4., lo immagini secondo @, delle linee
Dioy Piry- .- Dim costituenti il contorno orientato di R,.

Ricordo anche che, eccettuato al pit un insieme numerabile
di punti di K;, e

. — P .
¥ (90’?/»4’3)—- ¥ (CU, Y; d)s)
Sia ora m << W (x,y; ®3) conf(x, y) + T () -
Esiste allora un gruppo di regioni semplici di Jorpax di @
senza punti interni in comune, siano esse w,, T,,... @y, tali che
al contorno ™¥ di nessuna di esse appartenga u,, e tali che

Zlo(way§?s,«)l2172 .
i=1

Siano n¥, nf, ... nf le linee semplici di C immagini delle
linee m* secondo la trastormazione » = t~' (u) inversa della
% =t (v) considerata nel n. 3.

Ora o le linee n¥ limitano regioni di Jorpax di C prive a
due a due di punti interni in comune ed ¢ in tal caso in ogni
punto di K

W (x,y; P3) = e

e quindi ¥ (x,y; )=V (x, y; Ds) .

Oppure una di tali regioni, sia =, contiene nel suo interno
tutte le rimanenti. (E il caso in cui wp contiene g nel suo
interno).
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In questo caso considero la regione di Jorpax.[2, di con-
nessione 2, avente per contorno esterno C* e per contorno
interno =% . Si ha, poiche (x, ¥) ¥ C (us),

0 (e, Y R) =10,y Cop)| =10 (2, y: Gop) |

E percid

N n
mSZ!O(JO’?/:C;,i)I=Z|0(00»2/;Ca.4)'=
i=1

i=1
n
=), 0@y;G) +!0(xy; k)

i

1

e le regioni di Jorpax %, ®....mu,, /2 sono senza punti
interni in comune,

E danque m < W* (x, y; ®,) ed anche

W (x,y; ) < V* (2, y; Ps) .

Cio in virth delle relazioni sopra stabilite prova il nostro
asserto.

8. - Sia ¢ > 0 ed arbitrariv. In virta della esistenza degli
integrali J, ed Js si pud determinare un numero positivo g
tale che per ogni gruppo di poligoni semplici di C a due a due
senza punti interni in comune [m;7=1,2,...72] e di indici
3,in, 1 tutti <7 risulti

‘ -7s - Z F['Bn!/ia 2,0 (38)772(“5)’ T (ﬁ,)—l <e

i=1

ed analogamente si pnuo determinare un ¢’ tale che per ogni
gruppo di poligoni semplici di C’', a due a due senza punti
: . v s . Coa e s
interni in comune, [x;;¢{=1,2,...2n"] e (i indici &, ', p
tatti <7 ¢’ risulti

T =Y Flo, e n (8),5(w), 5 (@) | <.

i=1
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Sia I I'insieme dei punti (x, i, &, 12, 109, 205) per i quali
(,y,3) « Seartdaoy fui=1.

Sia M >0 un numero tale che per ogni punto (¢, ¥, z.
wyy wyy ) di T osioabbia F(xe, y, 5, 1, 0y, wy) < M e tale
inoltre che sia A (S) = A (S) << M. Sia 6 = inin [% gy, ' 12].
Sia p >0 un altro numero tale che per ogni coppia di punti
(ay 4, &, 000wy, 1050, (', g, &, wy, wy, 10y) di I tali che
f — . < py .. |0y — ey < o risulti

Fle,y,z,w,w, w) — F(x',y, &, o, w,w;) <s.

Finalmente sia 0 <7t <5 un numero tale che per ogni
insieme 2t misurabile, 2 C A, | <o, (i = 1,2,3) risulti

y Dy -

[/ ¥y, z; P dydz < minls. o*, 5],
T

f/ll' (z,x; ) dzdx < minfs- ¢*, ],

h

//4‘ (2, y; P3) dedy < wmin[s- ¢*,5].

Sia ora { un numero positivo. In virtt della equivalenza
fra ¥ e Y esiste un omeomorfismo @ fra i punti di @ e di €’
tale che al verso positivo su @ fa corrispondere il verso positivo
su @' e tale inoltre che se (i1, 1y, 1) ¢ @ e (uy, iy, u3) « @
si corrispondono in @ e se P=(x,y,2), P'=(r,y,z)

sono le loro immagini su & e ¥’ si abbia PP’ < 1.

In virtd della trasformazione continua non biunivoca 1=t (»)
considerata nel n. 3 esiste percid una corrispondenza * fra
i panti di C e i punti di O’ tale che ad un punto (1, ¥)
di C corrisponde il contorno C*’ di C', al contorno C* di C
corrisponde un punto (', w*’) di C’ e ad ogni punto interno
a C e distinto da (2F, 1) corrisponde un sol punto interno
di ' distinto da (1, ", ¢,") in modo c¢he se Q e Q' sono le
immagini in S ed S di due punti (v, 1), (7., 1y") corrispon-
denti in * si abhia Q Q' < h.
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Questa corrispondenza o* & inoltre tale che ad un gruppo
di linee semplici di Jorpax interne a € e prive a due a due di
punti interni in comune, alle quali sia esterno il punto (u§F, w0 .
orientate nel verso positivo del piano u, 7, fa corrispondere un
gruppo di lince semplici di Jorpax di C’, prive a due a due
di punti interni in comune, alle quali ¢ esterno il punto («F', w’)
ed orientate nel verso positivo del piano u; w;.

Sia /,| una successione di numeri positivi avente per
limite zero. Sia o) la corrispondenza fra C e C', sopra intro-
dotta, relativamente a /7, sia (i ) il punto di O cui
corrisponde per la ok il contorno % di C'.

Sia (00, »8) un punto di accumulazione di (af ™) wE ) -
m=1,2,...).

Sia allora [z;; i =1, 2,... «] un gruppo di poligoni
semplici interni a € a due a due privi di punti interni in
comune, ciascuno esterno a () 4" e tali che detti 8, i, n ¢li
indici di cquesto gruppo di poligoni sia

Syom,w < minly, 65,1, pley, sp?].

Un siffatto gruppo di poligoni esiste in virtit del teorema
ottenuto come modificazione del Teorema IV nel n. 5.

In ciascuno dei poligoni =z, seelgo un, punto (1)) )} e sia
L ey 2) Uimmagine i (045 24 in S, Risulta

¢

’_7\~ Z Flo o o n(z),n(@), nu@)] | <e.

1=1

Posto F = Z Co.(r = 1.2, 3) come ¢ noto risulta

r.CK,. L. <in (r=1,2,3).

Sia k>0 un numero tale che indieato con (I insieme
dei punti i . che distano da . per meno di 2 risulii. per
ogni 1, (IS)y < I, 4t e quindi

(I <<m-+7<<21.
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Posso supporre A <lp/,, A <0.

Sia @* una corrispondenza eome quelle sopra considerate
fra C e €’ tale che il punto (@, @}) risulti esterno a ciascuno
dei poligoni (=, ; i=1, 2,... n] e tale che se (u,, u,) ed
(1, us) sono due punti di C e C' che si corrispondono in o*
risulti PP" <\, essendo P e P’ i punti di S e di S cui cor-
rispondono (v, , u,) e (uy, ). Tale corrispondenza ®* esiste

per il modo con cui & stato scelto il punto (24", uf").

Per Ia w* corrispondono allora agli n poligoni «;, di C n
regioni di Jorbax », CC(i =1, 2,...n) a due a due senza
punti interni in comune.

Sia ora o' (8) il modulo di continuita {*) della trasforma-
zione (T, C’) e sia §, il massimo numero reale tale che w (8,) <).
Per ogni ¢ sia «; un poligono di C' interamente contenuto in 7
e tale che la distanza secondo Frecrer | 2%, o7 * | fra i contorni di
;e di n) sia << §,.

Alla stessa maniera che unella dimostrazione di L. Crsart
del teorema I del n. 5 si pud dimostrare che gli indici del
gruppo di poligoni [#;;2=1,2,...7n] sono tutti e tre minori
di 1" e si puo concludere che &

jtr.w = j(r'.c'w

L’asserto ¢ cosi dimostrato. Potremo scrivere percid anche Jx
in luogo di Jirg.
Risulta in particolare definito I’ integrale

f[f(w,y. z)dy dz

z
come !’integrale della funzione f(x, y, 2) - H, sulla superficie X,
(1) Se & 3 >0 si dice modulo di continuitd o’ (&) di (T’, C’) I’ estremo

superiore delle distanze }7'(/’), 1" (P.)] per cgni coppia di punti P,
Pse C la cui distanza sia < 2.
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9. — Espongo in questo numero alcune proprietd dell’inte-
grale di Weirrstrass di cui mi servird nel seguito.

Trorkva: Se S= (7, C) ¢ una superficie orientata di Frecuer
del tipo della 2-cella, di area finita secondo Lipeseri, se
F(x,y, ¢ H, Hy, H ¢ una funzione definita in un insieme
chiuso A contenente i punti della superficie S che gode ivi le
proprieta indicate nel n. 4, se A ¢ una linea di Joroax di C
che divide C in due regioni di Jorpax R, ed 2, e se la curva
(7, \) ha proiezioni sui piani x =0,y =0,z =0 di misura
nulla allora

-7(/'.«) = :711',[.'1) T (T 1)

Per la dimostrazione osservo intanto che posto S, == (T, R ;
i=1,2: 51 ha A(S) < A(S);i=1,2; cio che assicura intanto
della esistenza degli integrali a secondo membro.

Considero un gruppo di poligoni [zM:i=1,2,...n, di R,
a due a due senza punti interni in comune, gli indiei 3, 1, n, di
tale grappo di poligoni, un gruppo di poligoni [z; 7= 1,2, ... n,]
di R, a due a due senza punti interni in comune, e gli indici
B, 1y, 1y di tale gruppo di poligoni.

Considero quindi il grappo di poligoni [a%;7 =1,2,... 2
s=1,2] di C i quali risultano a due a due privi di punti
interni in comune. Detti 3, 1, n. gli indici di questo gruppo di

poligoni si ha

30 8, m =Sy A, W=y,

Le prime due di queste relazioni sono ovvie, La terza si
dedace dal fatto che in virtt di un teorema di L. Cesamt [5]
si ha nelle nostre ipotesi A (S) = A (S) -} A(S), T(P,) =
=T® )+ TP); r—1,23.

Tenendo conto della definizione di J,. J,, F, si oftiene
allora il nostro asserto. Analogo risultato si ha se si suddivide
in regioni i Jokpay mediante s archi di Jorpay per cinscuno
dei quali valga I’ ipotesi fatta su A,

14
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Teorema : Se S = (T,C) & una superficie orientata di Fre-
caer del tipo della 2-cella di area secondo LrBrscur nulla e se
F(x,y, z, H,, H,, Hy) & una funzione ammissibile (n. 4) per S
allora &

Js=0.

Poiche 4 (S) =0 si ha anche 7 (S) = 0 e quindi
T®,)=0; »=1,2,3.
Per ogni poligono =, appartenente a C si ha

!f,(ﬂt;)l'—'—'—‘t,.(ﬂ,)gT(q)r) 7‘—-'_—-'1,2,3

e quindi t, (x;) ==
In virtu delle ipotesi fatte sulla funzione F (x, y, z, H, , Hy , Hy)
risulta percid F[o;, Yy %4, T (®i), % (%), 53 (7,) ] = 0 ed anche

js=0.

Troreua : Sia § & una superficie orientata di Frecner del
tipo della 2-cella sia (7,C) una sua rappresentazione nel cerchio
unitario C del piano %, u,. Sia 8'= (7", C') la superficie
ottenuta invertendo 1’ indicatrice positiva del piano u; u,. Sia
f(x,y, 2) una fanzione continua nell’ insieme A (n. 4). Si ha

allora
f[f(x,y,z) dydz = -—-/ff(w,y,z)dydz.

Cid risulta in modo ovvio dalla definizione di
[[f(w,y,zmydz-
S

I1 Teorema di Gauss—Green.

10. - Considero dapprima il caso in cui la superficie orien-
tata di Frecuer del tipo della 2-sfera ¥ sia una superficie polie-
drica orientata [5] e pilt particolarmente il caso in cui T sia
un tetraedro orientato ¢, .
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Sia (9T, @) una rappresentazione tipica di ¢, sulla sfera
unitaria @ e sia (7', C) la rappresentazione associata di ¢D, in C.

Risulta intanto in virta delle proprieta dell’ integrale di
WirkrsTraSS espresse nel n. precedente e delle ipotesi fatte nella
introduzione sulla funzione f(a, y, 2)

fff(x,f/,o)djdz—]/f(x y,s)dyds =

(1,0)
Py

fof(w,J, Ydydz =

i=l1 b

= Z‘// flx. (v, 2),y, 2]sgm cos n,c dy dz

i=1 ¢ (v2)

ove ¢, ly, &3, ¢, sono le superficie costituite dalle singole faccie
del tetraedro €D,, ¢ty (i =1,2,3,4) & il triangolo del piano yz
su cui si proietta la superficie ¢, x = x,(y,3) [ =1,2,3,4;
(¥, 3) e t/*?] & I’equazione del piano cui appartiene ¢,, n; (i =
==1,2,3,4) & la normale alla superficie ¢, orientata in modo
che rispetto ad essa il verso del contorno della superficie ¢, risulti
antiorario, e 1’ ultimo integrale & inteso nel senso di integrale di
campo piano.

Suppongo ora che il tetraedro costituito dalla superficie
orientata ¢, sia orientato positivamente nel senso che rispetto a
ciascun vertice del tetraedro il verso del contorno della super-
ficie costituita dalla faccia opposta sia antiorario.

Come & noto in tal caso I’ indice topologico di ciascun
punto interno al tetraedro rispetto a ¢, ¢ +- 1 mentre I’ indice
topologico di ogni altro punto di K (n. 2) & zero.

Risulta allora eun considerazioni di carattere elementare, ed
in virtah delle ipotesi fatte nella introduzione sulla funzione
[ (x,y,3) e sulla sua derivata f, (x, y, %)

ff [o(2,9,2) - O(2x,y,2; D) drdy dz =

=j/fﬂ- (2, y,2) - 0(x,y, 5;Ps) dedy ds —
A
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4
- Z ]f flx: (y, 2),y, 3] sgm cos n; x dy dz
=t ")

ove con A si & indicato I’ insieme dei punti interni a P, .

Dal confronto con la relazione sopra stabilita si ha percid
in questo caso il nostro asserto.

In modo analogo si conclude se ¢D, & orientato negativa-
mente, in modo che il teorema di Gauss Grrex risulta acquisito
nel caso in cui §D, & un tetraedro orientato.

11. - Considero in questo numero il caso in cui ¥ sia un
poliedro orientato ¢D del tipo della 2-sfera.

Sia (<C, @) una rappresentazione tipica di 40 sulla sfera
unitaria @ e sia (7T, C) la rappresentazione associata nel cerchio
unitario C.

Sia Q un punto arbitrario dello spazio xyz. Da esso
proietto le faccie di ¢, siano esse in numero di 22, in modo da
ottenere 7 tetraedri DY ({ = 1,2, ... n) orientati secondo I’orien-
tazione indotta su ciascuno di essi dalla faccia proiettata.

Per un noto risultato di topologia combinatoria [1] si ha in
ogni punto (x, v, ¢) di K non appartenente alle faccie dei
tetraedri

O, y,3:P)=,0@,y,2;PJ).

=1

Si ha percié come nel n. precedente

[[[fx (x,y,2)-0(x, y,2;P)drdydz
Tk

I

$=1 ¢

2, Uff, (@, y,2)-0(x,y, ;P dredydz =
£

Y,3).0(x,y,z; PV dedyds

i
i
=

™~

&

=

~

ove si & indicato con A; I'insieme dei punti interni al tetrae-

dro PP,
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S

Ed in virti di quanto si & provato nel numero precedente

[[[1-@.0.9)- 0@y 2D dwayds —— >[[ @2 ayas

e
dalla quale si deduce il nostro asserto.

12. - Sono ora in grado di dimostrare il teorema di Gauvss-
Grery nella forma generalo della introduzione.

Sia X una superficie orientata di Frecuer del tipo della 2-sfera
e sia (€, @) una sua rappresentazione sulla sfera unitaria. Sup-
poniamo che ¥ abbia area finita secondo LkBkssue e che I'in-
sieme [X] abbia misura tridimensionale nulla.

Sia ({,) una successione di superficie poliedriche orientate
di Frecrer per le quali si abbia

m |2, P, |=0, lim A(D,) = 4.
n—>o n—>o

Per ogni valore di n, tale che ¢, appartenga a I, si ha
per il numero precedente

[[[ @) 0,y 5 Padwayas=— [ 1w, . 5)ayas.
i I,

..p"

Ora in virtu del teorema di R. G. Hevsen richiamato nel
n. 2 ed in virta delle ipotesi fatte sulla f(x, y, 2) e sulla su-
perficie ¥ si ha

lim /f[f,,.(x, ¥,3)-0O(x,y,s;P,)dedyds =
b

n—>o

[f/fx(a;, Y, 35):0x,y, ;% dedyd:
¢

-
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ed in virti del teorema II di L. Cesart richiamato nel n. 5 si ha

n=>» o,

lim j]f(w, Y, z)dydz::[/f(a;, Y, 3) dyds.
Dy )

Da tutto cid discende allora che il teorema di (Gauss-Gregx,
nella forma indicata nella introduzione, & completamente dimo-
strato.

Un eseinpio.

13. - Mi propungo in quello che segue di dare un esempio
di una superficie orientata di Frecrrr del tipu della 2-sfera, di
area finita secondo LeBeseuk, per la quale non sussiste Ja formula
di Gauss-Greex ora dimostrata.

Sia C, il cubo unitario (0 <<, y, 5 << 1) dello spazio xy3.

Sia f; il segmento di lunghezza 14 perpendicolare al pianv wy
ed avente per estremi i punti (%, %,0), (%, %, %). Siano
G, h=1,... 2%) i 22 segmenti di lunghezza Yae ‘Y2 aventi per
estremi il punto (%, %, %) e rispettivamente i punti (14 - %e,
Y% R %, %), Siano fi; (i, =1,...2°) i 2° segmenti di lun-
ghezza % aventi a due a due per estremi i punti (1% & %,
Yo I Y, %) e paralleli all’asse 5. Siano Cy; (4,=1,...2% i 2
cubi di lato % che si ottengono conducendo per il punto (%, ':, %)
i piani paralleli ai piani coordinati.

Ciascuno dei segmenti fi; ({ =1,...2°% viene a trovarsi
rispetto al cubo Cy; (4 = 1,...2°%) nella stessa condizione del
segmento f; rispetto al cubo O;.

Ripetiamo allora in ciascuno dei cubi Cy; (i =1,...2% la
stessa operazione compiuta nel cubo C), ben s’intende operando
con segmenti di Iunghezza meta di quelli considerati in C,.
Otterremo in tal modo 2° segmenti f; ,(i,,% =1,...2% e 2°
cubi Oy 4, (6, b= 1,... 23). Ripetiamo poi indefinitamente tale

operazione.
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Sia Q il quadrato unitario (0 << wu, v =< 1) del piano ww.
Sia (2) (), un quadrato concentrico a () e ad esso interno.
Sia (j, un quadrato concentrico a ¢, e ad esso interno. Siano B

Ly
(ji=1,. .2% i 2® quadrati in cui Q, & diviso dalle sue mediane.
Sia B_,J‘ (J, = 1,... 2% un quadrato concentrico a B,J, e ad esso
interno. Sia M,; (jy =1,...2% la mediana del quadrato E,,“
parallela all’asse v e siano Iy, ., R,,,-Pg i 2 rettangoli contenuti
in _Bl'jl che essa determina. Siano @, (4, =1, ... 2% 2° quadrati
ciascuno interno ad un rettangolo R,Jl., (ji=1,...24s=1,2)
e ad esso concentrico.

Ripetiamo ora su ciascun quadrato @, (¢, =1,...2%) le
operazioni eseguite sul quadrato @,. Otteniamo in tal modo 2°
quadrati @, , ,, (4,4, =1,...2%),

Ripetiamo indefinitamente questa operazione in modo che
la somma delle aree dei 2% quadrati di rango 7, Q,,,.,",,n
(é1y...ép=1,...2%) tenda a zero al tendere di n ad infinito.

Definiamo ora una successione di superficie orientate di
Frecuer del tipo della 2-cella nel seguente modo.

Sia &, = (T, @) la superficie cosi definita.

(T, Q) ¢ definita in Q — ¢, in modo che alla corona
Q — Q, corrisponde in modo continuo il quadrato 0 <<, y << I,
3 == 0 con la condizione che al contorno interno della corona
corrisponda il punto (1%, %, 0).

(T}, Q) & costante in Q, in modo da risultare continua in §.

Sia S, =(T,, @) la superficie cosi definita.

(T3, Q) coincide con (T}, Q) in @ — Q.

(Ty, Q) & definita in @, — @, in modo da essere continua
e da far corrispondere alla corona Q, — @, il filo costituito dal
segmento f .

(T, Q) ¢ definita in B, , — E,,j, (Ji=1,...2*) in modo
da essere continua e da far corrispondere alla corona By; — L_?,,,l
(Ji=1,...2%) il filo costituito dal segmento g, ;.

(T,,Q) ¢ definita in ciascuna delle 2* corone R, — Q,,
(i=1,...28s=1,24 =1...2%) in modo da essere conti-

(2) I quadrati che qui si considerans hanno i lati paralleli agli assi « e o,



216

nua ¢ da far corrispondere a ciascuna delle corone uno dei fili
fig, (h=1...2%),

(T:,Q) & infine costante in ciascuno dei 2° quadrati @,
(i, = 1,...2% in modo da risultare continua in .

Sia S; = (T, Q) la superticie cosi detinita.

24
(T, @) coincide con (7%, Q) in () — Z O -

=1

In ciascuno dei quadrati O, (£, = 1....2%) essa ¢ definita
operando su Q,,, con i fili £, (/o= 1....2%) cosi come si @
vperato sul quadrato @, con i fili fi; (/, = 1...2%).

Ripetendo indelinitamente questa operazione si ottiene una
successione N, = (T,, Q) tale che le trastormazioni (7,,, Q) con-
vergono uniformemente su @ .

Sia (T, Q) la trasformazione limite ¢ sia & la superlicie
orientata del tipo della 2-cella da essa rappresentata.

14. - Sia X * la superticie orientata del tipo deila 2-sfera
costituita dal contorno semplice, orientato positivamente del
cubo C,.

Sia (C*, @) una rappresentazione di X* in cui C (15 non
appartenga alla faccia 0 —w, y<<12=0 di C,, esia (I'* C)
la rappresentazione ad essa associata.

Sia R la regione semplice di Jorvax interna a C in cui si
rappresenta la faccia 0 <, y<<12=0 di C,.

Sia (7, C) la trasformazione continua ottenuta da (T *, C)
in questo modo.

(T, C) coincide con (T*, C) in C— R; (T, R) & equi-
valente alla trasformazione (7', Q) sopra considerata.

Sia ¥ = (T, @) la superficie orientata di Frecurr del tipo
della 2-sfera associata a (T', C).

Sia f(x, y, 3) una funzione definita in un cubo K con-
tenente nel suo interno il cubo (), ivi cuntinua insieme con
f. (@, y, 3) e tale che ovunque in K sia f, (v, y, 3) >0.
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I subito visto in virtu delle proprieta dell’ integrale di Wei-
ERSTRASS esposto nel n. 9 che

[[re. 0,9 ayds = [[fie, y, 5 dyds.
E*

.

Si ha d’altra parte che I'insieme [Y] contiene tutti i punti
del cubo C,.

Infatti Iinsieme [X] ¢ chiuso ¢ C, ¢ costituito da punti di
accumulazione di [X].

Ne viene che in ogni punto di K¢ O(x, y, 5: %) =0,
mentre ¢ O(x, y, =; E¥) =1se(x, y.2) ¢interno a C, =0
altrimenti.

Ne viene percio che
0 == //[fx(x, Yy 3, 0, y, s Y)dedyds <
YU
</[[f,,<w, Yy 30, g, 55 S%) dwdyd s

Ma la superticie X* veritica tutte le ipotesi del nostro teo-

remt di Gauss - Greex per cui ¢

U, fo\@,y,3) - O(x,y,2: 2% dedyds = — ///'(xya)dy dz .
Yk Yw

Ne viene quindi

o

/// @ y,2) - 0@,y 5 S ) dedyds + — Ul'w,y,z) dyds

K
cio che prova quanto si & asserito nella introduzione cirea la
necessita della condizione '[Y¥]' = 0 per la validita della for-

mula di Gavss=Guresy con la nozione di punto interno da noi
adottata,
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15. - La superficie ¥ qui considerata ¢ degenere [5]. Cid

pud far credere che la condizione |[X]) = 0 non sia pili neces-
saria quando si considerino superficie semplici, ciot superticie
che siano |’ immagine biunivoca e bicontinua di una 2 -sfera
orientata.

.Basterebbe una modificazione . dell’ esempio sopra esposto,

che sostituisse ai fili da noi adoperati dei tubi di area opportu-
namente piccola per avere I’ esempio di una superficie semplice

di
di

di

arca finita secondo LeBescue per la quale non vale la formula
Gauss-Greex da noi stabilita,

Cido ci condurrebbe in sostanza ad una superficie del tipo
quella considerata da A. S. Busicoviten [2].
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