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SUL TEOREMA DI GAUSS - GREEN

(*) di JAURÈS CECCONI

La formula di è stata og-~;etto, anche in questi
ultimi all lll ~ di l iiiiiiierose ricerche.

Fra queste sono particolarmente da notare le ricerche di

H. [6] e G. C. LoRKNTZ [8] le quali hanno avuto peraltro
lo scopo di esteldere la formula di enti none

orientati e col un significato clell’ area diverso cla quello di

LKBKSGUM.
I~~ questo lavoro mi propongo di considerare la formula

(li GAUSS-GpKMN prendendo in esame superficie chiuse orientate

sulle quali è fatta la sola ipotesi della quarlrabilità secondo

La no~ione di punto interno ad ~~na siffatta 511~e1’fl(’le è

~ùrn~ulata lneciiaute la considerazione del~ indice topologico cii

tale punto rispetto alla superficie, cos  come e stato fatto da

T. RiDó [10] per la disuguaglianza isoperil11ctriea, l’integrale
di superficie è considerato al modo di ’VI’~IERsT~~As~ cos  come

è stato fatto da L. CASARI [4] .
Più precisamente lo scopo di qnesto lavoro (} di studiare il

strado di validità della eguaglianza

ove  è nna superficie continua chiusa orientata e r¡naòrabile, Ji
p un cL bo cui è interno 1’ insie~ne ~~] formato dai punti li E ,
~(~~~/~,S) è ~ indice rispetto a X,

. (*) Pervenuta in Redazione il 9 gennaio 19~1.
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C (.~: ~ ?/, .: ~ noti appartiene a ~, L zero altrimenti, 1’ intrg-rale a1

secondo membro o 1’ integrale di ii°iiifiiis,ru,iss ~ yedCr0 l. X]
della funzione f (~~ , 7/ , III esteso alla superficie ~.

Il risultato pervengo o espresso dai seguente

Å~1e X r una di %I l’ ~

(lei tipo 2--.s fE’~~cr, secondo L c’ l) E’s c/ ~~ c~ ,
síl f(.v, !j, a ) c’ ccocc ~o~LCzjLccc in K ccm 1(( sua

~~) ~ c-’ se 

coil ; (l i 1-~ lccr ’!

la (1) .
Osservo che le ipotesi fatte sulla funzione f ~ (.X~ , ~’/, ~) non

sono ovviamente le pin generali percliè valga la (1 ) .
Osservo che, la condizione 1[~1! / -=--= O, in armonia

precedenti ricerche di R. 0-. L7 J, e necessaria per
validità clella (i~; cioè non si può a meno deità condi-

zione - O se la i&#x3E;lzioi&#x3E;t (~1 i punto interno e t’n ~’i H li I a 1 a

mediante ~ indire topologico come sopra.
Ciò risulta (Iv un esempio che espongo Ill L corso del 

1.’ indice topologico. 1,’ irltegrale ~li ’Veierstrass.

1. - Sia X una mlperficie orientata (li i del tipo &#x3E;
della 2-sfeia [5] . Sia (?)

una sna rappresentazione sulla st~el"1 unitaria e di rqiazi&#x3E;iiP
/ti + zG2 -1- 2~2 ----- 1 dello spazio U~ 2~2 U3 sulla quale è Ussata ~ ill-
di.~atricfB positiva corrispondente all’ &#x3E;i~lii&#x3E;e 1&#x3E;i punti (1,0~0),
(0,1, 0) , (0 , 0 , 1) ~l~l triangolo sferico di e avente (~~~(’~ti
vertici. 

,

//~. !i0!) appartr~l0~ltp a ï. Lp 
zioni
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ove si è posto r (it) = [(x + (y (u) ?l~,)Q + (~ (u) -
- ~o)~J~ definiscono una trasformazione della sfera e in un

sotto insieme della sfera unitaria di centro (xo , ~/o , 
Definia~uo come indice topologico O yo , so ; E) di

(x, , yo , zo) rispetto il grado [1] della trasformazione (2) ,
Poniamo invece O (xo, Je ; S) = 0 se (.xo, z~,) appar-

tiene a ~.

2. - Sia j ~ una successione di superficie poliedriche
orientate 5 ] del tipo della 2 - sfera che tenda nel senso di

F~n:cHET verso la superficie ~ .
Sia -~,s ) l’indice topologico del punto (x, y, z)

rispetto a È noto che se (.x, ~/, z) non appartiene a S si ha

Supponiamo che la superficie 1 anlmetta area secondo 
sauK finita, sia A (E) tale area, che 1’ insieme [E] ] abbia misnra
tridi~nen~ionale nulla, e supponiamo inoltre che la successione di

superficie poliedriche sopra considerata converga in area a "’ .

Si abbia cioè, oltre a quanto è detto sopra,

In queste ipotesi è stato dimostrato da R. G. HELSE~J [7]
che si ha

ove si è indicato con K un cubo con i lati paralleli agli assi

contenente nel suo interno la superficie E .

3. - Sia E la superficie orientata dal tipo della 2-sfera con-

siderata nel i~. 1 .
Sia C il cerchio unitario di equazione del
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piano sul quale sia fissata 1’ indicatrice positiva corrispon-
dente all’ordine dei punti (()~ 0), (1, 0), (O, 1) sul triangolo avente
gli i stessi vertici. Siano E v, gli emisferi Us &#x3E; 0 , 2.c3 ~ O
di e ed uv, 2cQ i punti (0, 0, 1) , (0~0,-1) di C. Sia (~) il

punto (O, 0) del piano U~ 2~~ ! r sia v il generico punto (u~, del

piano 2~r u2, sia r ((~), v) la distanza ed m , e sia Co il

cerchio ~~ ~ I~2 del piano u2.
Da L. CEsài1 [5] è stata introdotta la seguente trasforma-

zione monotona e continua di C su C

cos  definita : T (v) si ottiene applicando a v e C 1’ omotetia di

centro co e di rapporto 2 e successivamente la proiezione da
u, su E, se v e (v) si ottiene applicando a v sul piano

1’ omotetia di centro o e di rapporto (1 - }_)-~ e la pro-
iezione da ua su Fo se 1) e C - (:0 ; finaln1ente sia T (C *~ = Mo
ove ~.; * è il contorno di l: .

Considero la trasfurmazioile definita su C (CC. T , C) = (’1" (}),
essa è univoca e continua su C e costante su C*.

Le trasformazioni ( T, C ) e ( QÌ , G~) sono state messe in

relazione da L. CASARI [5] e chiamate associate. La trasformazione

( 1’, C ) costituisce una superficie orientata ~ del tipu della

2 - cella .
È stato dimnstrato da L. CASARI [5] che si ha A (S) = ~ (~~) .

4. - Sia una superfiuie orientata di J1~RECH~-:T del tipo della

2-cella e sia ( T, C)

mia sua rappresentazione sul cerchio unitario C di equazione
~~i + u~ ~ 1 del Supponiamo inoltre che S ammetta
area secondo LEl3t’:SGU~ finita.

Sia 44 un insieme chiuso dello spazio al quale appar-
tengano tutti i punti della superficie ~S’ . 

_
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~ial h’ (.,r~ , ~~ . ~ , H, , H2 , IIJ ltnH funzione i«1 Bl~l 

(lc~i sei argomenti ~’,//,J, 9 H, , H2 , II3 dettila per tutti i

punti (.X’ , 7/ ~ : ) (~1 
H~ non tutti Ilulli.

risulti inoltre con-

tinua i 111 i i punto &#x3E; ( .~’ , t/ , ; . Ili , Ih , ll~ ) ove (~,//.~)f &#x3E;
1111 pintu i ed ll, , Ilz , fIj , U~la ten~a di llU~11C’ri reali non

tutti nui i, essa sia positivatnente omogenea di grado 1 rispetto
ii1 Ili , lh , 113 e ~i abbia intine F (a.; , ~~ , ~, 0 , 0 , 0) -

Da L. (I stato iutl’u~lutt( ~ integrale secondo

s~~pcrticie ~’~’ nel

seguente modo.
Siano °~’1 , ’(&#x3E;2, ~~_i , le tras~ornltlziu~~i piane ~55W’laltE’ al T

i ~’JL~ ; ~ -= 1 , ~ , · · ~l, 
i gruppo tli i poligoni i di i (caduca due senza punti i interni i

111 tn1llltlll(.’, siano ~~,~-~-t.~,"~./’20131,~,3] le curve

continue e chiuse iiiiiii;ig~iiii lull,; di i ~C-

Sia () ( .’/, _’:. ~ (,’ ~. ~) 
del punto it (:1, t 1’(I in ~~~udo 

~/ ; 3

~ e proiezioni i sui i piani i I~: , ~ a.i , .t~!/ ~ i

Sia inoltre

Sia
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~ estrenl0 superiore essendo preso rispetto a tutti i gruppi di

poligoni [1ti; i == ~, 2,... ~z], di C, senza punti interni in comune.

l’oi&#x3E;go inoltre

è 1’ uscillazioue di T in 1ti.
I iitimeri 8, si dicono gli indici del gruppu di puli-

go~~ i [1ti] di C .
Per ogni gruppu di poligoni si lia 8 à 0, »1 0,!,:-~&#x3E; O [:~],

inoltre comunque si assegni un y&#x3E;0 esistono quanti si vogliono
gruppi di poligoni [1tiJ per i quali ciascuno degli indici ; C 7 .

un punto appartenente al poligono sia

il 1 punto ad esso corrispondente secondo T in 6’.

Considero la somma

Per quanto 1~ di~l10stratu L. CEsài1 [4], nella ipotesi che tS’

. 

abbia area secondo LEB~~SGUI1~ finita, esiste ficlito il lin~ite



200

al quale L. ha dato il no~ne di integrale secondo 
STUASS dclla funzione sopra la superficie
(T, C) .

5.-In ordine a tale integrale ha stabilito

le proprietà espresse dai seguenti teoremi.

TMORMMA I. - Se S ò una superficie Vl’iclltaia di }1’UECH~£T del

tipu della 2-cella. di area finita secondo LI~I3EsüUE ~ integrale 
è indipendente dalla rappresentazione ( T, C) di IS. Per tale

ragione si scriverà anche ~~ in luogo di 

TEOREMA II. - Siano ~, ~S’1, 82 , ... ~S’ri ... superficie orientale
di F~~EcH~T del tipo della 2 cella di a rea finita secondo 

per le quali si abbia

ove con il si ò indicata la distanza orientata spcondo 

CiIFiT t’ra S ed allora si ha

111. - 8e ~S’ è u~~a superficie urientata di 

del tipo della 2-cella di area finita secondo LEBESGUF e se (T, C)

ò una rappresentazione di 5) per la quale le trasfortmazioni

4B.(r=1~2,3) risultano assolutamente continue allora indicato

con il Jacobiano generalizzato della trasformazione

&#x26;~[3]) a l’ integrale .7,~ è dato dal seguente integrale di LI~BESGUE
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Richiamo a qnesto puoto anche il seguente teorema di

L CASARI [3j del quale mi sono servito nel u. 4.

TEOREMA IV. - Se S è una superficie orientata di FRKCHKT

di area finita, secondo IjMBMSGUE e se e è uu numero positivo
arbitrario può detErl111tlarSl un gruppo di poligoni semplici
~ ~~ ; i = 1,2,...~]. completamente interni a C’ a due a due

senza punti interni in comune tali che si abbia con le notazioni

del 11. 4

Un esame della dimostrazione di qne~to teorema ci consente
di enunciare il seguente

TEOREMA : Nelle stesse ipotesi del teorema precedcnte sia

(z~°~, u~~j un punto interno a C. Allora ad ogni 5 &#x3E; 0 è possi-
bile far corrispondere un gruppo di poligoni == 1, 2, .. n]
che verifichino tutte le proprietà del gruppo di poligoni del-

~ enunciato precedente e tali inoltre che claSCl1I10 di essi sia

esterno al punto (u(O), 

6. - Sia f (x, y, z) una funzione definita e continua nel-

I’ iu5ien~e ~ considerato nel n. 4 e sia S la superficie orientata
di i area nnita ivi considerata. Risulta in particolare definito siilla
superficie S I’ integrale della funzione f (x, y, ~) ’ H, . Tale inte-
grale sarà indicato nel seguito con la notazione
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7. - 1 (Q7, é j una ~Upt’~’fieio orientata di del

tipo della 2-sferadi arca finita secondo Sia S==(7~C)
la superficie orientata del- tipu lella 2 cella associata a ~ secondo
il procedimento descritto nel 11. 3. Sia A un insieme chiuso cui

appartengano tutti i punti della sipeifi.ic È e sia 1/ //, J~
una funzione c’he nell’ insieme A si (’Ullll)O1’tl come

è precisato nel n. 4.

Sia y.s l’ integrale della funzione I’ ( x~, y, z, H2 , sulla

superticie orientata 
~Ii propongo di dimostrare in questo numero e nel successivo

che ~ integrale 7~ dipende soltanto dalla é~) , B
nel senso clic se ~’ = (Q7’, e’) è una s~~p°l’tieie orientata del tipu
della 2 sfera equivalente nel senso di FKHcmr alla superficie X
si ha

essendo ~~(7",C’) la 8upertieie del tipo detta 2-cclla

associata a ~B
In virt i clel teorema 1 ricordato nei numero 5 l’asserto (l

provato ~e anche le superf cie ~~ ed ~S’’ ~ono equivalenti nel senso

I~~ geiiciale però nonostante ~ e I’ siano equivalenti non lu

ed ~S’ ~.
In qtesto caso adatto come lu cli~no~t1’a~jol~e data :cla

L [4] del teorema I.

Siano 4Y~ , 1&#x3E;;, (n = l, 2, ~) le trastbrmazioni i piane relative

it (rI’, C) e {T’, C’) . 
’

Siano ~r , ~,. , 1’ (~Yr) , 1, ’11(~) eLW. le t’unzioni i IIItI’u(~UttE nel

n. 4 relativamente alla trasformazione (7’, e siano 1,’ ,
~- (~~r) , t’, T (.S’) ecc. le analoghe relativamente alla trasforma-

zione ( I’r, C‘’ ) .
In virtù di un risultato di L. CKSARi [5] Él ~1 (S) -- /1 (S’) e

risulta inoltre

È anche per quasi Og11~ punto (~, //) e K3
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Ciò &#x3E; vedersi 11~1 seguente modo.

,. (n - 1, 2, 11 le trt, t l’il S fu ~ ~ n a z i p ~l i pial e mmci~tte

,~(la trasformazione (~’,°, ~) e siano 1&#x3E;:. le corrispondenti trasfor-

mazioni piane associate a (~7 , ,.
.i == 1, ~, ... 71., iii&#x3E; gruppu C’il regioni se~nplici (~1

appartenenti alla supertieie e prive a due u due di punti
interni 111 COll1Une e siano immagini linee --i*, coll-

torno (li secondo 4~~ (&#x3E;. = i , 2, 3) .
Siano O (t/, ~ ~ C,,~) : U O y ; gli illli(~i ~

i dei i punti i (!/, J), (.::,.~’ ). (~~;, y) l’ ~ s pe tt o a l~ o lillee (,,,,í,

p~’~’ tutti i pU:-5sibili gruppi di regioni se~nplici d~ 7r ~

considerati, I~~ modo allOLlu~() ~1~~11!) definite 1~’ (: ,~t,’ ; c~2),

Alla stessi maniera rispetto alla trasformazione (~CB(?’’ i
sianodcdnite ~" (~, x% ; ~’z) , ~r(~~/:!~).

le traSfUl’n~a~ioHi (CC. eJ, (~B (?’) :-;0110 equivalenti
risulta irlt;~rltu, per Ull noto ragionamento, Ill ogni punto di K3

Passo &#x3E; ora a u~lfloltmo~ ~~’ (,,~; , ~/ : 1&#x3E;3) &#x3E; ~; (,,e , r~ : f~3  .
Risulta 111ti~IltU I11 ogni punto di K,

Per ottenere la ~’olHplelncntartJ considero

1 la 

introdotta da seguente sig’iiificat&#x3E;
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1, 2, ... ~2 1 è un gruppo di regioni unieutate di

JORDAN di cunnes5ioue finita appartene te a C senza punti
interni in comune., e dove ò

essendo C3,i,O, G~3,~i,1, ~ ~ ~ °3,i,J/t le im~~~agi~~i secondo 1&#x3E;3 delle linee

p"I), ty,~ , ... costituenti il contorno orientato di R .
Ricordo anche ehe, eccettuato al pi  un iusielne numerabile

di punti di K3, è

Sia ora

Esiste allora un gruppo di regioni semplici di JoRDBN di C?
senza punti interni 111 comune, siano esse 1t], ... 1t~-~, tali che
al contorno 1t~ di nessuna di esse appartenga e tali che

Siano ... 1t~ le linee 5euyliui di C ~~nn~agini delle

linee 1t:~ secondo la trasformazione v = r~~ (Z.~~ inversa della

u = T ( v} considerata nel 11. 3.

Ora o le linee 7c* limitano regioni di JOHDAX di C prive a
due a due di punti interni in comune ed è ici tal caso in ogni
punto di K

e quindi W (x, y; 4&#x3E;3) (x, y; ~s) .
Oppure una di tali regioni, sia ~E,,, contiene nel suo internot&#x3E;

tutte le rimanenti. (È il caso in cui 7t fJ. contiene tGa nel suo

interno).
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In questo caso considero la regione di JORDAN,R , di cun-

nessione 2, aveuta per contorno esteri o C* e per contorno

inte - io 1tt . Si lia, poichè (x, ?~) (Ua),

e le regioni i di I? sono senza punti
interni in comune.

È dunque ~~~(.r~;~) ed anche

Ciò in virtù delle relazioni sopr«i stabilite prova il nostro

asserto.

8. - Sia e &#x3E; 0 ed arbitraria. In virtù della esistenza degli
integrali Js ed JSI si può determinare un numero positi vo ~~
tale che per gruppo di poligoni semplici di C a due a due
senza pl111t1 interni in comune J7r~;/==Ì,2,...~]edi indici

~ , y~2 , ~, tutti  y ri sul ti

ed analogamente si può determinare un ~;’ tale che per ogni
gruppo di poligoni semplici di C’, a due a due senza punti
interni in i = 1, 2 , ... i ’] e (li indici 8, ~~2’, (1-’
tutti C 7’ risulti
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Sia I ~i~l~ien1e dei punti (:~, ?/, Z, 7(’1, ~~~~, ~~~3 ) per i qnali
;, g/, z) t A" e ;- 2~~2 -t- i.§ = 1 .

Sia iii nUl1~ero tale che perorili punto (~; , 2/ , .~ ,
~e’~ , 1(’3) di i I si abbia lI, Z", 71’1, Ir2, ~f~3) ~ Jl e tal

inoltre che sia A (A~) == ~1 (~~‘) C J1. Sia a = [‘;~,J5ll , 
Sia p &#x3E; 0 1111 altro numero tale che per ogni coppia di punti

:Finaln1ente sia 0 C T  i3 un un~ne~’o tale che p.~r 
in~ie~ne h 111isnrahile, It C Il; , It  a , ( i = 1, 2, 3) risl1lt i

Sia ora 1 mi nu~nero positivo. I~1 virtù lella Pqiiix.aleiiz;i
t’ia  e ~’ esiste un O~l~eOl1101’fis~~~O ~~ tra i punti di e e di (?
tale che al verso positivo su e fa corrispondere il verso positivo
su C e tale inoltre che se (u~, 7l2, 713)  e e ( ~~í , i§ , tr3 ) ~ C’
si corrispondono 111 H e se 1’ - (~,~; , ~/ , ; ) , ~P’ - ( .x;’, ~/’, .~ ~ j
sono le loro immagini sn S e ~’ si abbia 

In virtù della trasformazione continua noti biunivoca 

considerata iiel n. 3 esiste perciò una corrispondenza 00. fra

i punti di C e i punti di C’ tale che ad nn punto ;;rr~ , ur)
(li C corrisponde il contorno C’* ’ di C’, al contorno C* di C

corrisponde un punto (~.c*’ , di C’ e ad ogni punto interno

a C e distinto da (n*, orrisponde un sol punto iHtel’110

di C*’distinto da (~1,~2’) in modo che se (7 e Q’ sono lo

immagini in .~ ed N" di due punti (1(1’ rcz) , (u~, ~2~) 
denti 111 00* si abbia Q Q’ 
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Questa corrispondenza w* è inoltre tale che ~cl un gruppo
di linee 8el11 pl ici di tIOllDAX i nterne a C e prive a due a (Iiie (li

punti intern~ iii COll11111e, alle quali e~tCl’11O il punto 
’)l’ie~~tate Del ve~’~O positivo del piano 712 fa coi&#x3E;rispuiilere i«;i

l’iltippo cli i llt ee ~se~n pJici di i tIOHnAX (li i C’, pri~-e a d ne a (Iiie

tli punti interni iii C’o~~~une, alle (iuali è esterno il pu~~to (tf*’, 
e(1 orientate nel verso positivo del piano *

Sia ( una (li Illllllel’1 positivi i avente per
liH~ite zeio. Sia (ù: la corrispondenza t’ll C e C’, sopra 

relatiyan~cnte ai ~" ~ sia ut~~~~) il pnnto (11 () eui

per 1«1 (O; il ~’ontOl’no ~’‘~ di C’ .

:--;ia (°10, 2 } ~~ll punto (~l aC’(’~ullulazionr O1 ?f~: 111) :
(~~=1, 2,...).

Sia allul’a [~ ~ ; z - 1 , i, ... ;?~ 1111 di poligoni
i i Il~ e r )} ~ a C a tt due i d i P li Il t i i i n

ciascunu 21 (uBlB ?~2~~11 ü tali chr detti u, y, 1

f~l citiesto gruppo di polig-o~~i sia

Un sii atto gruppo di poligoni esiste in virtù del tro]’P~nn

ottenuto cone modincaziot e del Teoref la IV nel l. 5.

In ciascuno dei ~J(JI1~0111 ?C, scelgo un~ punto ~(tl’&#x3E;&#x3E; (lz ~ ,j e sia

~.~B//~~t) ~n .~-..;. Risulta

~

mi IBUI11ern tale che indicato 1’01B 

dei punti i di i li,. 

~,)~.  1;,. -rè quindi i
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Posso supporre 1  ~ a .

Sia 00* una corrispondenza come quelle sopra considerate
fra C e C’ tale che il punto (11 ~, risulti esterno a ciascuno

dei poligoni [~ ; ~ == ! , 2 ,... n] e tale che se (ul , u2) ed
(u’ , T u’) sono due punti di C e C’ che si corrispondono in w*
risulti essende ~ e P’ i punti di S e di ’~’ cui cor-

rispondono u2) e (~!? u~) . Tale corrispondenza w* Psiste

per il mo~o con cui è stato scelto il punto (u[°1, 2~c~~~) .
Per la 00* corrispondono allora agli ?i poligoni 1t, di C n

regioni di JORDAN ~~; C C (i = 1 , 2 .... n) a due a dne senza

punti interni in comune,.

Sia ora w’ (ò) il modulo di continuita (1) della trasforma-

zione (T’, C’) e sia 8,, il inassiino numero reale tale che o) (8(»  1, .
Per ogni i sia un poligono di C’ interamellte contenuto in 1B
e tale che la distanza SeCO11d0 ~~RECH~1’ IL 1’*, fra i contorni di

1B e di 7r, sia ~ 80 .
Alla stessa maniera clie nella dimostrazione di L. CASARI

del teorema I del n. 5 si può dimostrare che gli indici del

gruppo di poligoni [~rs ; i = 1,2,...~] sono tutti e tre minori

di e si può concludere che è

L’asserto è cos  dimostrato. Potremo scrivere perciò anche ~~
in luogo di 

Risulta in particolare definito l’ integrale

come 1’ iutebrale della funzione f (~~, z~, z~ ~ H1 sulla superf cie X.

(1) Se è a &#x3E; 0 si dice rn©~luto di continuità (o’ ( 8) di (T~ n’) 1’ estremo

superiore delle distanze 3 T’ (I’1~ , 1" ( 1’~~,) ~ ~ per cgni coppia di punti 
1’2 e C la cui distanza sia  ~.
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9. - Espongo in questo nu~nero alcune proprietà delI’ ~nt~-

grale di WHtKHSTRASS di cui ~ui servirò nel seguito.

Se 5.; (1’, C ) o una superficie orientata di 
del tipo della 2-cella, di area finita secondo se

~ ~~~, 0 una funzione definita iti 1111 insieme

~ hiuso 11 contenente i punti della superficie f3 che g’ole ivi le

proprietà indicate Ilel 11. 4, o una linea di JORDAN di C‘

che divide C in due regioni di ~~, ed f~2 e se la 

(71, k) ha proiezioni sui piani .r = 0 , ?1 = 0 , s - 0 di misura

nulla allora

Per la dimostrazione osservo i nta nto che posto .~’~ -- ~ T, ~~’t ~ ;
i - l, 2; ai i liii ,4 (,"1) m A ( S’j ; i == 1,:2; ciò che liltallltU

esistenza (legli integrali a secondo ~ne~~1bro.

Considero un gruppo di poligoni [7c~:/=-!, 2,...~~ di 1(1 1
n ciue ~~ ~lne se~lza pl~nti iotel’li ir~ col~m~~e, gli iWici ~i, ~il,, ~., ~li
tale gruppo di poligoni, un gruppo (li poligoni ~~~Y~; 2 --- l, 2, ... 
cli Ii2 ~ cl«e z ~lne senza punti interni iii eon~une, e g-li indici

~ ~ , yr~1 , ~~.2 (~i tale gruppo di po igoni.
Considero quindi il gruppo di poligoni [?r~;/== ,2,...~;

s - 1, 2 J di C i quali risultano a due 3 due privi di punti
interni in COll1Une. Detti ò, m, ~. gli indici di questo gruppo di

poligon i si ha

Le prhue due di queste relazioni sono ovvie. La terza si

deduce clal fatto che in virtù di un teorema di L. [5í
si lia nelle nostre ipotesi ~1 (~~) __ ~~ (~~~,) -~- f~ (~~~~) ~ 7’ (45~) =-

- T ((~i~·r ) -~- 7~tB,.); ~- L~,3.
Tenendo conto deità definizione di 7~,. ~’,,~ , ~7~ si ottiene

aHora il nostro risnUato si lm se ;i suddivida ’

iii regioni di archi (H ppr ciascuno

dei quali fatta 

14
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TÈOREMk 1 Se ,S’ - (T, C ) è una superficie orientata di FRE.

CHKT del tipo della 2 - cella di area secondo LEBESGU}1~ nulla e se

F (x, 1¡, z, H,, H2, H3) è una funzione ammissibile (n. 4) pei; S

allora è

Poichè A (8) = 0 si ha anche T (S) = 0 e quindi
T = 0 ; r = 1, 2, ~.

Per ogni poligono 1t. appartenente a 0 si ha

e (1t,) = O.
In virt i delle ipotesi fatte sulla funzione F(.x, y, z, H~ , H,, H3)

risulta perciò ’C~ (1t¡), t’l (1ti), ~3 (1t,)] = O ed anche

,~ = 0 . 
’

TKOREMA : Sia è una superficie orientata di FRFCNET del

tipo della 2-cella sia (T, C ) una sua rappresentazione nel cerchio
unitario C del piano Sia ~S’’ ( T’, C’ ) la superficie
ottenuta invertendo ~indicatrice positiva del piano Sia

f (x, y, z) una funzione continua I18I1’ insieme A (11. 4). Si ha

allora

Ciò risulta in modo ovvio dalla definizione di

Il Teorema di Gauss - Green.

10. - Considero dapprima il caso in cui la superficie orien-
tata di i del tipo della 2-sfera E sia una superf cie polie-
drica orientata [5] e più particolarn~ente il (’~s0 in cui S sia

un tetraedro orientato c¡J4.
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Sia (,C, C-’ ~ una rappresentazione tipica di sulla sfera

unitaria C e sia T, C) la rappresentazione associata di ~4 in C.
Risulta intanto iii virtù proprietà dell’ integrale di

‘VH:ir.r~sT~~sa espresse nel n, precedente e delle ipotesi fatte llell~~

introduzione sulla funzione ?,J, ~ )

ove 12, 1 t3, Il sono le snperficie costituite dalle singole faccie

del tetraedro (i = 1, 2, 3, 4) è il triangolo del piano yz
su cui si proietta la superficie ti , x = xt (y, z) [i = 1, 2, 3, 4 ;
(~, z) E è Inequazione del piano cui appartiene t,, gii (i =
== 1, 2, 3, 4) è la normale alla superficie ti, orientata iii ~11odo

che rispetto ad essa il verso del contorno della superficie tz risulti
antiorario, e 1’ ultimo integrale è inteso nel senso di integrale di

campo piano.
Suppongo ora che il tetraedro costituito dalla superficie

orientata CP4 sia orientato positivameute nel senso che rispetto n

ciascun vertice del tetraedro il verso del contorno della super-
ficie costituita dalla faccia opposta sia antiorario.

Ca~ne è noto in tal caso l’ indice topologico di ciascun

punto interno al tetraedro rispetto a è --1- 1 mentre 1’ indice

topologico di ogni altro punto di h’ (n. 2) è zero.
Risulta allora cun considerazioni di carattere elementare, ed

in virt i delle ipotesi fatte nella introduzione sulla funzione

e sulla sua derivata 
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con A si è indicato 1’ insieme dei punti interni a 

Dal confronto con la relazione sopra stabilita si ha perciò
in questo caso il nostro asserto.

In modo analogo si conclude se è orientale negntiB7a-
mente, in modo che il teorema di nisulta ~tcduisito
nel caso in cui è un tetraedro orientato.

11. - Considero in questo numero il caso in cui 1 sia nn

pnlier~ro orientato (p del tipo della 

Sia una rappresentazione tipica di cp sulla sfera
unitaria C e sia ( T, C ) la rappresentazione associata nel cerchio
unitario C.

Sia Q un punto arbitrario dello spazio Da esso

proietto le faccie di CD, siano esse in numero di in modo da

ottenere n tetraedri (i = l, 2, ... n) orientati secondo ~ orien-
tazione indotta su ciascuno di essi ~l~tlta faccia proiettata.

Per un noto risultato di topologica con~ bi~~atoria [1] si ha in

ogiii punto, (x , ~/ , ~ ) di K non appartenente alle faccie dei

tetraedri

Si ha perciò come nel n. precedente

u~Te si è indicato con Ai 1’ imieme clei punti interni al tetrae-

Ù 1"0 
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Ed in virtù di quanto si è provato iiel numero precedente

dalla quale si deduce il nostro asserto.

12. - Sono ora in grado di dimostrare il teorema di GAUSS-

nella forma generale della introduzione.
Sia 1 una superficie orientata di FRKCHET del tipo della 2-sfera

e sia (’L, e) una sua rappresentazione sulla 5femi unitaria. Sup-
puniamo che 1 abbia area tinita secondo LMBKSGUE e che l’in-
sieme rjj abbia misura tridimensionale nulla.

Sia ( ~J") um successione di superficie poliedriche orientate

di F’RECHET per le quali si abbia

Per ogni valore tale che cPn appartenga a 1~ , si ha

per il numero precedente

Ora in virtù del teorema di R. G. HELSl~:L l’ichiaruato nel

11. 2 ed in virtù delle ipotesi fatte suila i) e sulla sa-

perficie ,si ha
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ed in virtù del teorema II di L. CESAm richiamato nel n. 5 si ha

Da tutto ciò discende allora che il teorema di 

nella forma indicata nella introduzione, Ò completamente dimo-

strato.

Un esempio.

13. -- Mi propongo in quello che segue di clare un esen1 pio
di una superficie orientata di del tipu della di

area finita secondo per la quale non sussiste la formula

di GAUSS-GrKMEX ora dimostrata.

Sia Ci il cubo unitario (0j~//~~l~ &#x3E; dello spazio 
il segmento di lunghezza ~.z perpendicolare al piano xy

ed avente per estremi i punti ( 1%, ~0), (!/2, !;2, %z) . Siano

gl,)~ = 1, ... 2~) i 2~ segmenti di lunghezza 1~2~ - V2 aventi per
estremi il punto (~~, Y2, ~/2) e rispettivamente i punti ( ;2 ~. %2 ,
Jfi ~- ~2, 1!~) , Siano = 1,... 23) i 23 segmenti di lun-

ghezza ~2 aventi a due a due per estremi i punti ( 
1/2 ~... ~2, ,~) e paralleli all’ a5se .~ . 8iano CI,il (~~ = 1, ... 2~) i 2~

cubi di lato ~2 che si ottengono conducendo per il punto (~, J ~, %)
i piani paralleli ai piani coordinati.

Ciascuno dei segmenti (i - 1, ... 2~) viene a trovarsi

. rispetto al cubo GLil (il = 1, ... 23) nella stessa condizione del

segmento rispetto al cubo 01.

Ripetiamo allora in ciascuno dei cubi (~, = 1,...2~) la

stessa operazione CO~~~piuta nel cubo Ci, ben s’intende operando
con segmenti di lunghezza metà di quelli considerati i~~ G’~’
Otterremo i n tal modo 26 segmenti f,, ~1, ~(7~~=== ~, ... 23) e 26

cubi C,,tl, i~ (z, , L2 -i 1, ... ‘?3) . Ripetiamo poi i ndefinitan~ente tale

operazione.
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Sia Q il quadrato unitario (0 ~ z~c, v ~ 1) del piano uv.

Sia (2) l)1 un quadrato concentrico a Q e ad esso interno.

Sia l)1 un quadrato concentrico a e ad esso interno. Siano BJ,JI
- 1, .. 21) i 2’ quadrati in cui R, i è diviso dalle sue mediane.

Sia 1, ... 22) un quadrato concentrico a e ad esso

interno. Sia (j, = l, ... 2’) la mediana del quadrato 
parallela all’ asse v e siano i 2 rettangoli contenuti
in che essa detern~~na. Siano Q,,~~ (i, = 1, ... 23) 23 quadrati
ciascuno interno ad un rettangolo (j~ == 1, ... 22, S = l, 2)
e ad esso concentrico.

Ripetiamo ora su ciascun quadrato ( L1 = l, ... 23) le

operazioni eseguite sul quadrato Q, . Otteniamo in tal modo 2’

quadrati Qj, Il, i’l ~21 ~ i, = 1 , . , , 23 ) .
Ripetiamo iiidefinitaniente questa operazione in modo che

la somma delle aree dei 23n quadrati di rango ~2, 

( L,, ... Ln === 1, ... 23) tenda a zero al tendere di ),i ad iofinito.

Definian~o ora una successione di siiperficie orientate di

FpKCHMT del tipo della 2-cella nel seguente rnodo.
Sia ~’, ( T, , l~ ) la superficie cos  definita.

(7~,~) è definita in in modo che alla corona

~ - Qi corrisponde in modo continuo il quadrato O ~ j3, ?l ~ 1,
-z o 0 coil la condizione che al contorno interno della corona

corrisponda il punto ( 1,~,, ~0).
( Ti , Q ) è costante in Q~ in modo da risultare continua in Q.
Sia 82 = ( T2 , Q) la superficie cos  definita.

(1~, Q) coincide con ( Ti , Q) in Q - Q1 .
(T2, Q) è definita in Q, - Q1 in modo da essere continua

e da far corrispondere alla corona Qi il filo costituito dal

segmento f, .
( 12 , ~ ) è definita in ( j - 1, 2’) i n modo
2

da essere continua e da far corrispondere alla corona - 

= 1, ... ~2 ) il filo costituito dal segmento g~,}).
(Tl, Q ) è definita in ciascuna delle 23 corone 
= 1,... 2’, s = 1, 2, ix -= 1 ... 2 3) in luudo da essere coiiti.

(2) I quadrati che quei si considerani 4anno i lati paralleli agli assi u e i,,
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una e da far corrispondere a ciascuna corone uno dei tili

/-~(/~~..~).
è i~~fine eostante in ciascuno (lei 2’ quadrati (&#x3E;1,~~

(i~ = 1~...2~) i~~ modo da risultare continua in ~.

Sia la stipei-ficie cos  detinita.

(7~9) coincide con (7~, ~~ lil

In cia~e~~~lO dei ~uadt~ati Oi,;, (ii = 1, ... 2~ J cssa i; definita

ope~’ando su Q1./1 coli i fili (12 = 1, ... 2a) cu~~~e ~i è

&#x3E;pciatt-1 s111 Q, cun i fili f,,~, (i~ ~ 1 ... ~:3) .
Ri petendo inde~~ni ta~nente questa o peraz ione si uttiene ~~na

SUl’cossiol1e ~~~,~ - ( Tn , (~) tale che le tras~ùl’~nê:lZiUll ( ( 1~t~.’ 
VeI’t;UllU unifor~nemente su ~ .

8ia (T, Q) la trasfo~~uazio~~o li~~~ite û la ,,,tipe~, -l cie
orientata del- tipo della 2-cella oa essa rappresentata.

14. - la supel’t~eie orientata del tipo dc la 2-sfera

~~ù~tit~~ita dal ti&#x3E;iitoriio se~nplico, orientato positiva~l~ente del

cubo Cl’
Sia (Rl *, e) ~~na rappresentazione in R2 (ua) non

a pparte~~ga alla faccia 0 ~ ~ , !1 ~:-, 1 i = 0 cli i Ci , e sia (11 *, C)
Iii rappre8e~~tazione ad essa associata. 

’

Siii Il la regione 5ewhlice di JOHDA~ i~~terna zi C iii cui si

rappresenta la faccia 0 .~ , t/  1 ~ -- O di C’, .
Sia ( T , C ) la t1"àSfol’t111lZlOlle Co11t11111tZ Otteilllt2l da ( T *, C )

i~l qiiesto ~nodo.

(T, C) coincide con (T*, C) i 11 C -- ( T , Il) è equi-
valeulo allla tt’a~fUrlll~iG ullC ~ 1’, Q) 

Sia 5 (~ , e) la superficie orientata di del tipo
della 2-sfera associata a (T , C) .

Sia !I, : ) una funzione definita in iiii cubu K con-

tenente iiel suo interno il cubo C’i’ ívi cuntinua i~~~ic~ne (’on

f~. (x , J , s) e tale che ovunque in K sia f,.¡; (.x; , y , z) &#x3E; 0 .
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È subito visto I11 viit i delle proprietà dell’ inte~rale di 
~’~n~THASS esposto nel li. 9 che

Si ha d’altra parte uhe ~ i Il~ie~ne [~’~ contiene tlltti i punti
del cubo el.

Infatti ~ insie~ue [E] J è chiuso ~~ l; costituito da punti di
accu~1~ulaziono di [Y2] .

Ne viene che iii ogni puiitu di (~x; , ~ , .; ; 1:) ~ 4 s
è O (~ , ~ ~ z ; 1: *) = 1 se (ix , J , ~ ) è iiitei-ii(~ a Cl = 0

altl’~~ne~~ti.

Ne viene perciò che

Ma la veritica tutte le ipotesi c~el nostro teo-
di per cui (~

viene quindi,

~’iò che prova (~l~anto si è asserito nella introduzione circa la
necessità della per la validità delia fu1’-
~uuIa di con la nozione di punto interno da noi
adottata.
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15. - La superficie E qui considerata è degenere [5]. Ciò

può fai credere che la / = 0 non sia pi i neces-

saria quando si considerino superficie semplici, C1UE,’ superficie
che siano 1’ immagine biunivoca e bicontinna di una ~ - ~fel’~,

orientata.

.Basterebbe una modificazione, dell’ esenipio sopra esposto,
che sostituisse ai fili (la noi adoperati dei tubi di area opportu-
namente piccola per avere 1’ esempio di una superficie sen1pliee
di area finita secondo LKBESGUE per la quale non vale la formula
di da noi stabilita.

Ciò ci condurrebbe in sostanza ad una superficie del tipo
di quella considerata da A. S. BI4;SICOVITCH [2] .
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