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RICERCHE SU CERTE CLASSI DI SUPERFICIE

D’ORDINE n DELLO $$Su-p+1

Nota (*) di MARIO BALDASSARRI (a Pado va).

Famosi sono i bei risultati di CASTELNUOVO (1) e di ENHI-

IQUES (2) sulla caratterizzazione invariantiva delle F" dello 
per ~~&#x3E;2p20132, che costituiscono una brillante applicazione
della teoria dell’ aggiunzione su una superficie.

Tuttavia è riconoscibile, io ritengo, in quelle dimostrazioni,
l’impiego di strumenti qualitativamente più ricchi di quanto
non siano le questioni i da risolvere che in sostanza trovano la

loro verità in semplici concetti fondamentali di pura natura strut-

turale e topologica. Pertanto mi sembra che non si debba abban-
donare l’idea di ridimostrare quel teorema con metodi che non

espriruano niente di più di quanto occorre alla tesi da dimostrare.
È nel corso di ricerche su tale linea che ho incontrato alcune

notevoli proprietà, il cui studio si presenta necessario per aprire
la strada a quella indagine e che espongo in questo lavoro.

Presa una superficie F d’ordine n , s’introduce anzitutto il

concetto di scooaposi~ione ~~axionale del sisten1a I C i delle sue

sezioni iperpiane, indicando con tale nome una scomposizione
additiva di ~ C ~ I in sistemi lineari di curve razionali più un

sistema residuo e quello di superficie a di genere 1t,
chiamando cos  quelle superficie che ammettono una scomposizione
razionale in cui il residuo abbia genere 7r. Con opportune avver-
tenze tale carattere resta unicamente definito rispetto la super-
ficie F .

(*) Pervenuta iu Redazione il 9 gennaio 1951.
(z) G. CASTELNUOVO: Memorie seelte, pp. 443 e sg.

(2) F. ENmQUES : Le superficie algebriche, pp. 230 e sg.
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Dopo di ciò di mostro il teorema che iutie le F" dello 9

2 p , non rigate, sono superficie a di un certo

Nella dimostrazione di tale teorema soccorre la razio-

nalità, ammessa, della superficie e quindi esso è in sostanza un

teoreina che ca~~atterixxa la dei piani
di grado n e genere p , 1l &#x3E; 2 p .

Esiste dunque su ogni F" con ~t &#x3E; 2 p , non rigata, un
sistema lineare (almeno fascio) di curve razionali, contenuto

parzialinente nel sistema ~ C i delle sezioni iperpiane : e questa è
la conclusione più importante. Infatti sarà allora possibile, vice-

versa, presa una F" dello con ~~&#x3E;2p, non rigata, per-
venire a quel sistema con la semplice imposizione di successivi
punti doppi alle curve C di . Diruostrane, indipendentemente
dalla razionalità di F, 1’ esistenza di questo sistema di curve

razionali, sigoificlerebbe allora con~piere un passo notevole nella

linea che abbiamo sopra dichiarata : ed ora che tale esistenza

è accertata non deve essere troppo di~cile superare quei punti
critici che si presenterebbero nella dimostraziooe, sfruttando

sopratutto 1’ idea dei sistemi lineari in piccolo, approssimauti un
sistema algebrico nell’ intorno d’una sua curva.

Nel lavoro trovano poi posto alcune proprietà laterali, fra le
quali una interessante caratterizzazione delle superficie a 
di zero, che, come si fa vedere, rappresentano il caso

più regolare, nonchè alcune osservazioni a carattere proiettivo
sull’ indice di composizione delle superficie in esame.

1. - Se F’i indica una superficie irriducibile d’ ordine n,
normale in uno spazio supporremo in tutto il seguito
che n sia rnaggiore di 2 p .

La superficie contiene in tale caso un sistema lineare di

curve C, e precisamente le sezioni iperpiane, che ha dimensione
maggiore del genere. Per un classico criterio la superficie è in
tal caso o razionale o riferibile a rigata : anmetteremo d’ ora in

poi la regolarità di F, e quindi la sua razionalità.

Poichè la serie caratteristica del sistemi C ; , completo, è

una che per essere n &#x3E; 2 p è certo non speciale, iesta
garantito che le curve C sono di genere p , normali in S,~p .
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Quando sarà cullveniellte diremo 9 le curve immagini
delle C su un piano, e ~ I il loro sistema, di cui F sarà l’ im-

magine proiettiva.

2. - Indichiamo ora con L’ il sisten~a ~ C ~ . S’imponga alle

curve C di r l’ acquisto di un nuovo punto doppio variabile,
cioè oltre quelli che la generica C può già possedere, mobili

su eventuali linee multiple della superficie F.
Siano C1 ~ le curve che cos  si ottengono, e sia rl il loro

sistema che risulterà algebrico e, forse, composto di più conlpo-
lleuti irriducibili. In tal caso conveniamo sen;~’ altro che ancora

1’, indichi una componente di dimensione massima.

Si proceda ora ad imporre un nuovo punto doppio variabile
alle curve C1 ~ di 1~, e cos  via. In generale si può defiiiiie

induttiva~uente il sistenla re formato di curve C,, come 1’ insien~e
delle curve di possedenti almeno un punto doppio in

pi i della generica fra esse.

Si riesce cos  a costruire una catena di sottosistemi di 1’,
tali che la geneerica curva di ciascun sistema della catena pre-
senta un genere che risulta decresceute al crescere di i . Poi-

chè poi la imposizioue di un punto doppio variabile impone al L

più una condizione, il sistema I’i avrà esattamente dimensione

8~ = n - p - i + 1, e quiudi a &#x3E; ~ - i + 1, ed in particolare
per fptl, si ha &#x3E; 0 . Noi termineremo la catena dei 1~ al

sistema I~ t-~, che ò ancora almeno semplicemente innnito.

E naturale che può succedere che la in1posizione di un

punto doppio alle conduca a curve Ci che acq u~stino più
di iin punto doppio, ad esempio Vi punti doppi. Ne segue che

le potrebbero avere acquistato in tutto tlll certo numero

N = p F 1 +- E v, ~ p + I di i punti i doppi.

3. - Nella catena ~ r, r),..., 1,il ... ~ ~ 5’ illcuntra certo per
un + 1, un sisteina r, formato di curve ridn-
cibili, e tale che 1’t_, sia invece furmato di curve irriducibili.
Infatti o ciò avviene per i --c~; 1), ovvero la C p sono curve razio-
nali irriducibili, in quanto le C avevano genere ~7, e, senza

spezzarsi, hanno MCqlllStatO ?l punti duppi : ma i I1 tal caso la

imposizione di un ulteriore punto doppio fa certamente spezzare
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le Cp, e quindi le sono riducibili, ed anzi in tal caso le

componenti sono razionali.
Sia allora Ci D’ + D", una curva spezzata in due certe

componenti D’ e D". Per la regolarità di ~’ si può affermare

che sia D’ che D" varieranno in due sistemi lineari c~mpleti di

generi rispettivamente eguali a quelli di D’ e D", perchè altri-

menti vi sarebbero delle curve di ~ I spezzate formanti un

sistema più arnpio di 1’i, contro la ipotesi che sia formato

di curve irriducibili. Ciò praticamente significa che ad esempio D’
non possiede punti multipli variabili, e che quindi tutti i punti
multipli acquisiti dalla C, si presentano come punti di collega-
mento fra D’ e D".

Concludendo : 1’ operazione d’ingiunzione di successivi punti
doppi variabili concede di individuare in ogni caso su F un

sistema lineare (anzi due) parzialmente contenuti nel sistema

!C~ I delle sue sezioni iperpiane,.
E ovvio osservare che la mallcanza di punti multipli varia-

bili non su linee multiple di F, si presenta come condizione

necessaria e sufficiente a priori per la linearità di quei sisterni :

e 1’ osservazione ha interesse perchè pl’obabiln~ente con metodi

di natura differenziale, sarebbe concesso di compiere l’indagine
prescindendo dalla ipotesi di regolarità.

4. - Ha ora interesse soflermarsi sui caratteri dei nuovi

sistemi lineari 1 D’ i e D"’ . . Se 7t, , òi) e (n2, 1t2’1 ~~) sono

rispettivatuente grado, genere e dimensioue dei due sistemi, poichè
i I sistema (7~ I si presenta come somnla dei sistemi ~ e ~ D‘’ ; ,
cioè : I O J = D’ + D" ! , , si hanno le relazioni :

e quindi la dimensione 8 di B sarà :
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dove si è indicato il numero dei puuti doppi acquisiti
ef~etti vame~~te dalle C~ i rispetto le C.

Se, si é serlz’ altro rispetto D’ o D" nella

condizione in cui si era per C ; , cioè ad esempio si av rà :

òi &#x3E; 1t~ -F 1 , e sarà quindi possibile forlnare a partire da

qnel sistema D j I i D’ una nuova catena di riduzione :

; , i .

Se ciò non si può senz’ altro affernlare, e noi

lu ammetteremo momentaneamente. Cioè an~~uettere~11ú che si

ripresenti la situazione favorevole che concede di costruire la

nuova catena, e di pervenire quindi ancora a due altri sistenli

lineari parzialmente contenenti in D . Si ammetta allora che

questa operazione si possa seinpre ripetere. I generi dei successivi
sistemi lineari costituiscono un sistema di numeri decrescenti, a

meno che non s’incontri ad un certo momento un sistema liineare

componente al tern~ine di una certa catena che sia formato di

curve razionali : infatti è sempre, ad poicln
per uu ben noto principio j à 1 , e può essere solo

se ~==0. E pertanto, sempre amlmesso che sia lecito spingere
opportunamente innanzi il processo, si perviene a costruire o un
sistema di curve razionali (lineare) contenuto in I C I , o una

successione di Slstet111 lineari, ognuno contenuto nel precedellte,
e di genere decrescente, che potrà arrestarsi solo quando si

giunga ancora ad un sistema di genere zero.

L’ ipotesi cljttrttess~ c~i proseguire la

di c~~zteuc riducenti, conduce II 
sulla superficie F di tcct sis~eot~ lineare di 

tLl)7lPlt0 ?)Z ftY12t07 ~’U?tte)I?lÍ0 ~uarw2~l~tteo~c~
nel- .sL.sletnn C Il delle sitp, sezimai 

Di~nostrare quindi, senza usufruire del teorema di 

xuovo sulle razionalità delle superficie in la verità di

quella ipotesi varrebbe dire, con una irllrnediata applicazione
del criterio cli i dilllostuare nuovamente quel teorema

partendo da un punto di attacco n~olto più elementare e forse

1)lll ~det’eiltE’ al termini della questione, che ~l~i sembra, insieme

a molte aitre analoghe, essere assai 1)iù di natura djn~en~iunale.

che non qualitativa : ne darebbe disturbo una leggera ]i~~~~ta-

y
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zione che qui abbiamo seguita perchè più consona ai nostri

scopi speciali, e del resto facilinente eliminabile.

Senonchè prima di tentare una tale via, vale certo la pena
di garantirsi a priori, della verità della ipotesi, cioè di vedere

se è vero che ogni F’~ dello S,,-pt~, con ~a &#x3E; 2 p , regolare, con-
tenga un sistema lineare di curve razionali entro il srstema C ~ ]
delle sue sezioni iperp~ane. A tale fiue si può setlz’ altro animet.

tere la razionalità della superficie, e quindi la sua rappresenta-
bilità piana. È chiaro allora che risulterà anche dimostrata la

possibilità di costruire una successione di catene riducenti nella

situazione precisata prima.
A tale ricerca, in1portante oltre che per aprire una strada

ad una nuova dimostrazione del teorema di (1AST~~LKUOVO, anche

p ~r il suo proprio valore conoscitivo, dedichian~o il resto di

queste ricerche, insieme alla esposizione di alcune notevoli pro-
prietà collegate.

5. - Prima di procedere con;iene sofiermarsi un momento

per dare opportune convenzioni e defini7;ioni che renderanno pi i
agile e comoda l’ esposizione.

Anzitutto qualora sia possibile staccare da I diversi siste-

mi di curve razionali, in diverse componenti irriducibili massime
dei sistemi che successivamente si considerano, sceglieremo fra

ossi quello tale che il sistema residuo abbia genere minimo e a

parità di genere, grado minimo. Con ciò, ammesso che esista,
resta fissato in modo unico il grado e il genere del sistema

residuo che diren~o 1 C’I . Potrà essere che da, ~ C’ ~ 1 si possa stac-

care ancora un sistelna di curve razionali, sempre nuovamente

definito con le convenzioni analoghe a qnello fatte per ~ I C I .
In definitiva si arriverà ad un ultimo sistema residuo ~ p ~- da cui
non si potranno più staccare sistemi di genere zero, e che sarà

di un certo genere In definitiva il sistema I C i si può pensare
in tal caso espresso nella fornm additiva :

in cui i sistemi ?li-’1 --- C" ~ sono tutti sistemi di

genere zero e I ha genere 7t.



173

Una scorlposizione del tipo ( 1 ) sarà detta una scomposizione
razionale di ~ I C I rispetto l’ operazione di somma, ed il sisten1U 1, p 1
si dirà sen1plicé~11ente della superficie F » . Si può
quindi dupociò enunciare la seguente definizione :

« Una superficie F n nornzale iii un certo si dice a ne-

sidiio di quando il siio r’esto rishetto una 
~w,~io?taLe del siste~?zcz delle sexioni ha genere 1t».

Se in particolare : 7r = 0 , lo stesso resto ~uancl~erebbe, ma
per uuifor~nità diremo ancora in tal caso che la F ha residno

di genere zero. Indicheremo d’ ora in poi una superncie di residuo
di i genere x , col si mbolo F-,r .

La scomposizione (1) non È’, necessariamente L1r11Ca neppure
con le convenzioni fissate; sono però iiiiicanieiite degniti i caratteri

dei sistemi componenti, cioè i due simboli (7i, ~a’, ... , ~t~’~, r)
e (p, p’, ... , ~~’~ , x) rappresentativi rispettivamente dei gradi e

dei generi dei successivi sistemi residui.

Si noti che i successivi sistemi razionali componenti si

possono effettivamente staccare per proiezione di F dallo spazio
di una curva (C- C’) , in una superficie F’ di grado n’ a cur~-e
sezioni di genere ~’, e cos  via, almeno sincllè s’incontrino

sistemi di dimensione ~ 2, il che è sempre vero se 7r 4- 0 .
Infatti allora se == - p 1 , si ha : p(f) = 1t + h - 1,
ap = iip + 1, e poichè se j i è un fascio, 8p = 0 ,
si ha 1t = 0 .

Da tale punto di vista gli interi n, ii’, ... , 7a~s~ si presentano
come successivi della F e delle sue proiezioni .~’’, F", ... F(s)
del tipo precisato.

Infine chian~eremo i~a~ice (di composizione) di F il r~11r11ero s

dei sistemi di curve razionali che compaiono oella scomposizione
razionale di ~ i C I .

6. - Dopo queste preinesse, possiamo a dimostrare il seguente
teorema, che rlell’ ordirle di idee che abbiamo&#x3E; si presenta come
foldamentale.

TEOREMA. superficie F2)’+’, con i &#x3E; 0 ,
~tr?tc?zette una a~co?7ihosi ~ io7tP f’ 

alla delle F’it, or7t metlemlo cl c rm 

1t».
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Co~~~e si è avvertito, daremo del teorema una dimostrazione
che presuppone la razionalità della 7~. Si supponga allora di

rappresentare la F su un piano mediaote un sistetna lineare

(completo, di curve cp d’ ordine genere e grado 2 p -~- i.

S’imponga innanzitutto a questo sistema di possedere ulteriori
i - 1 punti base semplici, in posizione generica. Si ottiene allora
un sistema di ,grado 2 ~u -f- 1 . È chiaro che se la F~p+’ rappre-
sentata da questo sistema è a residuo, a maggior moti vo lo è

la e quindi condurremo la dimostrazione per esso. Si
tratta quindi di far vedere che nel sistema delle 9 di gradu
2 ~~ + 1 è parzialmente contenuto un fascio (almeno) di curve

razionali ~ .
Qui si presenta essenziale una osservazione. Si può senz’ al-

tro supporre che il sistema delle i sia a punti base distinti,
perchè se esso agvesse una o più singolarità base, comunque

complicata, si può sempre petisarlo come sisterna limite di un

altro con singolarità ordinarie nei punti base (3) , e ciò per una

importante proprietà delle singolarità straordinarie di potersi
peusare come limiti di punti ordinari che tendono ad a;vici.

nar~si.

Uu tale processo continuo IlUtl alteia le caratteristiche

algebriche del sistema in fatto di gradi, genere e riducibilità,
e quindi se nelle posizioni prossime alla pUS1z10r1e limite, il

nostro sistemi contiene parzialmente un fascio (almeuo) di curve

razionali, anche il sistema lirnite contiene un tale fascio.

Perciò supponiamo senz’ altro che il sistema i di genere

p e grado 2 p -f - 1 presenti certi punti base vi , v2, ..... , Ys m u 1-

tipli e non prossinii.
Valgono intanto le relazioni di postulazione : ,

. 
(3) Lf’r. g~R~QUES CHISINI : Teooia delle eq2cax. , 111°, p. 445.
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da cui si hanno subito le relazioni :

~1 tal punto conviene dimostrare un lemma, di carattere

aritmetico, che consente di agevolare la nostra din10strazione.

7. - LEMMA Io - c Ogni scoo2~osi~ione aclciiti~-a (li uu n7r-

mero A &#x3E; 0 , del A tale che Y~ c h , con ’i~

positi2v, è tale ohe :

La proprietà, che abbiamo ennunciata per cO~l1odità, è 
dente.

110 - « Ogni scoroposixio~ze di 

positivo A , del tipo A = ~ v~ , con Y &#x3E; 0 , che : YJ l +
-f- -fi- ... -+- v,,. ~ h , per ad r~ ad i-

delle v e per h =- (h x se l’ -- 1 è tale che :2 C~,-1( 
C )

Di~nostrerenl0 il lemma procedendo con induzione sn i- .

Per r == 1 il teorema coincide col lemma lo, e quindi è vero.

Sia esso vero pel valore r, e lii»ostrian&#x3E;&#x3E;1&#x3E; pel valore - + 1 .

Si pensi in tal caso di fissare ad esempio ~ . Allora per la

si avrà, pel teorema ammesso vero per i. , e tenendo
2

conto o che e ora YJl + vj, + ... + vj,. 21::-~ - Y~ :
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e quindi :

cioè :

con ovvio significato del si~nbolo ~ (v~). D’altra parte le scom-

posizioni E vi possono essere suddivise in due classi : una, forinata

d nelle er le uali tutte le v. ~ 
h 

1’ altra dalle rima-da q per le quali tutte .~ r+ 1 
l’altra dalle rima-

r~enti. Per le prime 1’ asserto consegue senz’ altro dal lemma I~ ;

per le seconde, pensando a ,&#x3E;j come al maggiore delle v, si avrà :

Inoltre:

e quindi :

da cui segue che ~ espressione

+ h A è funzione decrescente di vi e quindi :

Ed infine la tesi :

8. - Dopo questa parentesi possiamo affrontare la dimostra-

zione che abbtamo già en unriata in riferi~nento ai si 111 boli della

fine del Il. 6.
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Nelle ip0tC8i i~~ cui ci siamo posti dimostreremo pi ~ preci-
saniciite il teorema :

TEOREMA 1’. - «Ogni sistenta lineare di curve, 
di genere p e grado 2 p -~- 1, avente singolarità hrossinae
nei punti base essere ere~nonia~zame~tte tras~’ow~tato in Zc~a

contenente parzialmente {alnterto) un fascio di

rette o siste~~ta delle C 9 con otto punti base 
Procederemo per assurdo. Si supponga che nel sistema I

non sia rontenuto parzialmente un fascio di rette. Dovrà allora

evidentemente essere, se, come usuale, v, ~ Y2 2~: -1 à v:.:

D’ altra parte si ha ; dalle (2) :

e quindi :

Confrontando la (3) con la (4) , si lia per il 1 genere p :

e quindi:

ed ancora dalla (4) :

Si ha quindi:
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D’altra parte possiamo supporre che sia V. -E- + v~3 ~ 

per ogcli terna di vi , perchè altrimenti nelle nostre ipotesi il

sistema i sarebbe riducibile ad un sistema d’ ordine inferiore

con trasformazioni quadratiche, e noi possiamo supporre che

Ì sia di ordine minimo rispetto tali trasformazioni.

Ma allora se si pone :

con h &#x3E; O per la (6), si avrà : Vii + ~ -..- ~ 2013 ~ per tutte~~ 

3

le coppie scelte fra le v~ ’ ’ ’ Applicando allora il lemma 110

(per i- == 2) si ha :

Da qui:

Poichè si ha :

segue :

e quindi ~p (h) è funzione decrescente di Il, e quindi, se h h 1,
si ha :

e per la (7) :
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che è evidentemente assurda. Quindi siccome h à 0 , non resta

che da supporre : f~, = 0 . Pertanto dalle ipotesi poste consegue :

Siano a ora ad ese~upio t le v, eguali ad ~~2 , cioè sia :~ana allora a eseinpio 1 e v, egua l a 3 c~oe s~a:

Sarà allora :

Un’ altra applicazione del lemma I~ fornisce :

e quindi, tenendo preseiiti le (7) :

ossia :

D’ altra parte dev’ essere : s C 9 ,  3 ~~a , e

quindi i bisogna supporre : s = ~3 . Si ha allora dalle (7):
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Inoltre :

cioè:

ma dalla (3) per :

e quindi, 1

Si conclude dunque affermando che le ipotesi fatte sono

compatibili solo nel caso del sistema lineare delle curve del nono

ordine con otto punti base tripli.
Il teorema 1’ è cos  completamente dimostrato. Inoltre è

dimostrato anche il teorema 1, nella cui i accezione è naturalmente
da scartarsi il sistema delle C 9 con otto punti base tripli, e per
cui bisogna tener conto della osservazione del n. 6.

Vogliamo qui notare subito una interessante applicazione
del teorema 1’. Si supponga perciò di avere un fascio di curve

razionali con punti base urdic~ari. Sommando a qnesto fascio

una curva opportuna, si può sempre supporre di ottenere un

sistema lineare di genere p e grado 2 p -~- 1; cile pel teorema 1’
può trasformarsi con trasformazioni quadratiche in maniera che

quel fascio di curve si trasformi in un fascio di rette, e quindi
si ottiene una elegante dimostrazione diretta del teorema :

T~i:OllE~IA 2. - « Ogni fascio di curve punti
ordinari può ereo2oui~~t~meute io icn fascio

oi 

La condizione che i punti base siano ordii~ari può essere

facilmente abolita con dei semplici artifici strutturali sulle for-

toula di postulazioue, e si potrebbe quindi ottenere in tale modo

cliretfo anche il teorema nella sua più larga interpretzzio~le.
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9. - Sempre continuando a limitarci alle F2p+l di Sp+2, è

naturalmente che il teorema dimostrato non precisa nè può pre-
cisare la dimensione del sistema di curve razionali contenuto

in , ossia in ) C f , ne le circostanze in cui si staccano più
sistemi di quel tipo.

A tale proposito aggiungiamo qualche osservazione. Se si

ammette in generale che il sistema di curve razionali che si può
sottrare (effetti va~nente) da C ~ sia di grado ni , e che il siste-

ma residuo sia di grado n2 e genere pQ , i si ha :

ed esserldo : ~a = 2 ~u -~- 1 , I si trova :

Da qui segue certo :

e quindi se il sistema residuo è di tipo generale, si può affer-

mnare che esso non contiene parzialmente sistemi di curve razio-

nali e quindi la superficie ha indice di composiziote eguale ad

uno, ed inoltre 1 C 1 non può essere contenuto un sistema di

curve razionali più ainpio di un fascio, se è esattamente :

Da ciò appare evidente che le più superficie F;~~’n
devono ritenersi nei nispetti della loro conzposi~ione quelle con-
tenenti un fascio (e non più) di curve raxionali 

(4) È forse il caso, inalgrado 1’ evidenza delle cose, di fornire qualche
esempio di superficie del tipo ~’~~ +’ ? a composizione di tipo speciale. Un

esen1pio di ammettenti un sistema di composizione di dimensicne maggiore
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Sin1ihnente si può vedere che una p’2p+’ con i &#x3E; 1 dello ~S’~+t+,
contiene ,ge~aeralme~ate un di curve raxio~aal  di 

sione

È ancora interessante notare che tali proprietà divengono
categoriche per superficie del tipo Fo cioè contenenti un sistema
residuo di genere zero. Infatti in tal caso si ha necessaria-
mente : n. = - 1 .

Cioè si ha il teorema :

’fIÈOREMA 3. - « Una Fo~+* dello ha il I C i
delle ~ey~~~e due di 

raxionali di ~li~nerasiorai ris~~e~tiz~ante~zte

10. - Tel’l1~i~~ere~no queste uicerche sulle F1t, dando un cri-

terio sufficiente e necessario per riconoscere quando Ul1a 

dello razionale, sia a residuo di genere zero. Dimostre-
remo a tale proposito il teorema :

TEOREMA 4. - necessaria e sufficiente perchè
dello sicz a residuo di genere zero,

è che le citrve del sistema di curve ra zioctati cocn~octente ~ 
.seghirao su ltna generica C serie lineare speciale» .

Infatti siano C le curve di ~ i C ~ i spezzate in una curva ra-

zionale C; e una residua C2 . Sarà : r -~- s = 2 p -+- i . Inoltre
se Sp e SQ sono gli spazi ambiente si ha : r  p , s ~ a . Le

. di uno, si ha nelle superficie che si ricavano per proiezione da 3 (nz - 1)
punti indipendenti della superficie immagine della totalità delle piane.
I sistemi sezioni iperpiane di queste contengono infatti tutti parzialmente
una rete omaloidica, immagine della rete delle rette.

Fra queste si possono anche trovare esompi di ano~l~alie circa 1’ indice

di composizione. Se si prendono infatti ad esempio le 07 con 18 punti base,
tale sistema è somma della rete delle rette, di un fascio di coniche e di un
sistema residuo di 04 con 14 punti base, ridotto quindi ad una C4 isolata.
In tal caso la F è dunque una superficie d’ ordine 31, a curve sezioni di

genere 15, avente indice di composizione due e residuo di genere tre.
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curve C1 1 segano su una (; la serie : che per ipotesi è

non speciale. Quindi : p + i - a C 2 p + i - s p , cioé :

a ~ s , e cioè : s = a’. Segue da qui che le C~ sono curve razio-
nali normali, e quindi la F’ è a residuo di genere zero. Il vice-

versa è evidente.

11. - Il teorema dimostrato permette di concludere in un

modo molto interessante questo lavoro. Infatti da esso segue evi-

dentemente che le più generali dello regolari, sono
sttperficie a residuo nullo. Quindi il fatto che una di tali super-
ficie abbia un residuo &#x3E; 0 , è da considerarsi un caso di strut-
tura anomala. In tale senso si deve vedere l’ interesse del teorema

precedente.
Al termine di questa indagine e riallacciandosi a quanto

abbiamo osservato al principio del lavoro resta dunque garan-
tito che: .

SZC ogni dello regolare, si può sem~re trovare
almeno .sistema di catene l’iducenti Tispetto al I C I
sino a giungere ad un sistema di curve razionali : cioè effetti-

vamente si verifica sempre nel processo di riduzione che abbiamo

usato al n. 3, quella ipotesi favorevole che avevamo ivi ammessa
come una ipotesi di lavoro.

E qui si presenta quindi l’ inizio di una nuova indagine
che ora appare sia il caso di approfondire : dimostrare a priori,
senza ammettere la razionalità della F, tale fatto, e concludere

quindi con una nuova e diretta dimostrazione di u~~ classico

teorema di CASTELNUOVO, con una lieve e non essenziale restri-

zione.


