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RICERCHE SU CERTE CLASSI DI SUPERFICIE
D’ORDINE » DELLO S, ..

Nota (*) di Mario BaLpassarrl (@ Padova).

Famosi sono i bei risultati di CasteLxvovo (1) e di Exwr
quss (2) sulla caratterizzazione invariantiva delle F'* dello S, _,;.,
per n>2p — 2, che costituiscono una brillante applicazione
della teoria dell’ aggiunzione su una superficie.

Tuttavia & riconoscibile, io ritengo, in quelle dimostrazioni,
I’impiego di strumenti qualitativamente pid ricchi di quanto
non siano le questioni da risolvere che in sostanza trovano la
loro veritd in semplici concetti fondamentali di pura natura strut-
turale e topologica. Pertanto mi sembra che non si debba abban-
donare 'idea di ridimostrare quel teorema con metodi che non
esprimano niente di pit di quanto occorre alla tesi da dimostrare.

E nel corso di ricerche su tale linea che ho incontrato alcune
notevoli proprieta, il cui studio si presenta necessario per aprire
la strada a quella indagine e che espongo in questo lavoro.

Presa una superficie / d’ordine n, s’introduce anzitutto il
concetto di scomposizione raxionale del sistema | C | delle sue
sezioni iperpiane, indicando con tale nome una scomposizione
additiva di | C| in sistemi lineari di curve razionali pitt un
sistema residno e quello di superficie a residuo di genere =,
chiamando cosi quelle superficie che ammettono una scomposizione
razionale in cui il residuo abbia genere =. Con opportune avver-
tenze tale carattere resta unicamente definito rispetto la super-
ficie F.

(*) Pervenuta in Redazione il 9 gennaio 1951.
(1) G. CasteLNuovo : Memorie scelte, pp. 443 e sg.
(2) F. Exniques: Le superficie algebriche, pp. 230 e sg.
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Dopo di cido dimostro il teorema che {utie le F™ dello S, _, .,
con n>2p, non rigate, sono superficie a residuo di un certo
genere =, Nella dimostrazione di tale teorema soccorre la razio-
nalitd, ammessa, della superficie e quindi esso ¢ in sostanza un
teorema che caratterizza la struttura dei sistemi lineari piani

di curve di grado n e genere p, con n>2p.

Esiste dunque su ogni F® con »~>2p, non rigata, un
sistema lineare (almeno fascio) di curve razionali, contenuto
parzialmente nel sistema |C'| delle sezioni iperpiane: e questa &
la conclusione pilt importante. Infatti sara allora possibile, vice-
versa, presa una F* dello S,_,,,, con »>>2p, non rigata, per-
venire a quel sistema con la semplice imposizione di successivi
punti doppi alle curve C di [C|. Dimostrare, indipendentemente
dalla razionalita di F, D’ esistenza di questo sistema di curve
razionali, significherebbe allora compiere un passo notevole nella
linea che abbiamo sopra dichiarata: ed ora che tale esistenza
¢ accertata non deve essere troppo difficile superare quei punti
critici che si presenterebbero nella dimostrazione, sfruttando
sopratutto 1’idea dei sistemi lineari in piccolo, approssimanti un
sistema algebrico nell’intorno d’una sua curva.

Nel lavoro trovano poi posto alcune proprieta laterali, fra le
quali una interessante caratterizzazione delle superficie a residuo
di genere xero, che, come si fa vedere, rappresentano il caso
pit regolare, nonché alcune osservazioni a carattere proiettivo
sull’indice di composizione delle superficie in esame.

1. - Se F* indica una superficie irriducibile d’ordine 7,
normale in uno spazio S,_,,,, supporremo in tutto il seguito
che n sia maggiore di 2p.

La superficie contiene in tale caso un sistema lineare di
curve C, e precisamente le sezioni iperpiane, che ha dimensione
maggiore del genere. Per un classico criterio la superficie & in
tal caso o razionale o riferibile a rigata: ammetteremo d’ora in
poi la regolarita di F, e quindi la sua razionalita.

Poiché la serie caratteristica del sistema |C', completo, &
una ga7? che per essere »~>2p & certo non speciale, resta
garantito che le curve C sono di genere p, normali in S,_,.
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Quando sara conveniente diremo ¢ le curve immagini
delle C su un piano, e |¢| il loro sistema, di cui F sara I’ im-
magine proiettiva.

2. - Indichiamo ora con L' il sistema |C|. S’imponga alle
curve C di I' I’ acquisto di un nuovo punto doppio variabile,
cioé oltre quelli che la generica C pud gia possedere, mobili
su eventuali linee multiple della superficie F.

Siano C, le curve che cosi si ottengono, e sia I, il loro
sistema che risultera algebrico e, forse, composto di piu compo-
nenti irriducibili. In tal caso conveniamo senz’ altro che ancora
I’} indichi una componente di dimensione massima.

Si proceda ora ad imporre un nuovo punto doppio variabile
alle curve C, di I'y e cosi via. In generale si pud definire
induttivamente il sistema I'; formato di curve C,, come 1’insieme
delle curve C,_; di I';_, possedenti almeno un punto doppio in
pitt della generica fra esse.

Si riesce cosi a costruire una catena di sottosistemi di I'.
tali che la generica curva di ciascun sistema della catena pre-
senta un genere che risulta decrescente al crescere di z. Pui-
ché poi la imposizione di un punto doppio variabile impone al
pilt una condizione, il sistema I; avra esattamente dimensione
Si=n —p—2¢+ 1, e quindi § >p—i+ 1, ed in particolare
per Iy, si ha d,,,>>0. Noi termineremo la catena dei I', al
sistema I'y,,, che 6 ancora almeno semplicemente infinito.

E naturale che pud succedere che la imposizione di un
punto doppio alle C;_,, conduca a curve C; che acquistino pit
di un punto doppio, ad esempio v; punti doppi. Ne segue che
le C,., potrebbero avere acquistato in tutto un certo numero
N=p+1+2Zv=p-+1 di punti doppi.

3. - Nella catena |I', I';;..., I, ... | s’incontra certo per
un conveniente { << p + 1, un sistema I'; formato di curve ridu-
cibili, e tale che I',_, sia invece formato di curve irriducibili.
Infatti o ci0 avviene per ¢ << p, ovvero la C, sono curve razio-
nali icriducibili, in quanto le C avevano genere p, e, senza
spezzarsi, hanno acquistato p punti doppi: ma in tal caso la
imposizione di un ulteriore punto doppio fa certamente spezzare
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le C,, e quindi le C,,, sono riducibili, ed anzi in tal caso le
componenti sono razionali.

Sia allora C;= D' + D", una curva spezzata in due certe
componenti D’ e D". Per la regolarita di F si pud affermare
che sia D' che D" varieranno in due sistemi lineari completi di
generi rispettivamente eguali a quelli di D’ e D", perchs altri-
menti vi sarebbero delle curve di |C| spezzate formanti un
sistema piu ampio di I';, contro la ipotesi che I;_, sia formato
di curve irriducibili. Cid praticamente significa che ad esempio D’
non possiede punti multipli variabili, e che quindi tutti i punti
multipli acquisiti dalla C, si presentano come punti di collega-
mento fra D" e D".

Concludendo : I’ operazione d’ingiunzione di successivi punti
doppi variabili concede di individuare in ogni caso su F un
sistema lineare (anzi due) parzialmente contenuti nel sistema
| C| delle sue sezioni iperpiane.

E ovvio osservare che la mancanza di punti multipli varia-
bili non su linee multiple di ¥, si presenta come condizione
necessaria e sufficiente a priori per la linearita di quei sistemi:
e 1’ osservazione ha interesse perché probabilmente con metodi
di natura differenziale, sarebbe concesso di compiere 1’ indagine
prescindendo dalla ipotesi di regolarita.

4. - Ha ora interesse soffermarsi sui caratteri dei nuovi
sistemi lineari 1D'| e | D”|. Se (n,,m,8) e (1, m,,d,) sono
rispettivamente grado, genere e dimensione dei due sistemi, poiche
il sistema |C'| si presenta come somma dei sistemi | D'|e| D" |,
ciog: |C|=|D" + D"|, si hanno le relazioni:

n=n+n+2j
p=m+m4j—1
&=mn —m+1

62=712—7t,+1,

e quindi la dimensione & di 1% sara:
=8 +0=n-F+n—m —n,F+2=n-—-
—p+l—i>p—i4l=mn+mn+7—1,
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dove con j = ¢ si & indicato il numero dei punti doppi acquisiti
effettivamente dalle C; rispetto le C.

Se, quindi, j>>7, si & senz’altro rispetto D' o D’ nella
condizione in cui si cra per | C, cioé ad esempio si avra:
8 >m -+ 1, e sard quindi possibile formare a partire da
quel sistema |D|= D’|, una nuova catena di riduzione:
:ED[’IDII"’°7; s“

Se invece j =< ¢, ¢id non si pud senz’altro affermare, e noi
lo ammetteremo momentaneamente. Ciot ammetteremo che si
ripresenti la situazione favorevole che concede di costruire la
nuova catena, e di pervenire quindi ancora a due altri sistemi
lineari parzialmente contenenti in D . Si ammetta allora che
questa operazione si possa sempre ripetere. I generi dei successivi
sistemi lineari costituiscono un sistema di numeri decrescenti, a
meno che non s’ incontri ad un certo momento un sistema lineare
componente al termine di una certa catena che sia formato di
curve razionali: infatti & sempre, ad esempio, p=m,, poich¢
per un ben noto principio j=1, e pud essere p = m, solv
se m;, = 0. E pertanto, sempre ammesso che sia lecito spingere
opportunamente innanzi il processo, si perviene a costruire o un
sistema di curve razionali (lineare) contenuto in | C|, o una
successione di sistemi lineari, ognuno contenuto nel precedente,
¢ di genere decrescente, che potra arrestarsi solo quando si
giunga ancora ad un sistema di genere zero.

CoxcLtorxpo : L’ ipotesi amimessa di poter prosequire la
formazione di successive catene riducenti, conduce « dimostrare
Uesistensa sulla superficie F di un sistema lineare di curre
razionali almeno semplicemente infinito, contenuto pargialmendte
nel sistema C' delle sue sexioni iperpiane.

Dimostrare quindi, senza usufruire del teorema di Casrer-
zxvovo sulle razionalita delle superficie in esame, la veritd di
quella ipotesi varrebbe dire, con una immediata applicazione
del criterio di Nokrser, dimostrare nuovamente quel teorema
partendo da un punto di attacco molto pit elementare e forse
pit aderente ai termini della questione, che mi sembra, insieme
a molte alire analoghe, essere assai pit di natura dimensionale.
che non qualitativa: né darebbe disturbo una leggera limita-

12
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zione che qui abbiamo seguita perché pit consona ai nostri
scopi speciali, e del resto facilmente eliminabile.

Senonché prima di tentare una tale via, vale certo la pena
di garantirsi a priori, della verita della ipotesi, cio& di vedere
se & vero che ogni F* dello S,_,,,, con n>2p, regolare, con-
tenga un sistema lineare di curve razionali entro il sistema |C
delle sue sezioni iperpiane. A tale fine si pud senz’altro ammet-
tere la razionalita della superficie, e quindi la sua rappresenta-
bilita piana. B chiaro allora che risultera anche dimostrata la
possibilita di costruire una successione di catene riducenti nella
situazione precisata prima.

A tale ricerca, importante oltre che per aprire una strada
ad una nuova dimostrazione del teorema di Castenzvovo, anche
p:r il suo proprio valore conoscitivo, dedichiamo il resto di
queste ricerche, insieme alla esposizione di alcune notevoli pro-
prieta collegate.

5. - Prima di procedere conviene soffermarsi un momento
per dare opportune couvenzioni e definizioni che renderanno piu
agile e comoda I’ esposizione.

Auzitutto qualora sia possibile staccare da | C| diversi siste-
mi di carve razionali, in diverse componenti irriducibili massime
dei sistemi che successivamente si considerano, sceglieremo fra
ossi quello tale che il sistema residuo abbia genere minimo e a
parita di gencre, grado minimo. Con ¢id, ammesso che esista,
resta fissato in modo wunico il grado e il genere del sistema
residuo che diremo | C'|. Potra essere che da | C’| si possa stac-
care ancora un sistema di curve razionali, sempre nuovamente
definito con le convenzioni analoghe a quello fatte per | C|.
In definitiva si arrivera ad un ultimo sistema residuo |p[ da cui
non si potranno piu staccare sistemi di genere zero, e che sara
di un certo genere m. In definitiva il sistema | C| si pud pensare
in tal caso espresso nella forma additiva :

(1) [Cl=[(C-C) +(C' = C") 4 ... +(C* - C¥) < p],

in cui i sistemi | CU=" — C¥| sono tutti sistemi effellivi di
genere zero e | p| ha genere m.



Una scomposizione del tipo (1) sara detla una scomposizione
razionale di | C| rispetto I’ operazione di somma, ed il sistema | p
si dira semplicemente «residuo della superficie F» . Si puo
quindi dopocid enunciare la seguente definizione :

«Una superficie F* normale in un certo spazio st dice a re-
siduo di genere ©, quando il suo resto rispetto una scomposizione
raxionale del sistema delle sexioni iperpiane, ha genere = » .

Se in particolare: © = 0, lo stesso resto mancherebbe, ma
per uniformita diremo ancora in tal caso che la /' ha residuo
di genere zero. Indicheremo d’ora in poi una superficie di residuo
di genere =, col simbolo Fy .

La scomposizione (1) non & necessariamente unica neppure
con le convenzioni fissate; sono perd unicamente definiti i caratteri
dei sistemi componenti, ciod i due simboli (2, 2, ..., 0", »)
e (p,p,..., p", ®) rappresentativi rispettivamente dei gradi ¢
dei generi dei successivi sistemi residui.

Si noti che i successivi sistemi razionali componenti si
possono effettivamente staccare per proiezione di F dallo spazio
di una curva (C— C'), in una superficie F' di grado »n' a curve
sezioni di genere p’, e cosl via, almeno sinch¢ s’incontrino
sistemi di dimensione = 2, il che & sempre vero se m 1 0.
Infatti allora se | C¥|=|(CY —p], si ha: p" ==+ h — 1,
8o =mnp—m=+ 1, e poiche se |p| & un fascio: 8 = 1, n,=0,
si har =0.

Da tale punto di vista gli interi »,n',..., »' si presentano
come successivi ordini della F e delle sue proiezioni F', F", .., F®
del tipo precisato.

Infine chiameremo indice (di composizione) di F il numero s
dei sistemi di curve razionali che compaiono nella scomposizione
razionale di | C|.

6. - Dopo queste premesse, passiamo a dimostrare il seguente
teorema, che nell’ordine di idee che abbiamo si presenta come
fondamentale.

TroreMa 1. — « Ogni superficie regolare F** Y con i >> 0,
dello S,y ammetle una scomposizione raxzionale, ¢ quindi

appartiene alla classe delle Fx, ammettendo residuo div in certo
genere T,



174

Come si & avvertito, daremo del teorema una dimostrazione
che presuppone la razionalita della I7. Si supponga allora di
rappresentare la /7 su un piano mediante un sistema lineare
(completo, di curve ¢ d’ordine m, genere p e grado 2p 4 3.
S’ imponga innanzitutto a questo sistema di possedere ulteriori
¢ — 1 punti base semplici, in posizione generica. Si ottiene allora
un sistema di_grado 2p + 1. E chiaro che se la F**' rappre-
sentata da questo sistema & a residuo, a maggior motivo lo ¢
la. F*F, e quindi condurremo la dimostrazione per esso. Si
tratta quindi di far vedere che nel sistema delle ¢ di grado
2 p + 1 & parzialmente contenuto un fascio (almeno) di curve
razionali ¢ .

Qui si presenta essenziale una osservazione. Si pud senz’al-
tro supporre che il sistema delle |¢™| sia a punti base distinti,
perché se esso avesse una o piu singolarita base, comunque
complicata, si pudo sempre pensarlo come sistema limite di un
altro con singolarita ordinarie nei punti base (3), e ci0 per una
importante proprieta delle singolarita straordinarie di potersi
pensare come limiti di punti ordinari che tendono ad avvici-
narsi.

Un tale processo continuo non altera le caratteristiche
algebriche del sistema in fatto di gradi, genere e riducibilita,
e quindi se nelle posizioni prossime alla posizione limite, il
nostro sistema contiene parzialmente un fascio (almeno) di carve
razionali, anche il sistema limite contiene un tale fascio.

Percid supponiamo senz’ altro che il sistema {¢™| di genere
p e grado 2 p -+ 1 presenti certi punti base v,,vs,.....,v, mul-
tipli e non prossimi.

Valgono intanto le relazioni di postulazione:

(m— 1) (m —2) N v, (v, — 1)
p= 2 o 24 2

s

2p+ 1= m® — Z v,

1

(3) Cfr. Exriques Cuisini: Teoria geom. delle equax., vol. III°, p. 445,



da cui si hanno subito lc relazioni :

Z v,=3(m —1)
1
3) ,
Z vi=m'—2p—1.
1

A tal punto conviene dimostrare un lemma. di carattere
aritmetico, che consente di agevolare la nostra dimostrazione.

7. - Lenyva [0 - « Ogne scomposizione additiva di un nu-
mero A >0, del tipo A = ZXv,, tale che ogni v, << h, con v,
numer: posilivi, é tale che:

Vi< A - h».

La proprieta, che abbiamo ennunciata per comodita, & evi-
dente,

Lrvuva 110 - « Ogni scomposixione additiva di un numero
positivo A, del tipo A = Zv, con vi >0, lale che: v, +
Ve + ... v, h, per ognuna delle combinaxioni ad r ad r

2 T r ) !

delle v, e per h < 714-—1(k <o se r=1) ¢ tale che:

vagA %»

Dimostreremo il lemma procedendo con induzione su 7.
Per r == 1 il teorema coincide col lemma I°, e quindi & vero.
Sia esso vero pel valore r, e dimostriamolo pel valore r 4+ 1.
Si pensi in tal caso di fissare ad esempio v, . Allora per la

somma v? si avra el teorema ammesso vero per r,oe tenendo
i ’
2

conto che ora v, v, 4+ ...+ v, < h—v;:

vaS(A——Vl)- _}’_’“V_'

P
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e quindi:
ZviSV‘f—l-(A—v,). h ;_ Y,

ciot :

ng—{ P — ok A ia = Ly,

con ovvio significato del simbolo ¢ (v;) . D’altra parte le scom-
posizioni Z v, possono essere suddivise in due classi: una, formata

da quelle per le quali tutte le v, << _:f T I’ altra dalle rima-

nenti. Per le prime I’asserto consegue senz’altro dal lemma I°;
per le seconde, pensando a v, come al maggiore delle v, si avra:

v, =

r4+1°
Inoltre:
r + 1 h A
w<h- S T 1 .
e quindi:

wir+1)—h—4<0,

da cui segue che I’espressione ¢ (v) = v, {v, (r-+1) —h— 4/

h)>

4+ h A & funzione decrescente di v, e quindi: ¢ (’ 1

> ¢(v), per = —17 . Ed infine la tesi:

8. - Dopo questa parentesi possiamo affrontare la dimostra-
zione che abbiamo gia enunciata in riferimento ai simboli della
fine del n. 6.
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Nelle ipotesi in cui ci siamo posti dimostreremo pili preci-
samente il teorema :

Trorema 1. — « Ogni sistema lineare di curve, completo,
di genere p e grado 2 p -+ 1, avente singolarita non prossime
neec punti base puo essere cremonianamente trasformato in un
sistema lineare contenente parzialmente (almeno) un fascio di
rette o nel sistema delle C® con otto punti base tripli».

Procederemo per assurdo. Si supponga che nel sistema |¢" |
non sia contenuto parzialmente un fascio di rette. Dovra allora
evidentemente essere, se, come usuale, v, =v,=.... =v,,, =V,:

(3) m—v,+1>p+42.
D’ altra parte si ha; dalle (2):
v - Zv,—Zv§=3v,(m—l)-—-m‘1 +2p+1=0,

e quindi:

m—2p—1

(4) V12 W"‘ ])

Confrontando la (3) con la (4), si ha per il genere p:

2 8 4
P 3" g T §@Bm =5
e quindi :
2
(5) p—gm,

ed ancora dalla (4):
(6) = — .
Si ha quindi:

Z vi=mt—4[ym—1

( Zv,.:-?,(m——l).

(M

12
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D’altra parte possiamo supporre che sia v,; 4 vj, + v,3 << m,
per ogni terna di v;, perché altrimenti nelle nostre ipotesi il
sistema | ™| sarebbe riducibile ad un sistema d’ordine inferiore
con trasformazioni quadratiche, e mnoi possiamo supporre che
| ™| sia di ordine minimo rispetto tali trasformazioni.

Ma allora se si pone:

nm
V) = ?‘*‘k,

<

con >0 per la (8), si avra: v, + v, g‘—j m — h per tutte

le coppie scelte fra le v, ..., v,. Applicando allora il lemma I1I°
(per r =2) si ha:

s

Z vﬁg(’—g—-}—'k)s—i—33(772—1)——(%1--1—h)z 132—~ —Z—%

Da qui:
: 3 3
2 —_—n
Z V,Sm’-—m——him———z h —3 ‘ =1 (k).

Poiché si ha:
-"—‘;i +h<m—1,
segue :

3 3
m—?h—?20,

e quindi ¢ (k) & funzione decrescente di 4, e quindi,seh =1,
si ha:

Zv‘igep(l)=m’——-2m+3,
1

e per la (7):

m?—4lsm —1<<m*—2m+ 3,



179
che ¢ evidentemente assurda. Quindi siccome & =0, non resta

che da supporre: # = 0. Pertanto dalle ipotesi poste consegue :

v,=_3-,v,g—’ﬁ (i=2).

. . . mo
Siano allora ad esempio ¢ le v, eguali ad 5 ciod sia:

Sara allora :
‘/‘<-7§-—i (i>1).
Un’altra applicazione del lemma I° fornisce :

2

Zvigs . 7—;—4—

8m—1)—s . =

1f,
e quindi, tenendo presenti le (7):

1 4
7)1’—41)z+s~'?:—z+ 3>m’———.§-m——l,
ossia :

s=8.

D’altra parte dev’essere: s<C9, perche: Z(v‘<3m, e
quindi bisogna supporre: s = 8. Si ha allora dalle (7):

Zv‘_z—'—l——3

t+1

o S

t+1
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Inoltre ;

] 2 d 2
(Zv‘)=(—73£—3) 22\'}‘:%&--—21)—1,

141
ciod @

p=m—>5,

ma dalla (3) per: v, = si ha: p <§ m-—1,

m
3
e quindi:

m<12.

Si conclude dunque affermando che le ipotesi fatte sono
compatibili solo nel caso del sistema lineare delle curve del nono
ordine con otto punti base tripli.

Il teorema 1° & cosi completamente dimostrato. Inoltre &
dimostrato anche il teorema 1, nella cui accezione & naturalmente
da scartarsi il sistema delle C? con otto punti base tripli, e per
cui bisogna tener conto della osservazione del n. 6.

Vogliamo qui notare subito una interessante applicazione
del teorema 1°. Si supponga percido di avere un fascio di curve
razionali con punti base ordinari. Sommando a questo fascio
una curva opportuna, si pud sempre supporre di ottenere un
sistema lineare di genere p e grado 2p + 1; che pel teorema 1’
pud trasformarsi con trasformazioni quadratiche in maniera che
quel fascio di curve si trasformi in un fascio di rette, e quindi
si ottiene una elegante dimostrazione diretta del teorema:

TeoreMa 2. - « Ogne fascio di curve raxionali a punti
base ordinare puo cremonianamente trasformarsi in un fascio
dz retie ».

La condizione che i punti base siano ordinari pud essere
facilmente abolita con dei semplici artifici strutturali sulle for-
mule di postulazione, e si potrebbe quindi ottenere in tale modo
diretfo anche il teorema nella sua pit larga interpretazione.
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9. - Sempre continuando a limitarci alle F¥+ di S,,,, ¢
naturalmente che il teorema dimostrato non precisa né pud pre-
cisare la dimensione del sistema di curve razionali contenuto
in | ™|, ossia in | C|, n& le circostanze in cui si staccano piu
sistemi di quel tipo.

A tale proposito aggiungiamo qualche osservazione. Se si
ammette in generale che il sistema di curve razionali che si pud
sottrare (effettivamente) da | C| sia di grado »,, e che il siste-
ma residuo sia di grado n, e genere p,, si ha:

n=n, + ny,+4 &

p=p2+i—l7

ed essendo: n=2p -+ 1, si trova:
ntn=2p—1.
Da qui segue certo:

Nzgzl)z“l,

e quindi se il sistema residuo & di tipo generale, si puo affer-
mare che esso non contiene parzialmente sistemi di curve razio-
nali e quindi la superficie ha indice di composizione eguale ad
uno, ed inoltre in | C | non pud essere contenuto un sistema di
curve razionali pi ampio di un fascio, se & esaltamente:

Ny, = 2p,— 1.

Da cio appare evidente che le piw generali superficie Fyt
devono ritenersi nei rispetti della loro composixione quelle con-
tenenti un fascio (e non piw) di curve raxionals (%),

4 E forse il caso, malgrado 1’evidenza delle cose, di fornire qualche
esempio di superficie del tipo F}'*!, a composizione di tipo speciale. Un
esempio di Fr ammettenti un sistema di composizione di dimensicne maggiore
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Similmente si pud vedere che una F**** con i >>1 dello §,,,,,
contiene generalmente un sistema di curve raxionaly di dimen-

5| € non pin.

E ancora interessante notare che tali proprieta divengono
categoriche per superficie del tipo F, ciod contenenti un sistema
residuo di genere zero. Infatti in tal caso si ha necessaria-
mente : 7, = — 1.

. )
sione [

Cioé si ha il teorema:

Trorena 3. - «Una Fg*** dello Syyy., ha il sistema |C |
delle sexioni iperpiane somma di due sistemi lineari di curve
i+ 1
—_.{———] »,

. L L . v+ 1 .
raxionals di dimensioni rispettivamente l——ﬁ— ei—|—;

10. - Termineremo queste ricerche sulle Fr, dando un cri-
terio sufficiente e necessario per riconoscere quando una F@+
dello S,;i;1, razionale, sia a residuo di genere zero. Dimostre-
remo a tale proposito il teorema :

Trorews 4. - « Condixione necessaria e sufficiente perché
una F*% dello S,y , raxionale, sia a residuo di genere xero,
é che le curve del sistema di curve raxionali componente | C |,
seqhino su una generica C una serie lineare mon speciale» .

Infatti siano C le curve di | C| spezzate in una curva ra-
zionale C7 e una residva C;. Sara: r+ s=2p-+¢. Inoltre
se Sp e So sono gli spazi ambiente si ha: r<<p, s<<o. Le

di uno, si ha nelle superficie che si ricavano per proiezione da 3 (m — 1)
punti indipendenti della superficie immagine della totalita delle C” piane.
I sistemi sezioni iperpiane di queste contengono infatti tutti parzialmente
una rete omaloidica, immagine della rete delle rette.

Fra queste si possono anche trovare esempi di anomalie circa I’ indice
di composizione, Se si prendono infatti ad esempio le C7 con 18 punti base,
tale sistema & somma della rete delle rette, di un fascio di coniche e di un
sistema residuo di C#% con 14 punti base, ridotto quindi ad una C* isolata.
In tal caso la F ¢ dunque una superficie d’ ordine 31, a curve sezioni di
genere 15, avente indice di composizione due e residuo di genere tre.
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curve C, segano su una C la serie: ¢§f'=%, che per ipotesi &
non speciale. Quindi: p 4+ ¢ —o0c<2p+4¢—s—p, ciod:
8=s,e ciod: s=o. Segue da qui che le C} sono curve razio-
nali normali, e quindi la # ¢ a residuo di genere zero. Il vice-
versa & evidente,

11. - Il teorema dimostrato permette di concludere in un
modo molto interessante questo lavoro. Infatti da esso segue evi-
dentemente che le pilt generali F**** dello S,;,,, regolari, sono
superficie a residuo nullo. Quindi il fatto che una di tali super-
ficie abbia un residuo > 0, & da considerarsi un caso di strut-
tura anomala, In tale senso si deve vedere 1’interesse del teorema
precedente.

Al termine di questa indagine e riallacciandosi a quanto
abbiamo osservato al principio del lavoro resta dunque garan-
tito che:

Su ogni F** dello S,;,,, regolare, si puo sempre trovare
almeno un sistema di catene riducenti rispetto al sistema |C |
sino a giungere ad un sistema di curve raxionali: cioé effetti-
vamente si verifica sempre nel processo di riduzione che abbiamo
usato al n. 3, quella ipotesi favorevole che avevamo ivi ammessa
come una ipotesi di lavoro.

E qui si presenta quindi I’inizio di una nuova indagine
che ora appare sia il caso di approfondire: dimostrare a priori,
senza ammettere la razionalita della F, tale fatto, e concludere
quindi con una nuova e diretta dimostrazione di un classico
teorema di CastELNUOVO, con una lieve e non essenziale restri-
zione,



