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SULLE V3 CONTENENTI UN SISTEMA LINEARE

TRIPLAMENTE INFINITO DI SUPERFICIE RAZIONALI

Nota (*) di MARIO BALDASSARRI (a Padova).

U. MORIN ha classificato nel 1939 (1) i sistemi lineari, sem-

plici, di superficie razionali di dimensione maggiore od eguale a
quattro, mediante la sintesi di un duplice ordine d’ idee, che

risalgono rispettivamente ad ENRIQUES (2) e a FANO (a).
D’ altro lato ENRIQUES, in un’ antica memoria (4) , come corol-

lario della classificazione delle varietà a tre dimensioni contenenti

un fascio di superficie razionali, trovava che ogni V3 contenente
un sistema lineare ms di superficie razionali a intersezioni

variabili irriducibili è uniraxionale.

In questo lavoro riprendendo gli stessi metodi usati da

U. MORIN, consistenti in definitiva nell’ impiego opportuno della
aggiunzione sul sistema lineare come strumento di riduzione del
sistema a tipi cren10nia~~an1ente distinti, pervengo a dimostrare che
ogni Va contenente un sistecna lineare o0 3 di .~2cperfieie raxio-

nali, con iyavoltc~ione di punti, è raxionale o

una forma cubica e a dimostrare contemporanea-
mentre che sistema lineare 00 8 rientra nei tipi già assegnati
per i sistemi di dimensione superiore, escluso il siste~na dei

piani di uno ~.~’3.

(*) Pervenuta in Redazione il 16 novembre 1950.

( i ) U. 1~ORIN : Sulla class. proiettiva delle varietà a super~eie-sexioni
ra~ionali. [Ann. di Nlat., t. 18, (4), (1939)] .

(2) F. Sui sistemi lineari di sup. algebriche ad ir~tersexio~ti
vc~riabili iperellittich,e. [Math. Annalen, Bd. (1896)]. ~ 

~M~r~~o?~

(3) G. FANO : varietà ~clgebriclie a tre di~~iensiosti raxio~aali. [Ann.
di Mat., t. 24, (3), (1915)].

(4) F. ENRIQUES : da eui ele,.. [Math. Ann., Bd. 49,
(1897), pag. ‘?2 J .
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I primi nU~neri sono dedicati ad una indagine sulle super-
ficie dello S3 aventi 002 curve sezioni di genere zero od uno,
i cui risultati erano necessari per gli scopi del lavoro.

Essi possono esprimersi nei due teoremi :

I. - Le superficie dello ~S’3 o02 curve - sexioni piane
raxionali sono: o stcpe~yeie a e~crue-sezioni ellitti~~he o srcher-
ficie aventi un punto ~rtzcltiplo proprio O, che possono essere

~aor~nali nello S., solo se rno~aoidi, ovvero sono in S,.
~~ &#x3E; 3, e qui possiedono lmcnto ~n7cltiplo proprio da cui

si proiettano o nella superficie di P8e o i n una rigata
raxionale.

II. - Le sccper~r~ie dello S3 00 2 curve-sezioni ellittiche
sooo : o superficie a ctcrwe-sezio~zi di genere due o super-

ficie aventi un punto miclti~ulo proprio O, che possono essere

~ior~raali nello S3 .solo se hanno ordine ~a e un punto (ra - 2) -
- plo , ovvero .sono ~zownaali iii uno S,, con r &#x3E; 3 , e qui possie-
dono punto ~n2cltiplo proprio rln cui .~i ~uroiettano in 
ficie a curve ellittiche.

Di tutte queste superticie vengono determinati i caratteri pro-
iettivi ed i relativi sistemi lineari rappresentativi, che risultano tutti

sovrabbondanti, e quindi le superficie stesse risultano tutte speciali.
Passo quindi alla classificazione proiettiva delle varietà a tre

dimeusioni segate iii superficie razionali dagli iperpiani per un

punto O, e si dimostra che queste V3 , escluso il caso delle T~3
a sezioni ellittiche per 0, normali in S4’ risultano razionali e

si possono rappresentare nello S3 con un sistema lineare di

superficie ottenuto sotnmaudo una superficie fonòa~nentale 0) ad

un sistema lineare ~3 d  uno dei tipi seguenti :
Il sistema dei piani di 2cno ,~3.

2~ - Sistenaa di superficie Il con (1t -1 ) --- plo .
30 - ~S’istenia di superficie d’ordine n con retta 1 ~nzcltipla

dell’ ordine n - 2 .

40 - ~S’tstenaa di superficie del terxo ordine.
50 - Siste1na di del quarto ordine con conica

doppia.
6~ - Sistema di superficie del quarto ordine con tarnodo.
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70 - ,S’istertta di strper j~’tcie del sesto ordine con un punto
quadruplo e irt esso lo stesso piano quadruplo, e due

doppie itt~’mtitesirrtP nei srcccessiui intorni del punto e nella
giacitura del piano ed inoltre due punti doppi it2 ftni-
tanaettte con retta itt firaitesinza 
del 

Tali sistemi risultano appunto tutti contenuti nei sistemi

lineari analoghi di dimensione maggiore di tre (5) . Essi esauri-
scono inoltre tutti i possibili sistemi lineari Le V3 normali
in S4 a curve-sezioni ellittiche per un punto O, risultano tra-

sfor~nabili in forme cubiche, non essendo naturalmelte escluso

che si arrivi a particolari razionali, ciò che anzi succede

~~~ casi evidenti, ma comunque lo studio di tale caso non è

approfondito.

1. - Sia f una superficie algebrica ed irriducibile, immersa
in uno e si supponga che essa ammetta oc 2 curve-sezioni

piane razionali C *. Facendo variare con continuità (g) una sezione
piana C di F essa può divenire razionale solo con ~ acquisto di

nuovi punti. doppi, ed un tale acquisto può avvenire per due

motivi, o perchè il piano con cui si sega diviene tangente ad F,
o perchè il piano si trova a passare per un punto multiplo
proprio di F.

Nel primo caso, poichè notoriamente una superficie F dello 53
non può avere 00 2 piani bitangenti distinti., la sezione piana C*
può acquistare ~ 2 volte iiii solo punto doppio, e quindi la F

stessa dev’ essere una superficie a curve -sezioni ellittiche.

Ciò escluso occorre ammettere che il sistema delle C* è ~~na

rete lineare segata su F dai piani per un puuto O di F.

Quindi si ha intanto :

TEOREMA 1. - « Se tctta superficie F, algebrica ed 

cibile, dello S3 artarnette 00 2 ctcrve-se~iooi piane raxionali o è

a crcrr~e -sezioni ellittiche, quelle sono quelle dei
piani di ltna .stella il centro in punto 1nultiplo O,
proprio, di F».

(5) U. Loc. cit. (1), p. 149.

(6) ZA RISKI : ~ lgebrctic Surfares, p. 104.
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2. - Consideriamo ora il secondo caso. Intanto la super-
ficie F (certamente razionale per un caso particolare di ben noti
teoremi) sarà normale in un certo spazio S’,.. Sia ~~ il genere
delle sezioni iperpiane C di F’ e sia i l’indice di specialità della
serie caratteristica del sistema C ) . Si ha nutoriamente :

D’ altra parte 1’ intorno del punto O potrà riguardarsi come
una curva eccezionale 5 di un certo genere 1t, e se si suppone
che 0 sia p - plo per F, la t5 avrà IL punti di collegamento
con la C* e quindi il genere 1) di una C C* + ~ potrà
esprimersi nella forma :

3Ia la serie segata fuori di O su una C * dalle C deve
risultare completa, ed essendo la C* razionale, si dovrà avere :

e quindi confrontando con le precedenti : i = x .
Cioè 1’ indice di specialità della superficie F coincide con il

genere della curva infinitesitua {} rappreseotaute 1’ iutorno del

punto O.
Si ha anche : r = ~t -~- 2 2013 ~, e h ~ 1t -~- p - 1 , rispet-

tivamente per la dimensione e il genere del sistema delle C.

Quindi in particolare si ha r - 3 , solo se : p = 1~ - 1, cioè :

TEORb’,31A 2. - « Le mticjae stcper f cie con una rete lineare,
, segata dai piani per rn punto, nello S’3 sono i monoidi.
Ogni altra F n di quel tipo può dunque eorne 

x ione da punti esterni ~li una di uno S,. con r &#x3E; 3 ».
Si noti che il teorema dimostrato equivale al fatto ben noto

che ogni rete lineare di curve razionali data su un piano è bira-
zionalmeate trasformabile o nella rete delle rette od è contenuta

totallllellte in un sistema lineare alme o oc 3 (7) .

(;) ENRIQUES-CONFORTO: Le p. 298.
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3. - Sono ora facilmente assegnabili i i caratteri proiettivi
delle Fn iii discorso. Infatti, se 2- = 3 si ha il caso del monoide.

il cui sistema rappresentativo si ottiene aggiungendo una curva

fondamentale d’ ordiue ~a -- 1 al sistema delle rette del piano.
Escluso 9Questo caso il sistema delle C* è almeno oc 3,

e quindi può essere sempre birazionalmente trasformato su un

piano o in nn sistema di coniche o in un sistema di curve

d’ ordine ~ja Jon punto (n2 -- 1 ) - plo . Trattiamo separataniente
i due casi :

1° TIPO. - ~Sistem~ aln2eno 008 di coniche C2. Si aggiung-a
al sistema una curva b d’ordine v e genere ir, in modo che la a

risulti fondan1entale pel sistema completo delle C C
Si supponga che il sistemi C2 j abbia s punti base (neces-

sariamente semplici) e che la b abbia {.L ~ 2 v intersezioni variabili
con le C2. Il sistema delle C avrà allora dimensione: ~=62013 ~~&#x3E;4,

e, per le formnle del ll. 2, la F avrà ordine 1l = {i -F -I --- s ~
e curve sezioni di genere : p = 1 , e quindi dal suo

punto ~1 - plo O essa si proietterà o in una superficie di VERO-

(s = 0) o in una rigata cubica (s = 1) o in una qua-
drica (s = 2) .

20 ,Siste~j2a 00 9 di C m con puuto A

(m - 1 ) - plo . Aggiungendo, analogamente a sopra una si

consideri il sistema completo delle C C; nt -~- ~, e sia ancora s

il numero dei punti. base delle Cm oltre A . La dimensione di I
risulta: i- = 2 in - s + 1 , e quindi, ancora dalle formule del n. 2 ,
si ha per l’ordine n ed il genere = 2 - s -~- ~. - 1 ,

Si ha dunque il teorema, :

TEOREMA 3. - « Uncz superficie Fn con una rete lineare di
curve razioiiali o è 2cca rnonoide, o è una F u~~-s dello S 6-s «
ctcm~e-sexioni di genere p = 7r + ~, - 1 , con s = 0, 1, 2 , ed è

rappresentata sul piano da c~ooapleto di c2ccwe C’’+2
che si ottiene aggiungendo ad t t sistema lineare ~lL cocliohc alolelco

00 a, foctda~neot~zle (li geoej’e 7r cci v, 
L’2m-’ t ’L. -1 L (t citi-i,e se,-.iotii .. I. ir~2~-~:1-! (e o (I ~l = t 

uel piano dul sister~la eo»lpleto di (~ "z t v che

1 3



140

si ottienc aggiungendo ad 2cra sisterria di cm con A (?ft -- 1) - 
alrneno 00 3, fufidanze~ataie di ed ordine v ». 

È da notarsi che tutti questi sistemi lineari risultano sovrab-
bondanti e le relative F speciali d’indice x. Inoltre le super-
ficie F del primo tipo contengono una rete di curve d’ordine ~.L + 2
con e quelle del secondo tipo un fascio razionale di

curve d’ordine ~.L + 1 con 0 ~, plo .
Se col simbolo q; s’ indic~~, un polinomio in coordinate non

emogenee (x, y) d’ordine i si possono scrivere immediatamente

le equazioni dei relativi sistemi lineari rappresentativi. Esse sono:

iii cui il terzo (8) rappresenta il monoide, ed s espri~~~e come già
detto il numero dei punti base semplici delle C 2 o delle C"’

(fuori di A se ni = 2) .

4. - Si consideri ora una superficie F dello S3 che an~-

metta oo2 curve-sezioni piane ellittiche.
Si dimostra allora in modo perfettan~e~~te analogo al n. 1

il teorema : 

4. - una al,gebrica ed irriducibile,
ha crcrve-se~ioui ellittiche o le sexioni stesse sono quelle

coi piani tangenti ed allora la Fn è a di

genere due le 002 sexioni devono essere quelle dei piani
di una stella il centro un pnnto O, multiplo proprio

F » .

( g) Il sistema (III) potrebbe pensarsi caso particolare di (I) per s= 3 .
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5. - Consideriamo ura il caso che la superficie F abbia

una rete 1ineal"e di curve ellittiche C * sezioni piane. Intanto la

superficie coni un ben noto procedi n~ento indicato da CASl’EL~UOVO
può rappresentarsi su una involuzione piana e quindi è razionale.
Per la dimensione ?~ ed il ~ec~ere p del siste~na C j I delle sezioni

iperpiane di F peilsatu reso completo, si ha ancora: r = ?i + 1 - li,
e p ---- p., e quindi cioè ~ indire di specialità
coincide col genere della curva infinitesima rappresentante 1’ iu-

torno di U iO
Per r = 3 nisulta ~~eeessaria~nente: (.L = ti - 2 , e quindi il

teorema :

5. - « Le .szc~eufz~iP eo z rete di 

Pl Ll ~tL(’%ll’ piane, P n sono delle Fn con

punto O"-~ ».
Esse contengono dlillqlle una rete liueare di curve ellittiche

di grado dne, e possono dunque rappresentarsi nel piano doppio
con quartica di diramazione, che risulta generalinente irriducibile
e di genere tre (9). Essa può tuttavia particolarizzarsi in casi

(9) Ciò può vedersi facilmente considerando il seguente esempio ab-

bastanza esteso. Intanto se il punto (11 - 2) - plo U si prende nel punto
improprio dell’ asse ;~, , 1’ equazione della F può scriversi nella forma :

qisogna ora espri~ncre che, a meno di componenti doppie, la curva di dira-
mazione 4 = O, è una quartica. Si ponga perciò, supposto ~==2~+3,

- ~z~ x ?1) . ~2 (~~ ~) ~ Tn - P’/ (xy) ’ g3 (T2/), r.fn-2 x l ~xy ~ ’ .~2 (x Y),
in cui p; e Xi si sup~y&#x3E;ngono primi i fra loro p X’~ . L’equazione pre-
cedente allora diviene :

Lq cnrva di diramazione è in tal caso :
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speciali. Se ad esempio si considera la P" 2 con retta e punto
doppio questn può notoriantente (1°) trasformarsi in una F 3 con

punto doppio, che si rappresenta direttamente nel piano semplice,
senza alcuna irrazionalità nei coemcienti. In generale invece le
superficie del tipo in discorso sono rappresentabili nel piano
semplice introducendo nei coemcienti quelle stesse irrazionalità

che occorrono, nella risoluzione della equazione delle 28 tangenti
doppie alla quartica di diramazione (11) .

Tralasciamo qui di determinare tutti i casi particolari in cui
quelle irrazionalità possono dirninuire, notando solo che questo
sarà certamente il caso per p = 2, 3 .

6. - I tipi proiettivi di F" con una rete di curve-sezioni

piane ellittiche si lasciano determinare immediatameote ricordando
che la F’~ può tempre rappresentarsi nel piano in modo che

quella rete sia rappresentata da una rete di cubiche C3 con

s . punti base o da una rete di C4 con due punti doppi e nessun

altro punto base (altrimenti essa sarebbe ancora trasformabile in

una rete di C3) . Se ad una di queste reti si aggiunge una

curva {}~ fondamentale di genere x ed ordine v e se p, è il nu-

mero delle intersezioni variabili delle curve della rete con la a,
si ha nel primo caso : 7’== 10 - s, e quindi con le formule del

n. 51 i -= p. + 9 - s , p = x + 11. Nel secondo caso si trova

invece : ~=9,~==~-t-8~p===?c-}-(JL.

e quindi a prescindere dal fattore doppio immagine della curva’doppia, è
data da :

poichè d’ altra parte le gr sono a nostra disposizione, è ben noto che sotto

tale forma si può porre la più generale C 4 di genere tre (cfr. ENRIQUES-
CONFORTO: Le super~cie raxionali, p. 414) .

(~ (1) ENtiIQUE3 -Co~FOaro : Le super ficie razionali, p. 163.

(11) ENRiQUE9~ Loc. cit. (4), p. 11.
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5i ha dunque il tcoren~a:

1’EOHI~YA 6. superficie F o02 c2cnve-se~,ioui ellit-

lJer un pmato O ~. - plo per F, souo o sicpe~yicie
= p, -f- dello shaxio (0 ~ s  7) o super-

ficie rl’ orcl i oe n = -1. -I- 8 dello ~5~9 . Esse hartrto 

di genere p + ~J., e sono .~peciali d’indice 1t. Esse, si proiPt-
tano tutte da O irz superficie a ellittiche (1~) ~ .

È ancora notevole che tutte queste superficie si rappresentano
sui piano con le stesse irrazionalità occorreiiti per le superficie
a curve-sezioni ellittiutle in cui esse si proiettano.

7. - l)assian~o ora a considerure una varietà a tre dimeu-

sioni dello ,~4 contenente ~~n sistema. lineare A 3 ~3 di superficie
razionali ~, segato dagli ,S3 per un punto O che sarà multiplo
proprio di molteplicità ~J. per la TY3’ altrimenti questa sarebbe

senz’’ altro a superficie sezioni razionali.

I~~ tale situazione il sistema A, ,, sarà senz’altro composto
con una involuzione di punti, a meno che la Y3 non sia un cono
(razionale). Le ~nutue intersezioni delle ~, o curve caratteri-

stiche del A 3 , che direino C *, sono quindi irriducibili e pertanto
la Ir3 può, per un tcorema di F. rappreseutarsi su una
involuzione di punti dello ~S’ 3 , ossia essa è certamente 

nale e quindi ,

8. - Supponiamo che la Tr3 sia a ccc~~ve-sexioni raxionali
O In tal caso le supei-ficio p stesse sono a curve sezioni

razionali i per 0 , e quindi i esse possono essere di uno dei tre

tipi determinati al n. 3 , cioè o monoidi o superficie con una
rete di curve razionali d’ ordine p + 2 aventi in O un punto

(12) Natnraln~e~~te qui si ammette c;he, per s = 2 , il piano doppio con

quartica di diramazione sia esso stesso pensato come una super/ieie a curve-
sezioni ellittiche, rappresentabile appunto sul piano con una rete di cubiche

ellittiche con sette punti base.
(13) F. ENRIQURS, Loc. cit. (4), p. 22. Ciò consegue anche in base ad

un noto teorema di ENItIQUi~S - CASTELNUO‘’O, les Z~ltégrales sim-

ples de espéce d’ugie surface ou d’une zarieté algebriqzce a

plusieurJ Aiin. Se. ~l© ~Ecole Nat. t. (:3, , (1906),
pp. 

’

1 O ..
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~1 -- plo o snperficie con un fascio di curve razionati d’ordine

~1 - plo ed O (1 - plo .
Nel pri~no caso la V3 stessa è un nconoLClce ed e88a si rap-

presenta direttatnente sullo ~S3 per proiezione dal punto 0. Il

sistema lineare rappresentativo si trova sommando al sistema x3
dei piani dello S3 una superficie fondamentale w di ordine n - 1 ,
immagine del punto 0 , ed il sistema, delle § - O si rappresenta
col siste~rta dei piani.

In entrambi gli altri casi, tenendo presente la regolarità
della V3 ed il fatto che le ~ non sono normali la l’3
stessa non può essere normale nella S4 e quindi sarà normale
al~~~eno in uno S.5, e per pruieziule da O si trasformerà o in una

quadrica o in uu cono Veronese (od una sua proieziot~e)
o in un fascio di piani che sono infatti gli uiiici tipi
di J’ 3 a curve-sezioni razionali (14) .

Il sistema 003 delle non è dunque i~~ tal caso completo
ed è contenuto in un sistema almeno 004 che potrà quindi essere
o il delle quadriche per una conica o il siste~ua delle

qitadriphe tangenti in 2cn punto ad ?in o il si.stema delle

super~icic d’ordine n con base (n - 1) - plo (15) . Il si-

sten~a i F I dove F è una sezione iperpiana generica della Tr3,
sarà al solito dato dalle F w + cori w stiperficie fondamen-
tale per i ~*1 , immagine in S3 di ~ I ~ I .

9. - Se invece le curve-sezioni C della Y3 per 0 sono 
ellittiche d’ o1’dine maggiore -4- 3 , essendo  la molteplicità
di 0 , cioè + 3 , consegue immediatamente dai risultati
del n. 5, ed in particolare dal teorema n. 5, che le ~ sono

normali almeno in 84, e qui ndi la varietà stessa, secondo una
osservazione nel t~umeru precedente., è normale almeno in S5 , 1
e per proiezione da 0 si trasforma in u~~a varietà a curve-sezioni

ellittiche d’ ordine maggiore di tre. La razionalità di queste va-
rietà induce allora la razionalità della nostra Il sistema ) § - 0 I
si rappresenterà nello ~.S3 con un sistema lineare al~~~eno 005 di

superficie a curva caratteristica ellittica ed il nostro sistema oc3

(14) j~~, ENRIQUES, Loc. cit. (2), n. 9.

(15) F. ENRIQUES, Loc cit. (2), n. 10.
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sarà contenuto in esso. Tali sistema con1’ () lloto ~16) , sono se

1 ° - Per na = ~ , il sistema di superficie cubiche deter-

minato da una quintica intersezione parziale di una quadrica,
eventualmente degenere.

20 - Per ~n - 5, 6, 7 , 8, 9 il sistema oo’n+’ di superficie
cubiche con un punto base doppio, 9 - n rette base per esso,
e1 in esso lo stesso cono qundri~~o tangente (sistema, immagine di
un cono).
- = 5 , il sistema &#x3E;6 (li Sllperhl’,le cubiche deter-

minato da una ~uartica di seconda specie eventual~nente degei&#x3E;ei~e.
4° - Per ~~a = 6 , il sistema oc7 delle superficie cuhiche

passanti per tre rette sghembe.
50 - Per 1n = 6 , il sistema delle superficie cubiche

con un punto base doppio e contenenti una eubica gobba (che può
degenerare) passante semplicemente per esso.

60 - Per ~~a = 6 , il sisten~a ~ 7 delle superficie cubiche

con un punto base biplanare ed in esso il piano osculatore fisso,
passanti per una cubica piana di cui il detto punto è doppio.

70 -- Per 7~ = 7 , y 8 , il sistema w’3 e m9 delle quadriche
con un punto base o risp. di tutte le quadriche.

80 - Per oa = 8 , il sistema delle superficie del quarto
ordine con un punto base triplo, due rette base doppie per esso,
cd in esso, lo stesso cono tangentc.

10. - Se si lascia cadere la ipotesi ~~&#x3E;~-j-3, restano

ancora i due casi n -~- 2, e n = (J. + 3 . Nel pri mo caso
la nostra normale nello S4 può per proiezione da O rap-

presentarsi su uno S’3 doppio con superficie quartica di dirama-

zione a curve sezioni di genere tre, che (cfr. nota (9) n. 5)
risulta general~l1ente di ,generale, quale quello clle si ottiene

proiettando sullo 83 la da un suo punto, e che quindi iii

generale ~; da ritenersi L chiaro però che possono
esservi particolari casi di razionalità, come quelli evidenti in cui
le curve sezioni C della ~ ~ risultino di genere due o tre.

(  6) F. Loc. ci t. (2), n . 20.

10
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Se invece n = (1 + 3 , per proiezione da O si ottiene in 84
una ipersuperficie cubica, che general~~~ente sarà 

Anche qui si possono vedere casi evidenti di razionalità : se ad

esempio ~. -= 2, cioè si ha una con punto doppio di S 5, essa
dal suo punto doppio si proietta in una ipersuperficie cubica che
conterrà la quadrica immagine del punto doppio, clie rispetto il

sistema I F I delle sezioni iperpiane avrà per residuo un piano.
Resta quindi cos  determinato sulla superficie cubica un fascio
di quadriche, e quindi la è razionale ed anzi riferibile allo S 3
senza alc~~na irrazionalità.

Questo caso poichè si = 2 e 

rientra, nel caso delle varietà a curve-sezioni di genere due,
notoriamente razionali se non sono rigate (1?) .

Tralasciamo comunque a questo punto un dettagliato esame
dei singoli casi ,di razionalità, li mitandoci a raccogliere la con-

clusione che le V3 con punto ~J. - plo, d’ordine ~1 + 2 o ~1 -j- 3
a -sezioni ellittiche pei i l punto sono ye~ie~-al ~oe~ale 
naali esclusi i valori più bassi p = 2, 3 del genere).

11. - È ancora ovvio che tutte le varietà contenenti un

sistema m8 di superficie sezioni razionali per un punto 0 , a
curve-sezioni razionali od ellittiche per 0, escluso nel secondo
raso le due eccezioni già segnalate, si possono rappresentare
sullo S3 con le stesse i~wax~io~talitr‘c nei coefficienti occorrenti

pcr le czcrue- sexiooi na~io~zali o 1"isp. ellittiche, che noto-
sono r~cdicali cubici e quadrati, e le i-adici di una

eyc~cziorae per la bisexione delle fi.c~axio~ai abeliarae di genere tre (18).

12. - Supponiamo ora che le curve - sezioni C* per O

abbiamo genere n &#x3E;- 2 e 0 . Consideriamo allora

nella nostra ~ 8 il siste~na I I&#x3E; + i che sega sopra una 4&#x3E;

(depurato da eventuali componenti fisse) il sistenia completo
aggiunto al sistema delle C*,

Poiché la 4Ù è razionale, per un certo valore y di i ~1, il 1

sistema i è un sistema lineare, di dimensione s ~ 1 di curve

(17) F. ENRiQuEs, Loc. cit. (2).
(t8) U. MORIN, Loc. cit. ( 1 ) pp. 
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irriducibili od ellilt2c~hP, 0 un sistema costituito di

gruppi di curve irriducibili di un fascio razionale di curve

razionaI i. Discutereino nel seguito questi due casi.

13. -- Si supponga che sia nax2onale, cioè che le

superficie (I&#x3E; + y 1&#x3E;’) siano a cnrve - sezioni razionali per 0 .

Di queste superficie potremo considerarne un fascio lineare.

Analogamente se le 0(") sono composto con le curve razionali

di un fascio, la varietà contiene un fascio razionale di superficie
a curve sezioni razionali per 0.

Le superficie di questo fascio che non possono stare in 
altrimenti si ricadrebbe nel caso del n. 8 ; , potranno essere su-

perficie conteuenti un fascio di C "+‘ con 0 n e iii tale caso la V3
conterrà una congruenza d’ indice una di tali curve e quindi sarà
birazionalmente trasformabile in una rigata razionale e perciò
la V;i è razionale. Il fascio della 4l + v 4$’ sarà sempre birazio-

nalmente trasformabile iu un fascio di piani dello e le super-
ficie immagini delle ~ nello 1)3 dovranno segare sistemi di curve
cm con punto base - 1) plo ; le ~ potranno quindi rap-

presentarsi in superficie d’ ordi ne 1n cosZ punto A (~~2 -1) - plo ,
che saranno immagini delle 4Y == ~ 2013 0 ~ più una superficie fonda-
mentale W immagine di O.

Oppure la superficie generica del fascio può essere una su-

perficie riferibile per proiezione da 0 ad una superficie di 
Siccome tale processo avviene senza introdurre irrazionalità nei

coefficienti, quel fascio può sempre riferirsi ad un fascio di piani
dello S3 su cui le superficie ’immagini delle 4$ dovranno se-

gare sistemi di coniche., e quindi saranno snperficie d’ ordine ?&#x3E;i

con retta (iii - 2) -- pla . Per ottenere le ~ basta al solito

aggiungere una superficie fondamentale w .

Oppure la superficie generica del fascio può essere riferibile
per proiezione da O ad una quadrica e la V. risulta allora a
curve-sezioni iperellittiche per O. Essa risulta ancora evidente-

mente razionale, e si può riferire allo in modo che le § - O
abbiano per immagine un sistema lineare di superficie d’ ordine ~n
con retta 1 multipla d’ ordine (~?20132), e curva base incontrata
in due punti dai piani per 1 su cui si sono rappresentate le

(~ -~- v ~’) del fascio.
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Notiamo che questo ultimo caso esaurisce anche la possibilità
che le curve-sezioni per ~) siano di geiieie 1t == 2 .

14. - Supponiall1o ora per tutti i numeri segiieiiti che 
sia una curva ellittica, cioè la generica «D 1- v4&#x3E;) è ut asuper-
ficic a curve - se~ioni ellittiche per 0 . In tale caso il sistema

+ (v + 1) I&#x3E;’! i lla dimensione e(1 il 1 sistema / b + (J4 1&#x3E;’ ¡ ,

con ~i. &#x3E; ‘l --~- ~ , è yirtt1a]~~.

Se la di ~nensione del sistenla -j- v ~~~ ~ è s &#x3E; 2 ,
la curva caratteristica y clel sistema stesso 111B con gli per 
intersezioni variabili. (tale 111ta1Ìt1 e della serie carat-

teristica del Cr ’J~ ~ I d e 11 a ‘1’) .
~e inoltre .s~&#x3E;2, poiel~è all il Ì sistema conlpleto

! Clll di ellitticlle di dimensione a’ &#x3E; 2 è sen~plire, ove

(D 1J 1&#x3E;’! l sia composto con una congruenza di etirve, queste
dovranno essere t --~- ~ con () i --- plo , e quindi
si ricade nel primo caso del 1 n. 

15. - Se ciò ,S &#x3E; 2 non si verifica, osserviamo che il

sistema 2 (1&#x3E; + v 1&#x3E;’) l’ - (D + (’? v + 1) 4&#x3E;’ I è virtuale, cioè

la curva ca~’atteristica "( del sistema 4J 4- v 4J’ ) I è razionale. La

immagine proiettiva del sistema Cf) + v 1&#x3E;’ i è dunque una V*
d’ordine s - 2 , (~’ t o spazio di~nonsioll~, a curve-

sezioni razionali.

16. - Si deduce quindi da qui intanto che la nostra V3 e
razionale e che il nostro sistenia )4Y ) i può essere rappresentato
nello Sa in un sistema cren10nianan1ente trasformabile in un

sistema contenuto in un sistema almeno ao4 che nel nostro caso

può soltanto essere (19) :
1 ~ - Per s = 3 , .ststeozcc delle sicpe~y-ie ezcbicjiP.

2° - = ~ , delle superficie del quarto o%vliue
con conica doppia.

Inoltre il valore non può inai superare quattro (~°j .

( 19) IT. Loc. cit. ( 1 ), J n. lo, 15.

(2°) U. QIORIN, Loc. cit. (1), n. 19.
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17. - Se invece si SlIpp011e s = 2 , il sistema delle C(") su

iiiia 16 è una rete di curve ellittiche.

La 4Y può essere rappresentata sul piano mediante un sistema
lineare di curve il cui v - agglllllto è una rete di cubiche con

sette punti base. La curva caratteristica y di I I&#x3E; + v 1&#x3E;’ I , in

quanto lla coli 4&#x3E; due punti comuni è una 1/+2 con 0 = razio-
llale, a meno che non si spezzi in due con G r nel qual
caso si ricadrebbe nel n. 8 .

Dunque la y 3 contiene una congruenza di con G #.

18. - Si supponga infine per s = 2, v &#x3E; 1 . Il sistema

+ (v - 1) 1&#x3E;’ I non è in tal caso composto con la congruenza
delle c~i+2 perché il sistemi semplice,. Su una &#x26;-{-(v2013l) ~ ,
certo razionale, il sisten1a I I&#x3E; + I sega (a meno di com-

pononti fisse) il sistema conzplelo aggiunto al sistema delle

curve-sezioni della (4&#x3E; -~-- (v - 1) 1&#x3E;’). Ma poicllé il sistema

j)~-~(v2013l)~ -~- ~-!-v(&#x26;~’j’=~-[-2v~’i i è v i rt u a le,
la curva intersezione variabile di 4J + v 4J’ ) col la (4&#x3E; + (v - 1 ) 1&#x3E;’)
è razionale. Cos  il sisteina cI&#x3E; + v 1&#x3E;’ I determina sulla 

+ (v -- 1) ~’ ~ I una rete o~~a~zloiciiea. Da ciò segue iii particolare
che le superficie (~D + (v - I ) 4&#x3E;’) sono unisecanti le cpi+2 . 2’anto
basta per poter dire che quelle si possono trasformare

nelle rette di una stella dello 83 e quindi la IT3 è ancora

razionale.

Inoltre poichè il sistema 1 (D + (v - 1) 4&#x3E;’~ r è a eurva carat-

teristica razionale, la f 3 immagine del sistema + (v - 1),I&#x3E;’, i
è una varietà a curve-sezioni razionali e in essa le iminagiiii
delle sono rette.

Il sistema delle 4&#x3E; viene ancora in tale caso ampliato in
quello segato dalle quadriche dello (in cui giace sulla

j’* (21)3 . 

,

Ed analogamente si procede nel caso v = 1 , in cui il sistenia

delle 4&#x3E; viene ancora ampliato nel sistema segato nella V* dalle
quadriche sottoposte ad opportune condizioni (22).

(21) U. MORIN, Loc. cit. (1), n. 14.

(21) U. 1B[ORlN, Loc. (1), n. 16.
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I due sistemi lineari cui cos  si perviene immagini delle

Ù ~ - 0, sono :
1° - Il aistenzn delle superficie del quarto ordine con

tacnodo ,
2n - U~a sisteina par ~.ialnae~ate contenuto nel precedente.

19. - Rimane ancora da discutere l’ ipotesi che s = 1, cioè il

caso che le formino un fascio di curve ellittiche sopra una ~.
Una I&#x3E; può allora venire rappresentata su un piano in modo

che al fascio delle corrisponda un fascio di cubiche (si tenga
presente che 1t &#x3E; 2) ; e che al sistema precedente corrisponda il

sistema oo3 delle sestiche con 8 punti base doppi, composto con
una involuzione I ~ .

Il sistema delle superficie j 4Y -t- (v - 1) i clie sega 
il sistema I C(V-1) 1 composto con la I , , è dunque composto con
una congruenza di curve cp;+~ razionali con 0 i. (Si esclude il

caso che le ~t+2 degenerino in due cp’’+1 con or perchè si rien-

trerebbe in un caso già fatto al n. 8).

20. - Se si suppone ~ ~ 3 , seguendo U. 1’V.Ioai~ (~3 ) , si

dimostra in tale caso che il sistema ~4- (v 2) i è un

sistema liueare semplice, la cui immagine proiettiva risulta una

contenente una congruenza di rette, immagini delle cpi+:,
unisecanti una superficie (razionale) (4Ù + (v -- 2) 4Ù’) .

In tal caso la V3 risulta dunque ancora razionale, ed il

sistema delle 4&#x3E; risulta amplinto in un sistema di dimensione

superiore a tre, che si ottiene segando la con un opportuno
sistema di forme cubiche (~4) .

Infine per v = 2 , si ottiene ancora lo stesso risultato salvo

che il sistema risulta un sistema contenuto nel precedente. Con-
. eludendo, in tale caso, si trovano i due sistenii :

superficie rappresentabili sul piano doph?o
sestiche di diramaxio~ae aventi due punti 

niente ( v = 5) .
2o - sisterjaa contenuto nel precedente. ( v = 2) .

(2 ~) U. MORIN, Loc. cit. (1), n. 18, 19.

(2 4) U. MORIN, Loc. ci t . ( 1 ) , n. 19, 20, 21.
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21. - Riassu~ne~~do ~ analisi svolta si può dunque concludere
che nna varietà a tre dimensioni dello S4 che ammetta m8

superficie-sezioni per un suo puuto 0, è, escluso il caso che le

superficie stesse siano a curva-sezione ellittica ed il sistema sia

dei gradi 2 o 3, nei quali casi essi sono riferibili allo S3 doppio
con superficie quartica di diramazione o a ipersuperficie cubiche,
razionale e che anzi il sistema di quelle superficie - sezioni risulta
ampliabile, cosicchè esse sono normali almeno in spazii a cinque
dimensioni escluso il monoide.

Scende da qui che la loro classificazione proiettiva è im-
mediata. Esse si trovano tutte considerando un qualsiasi sistema OC3
contenuto in un sistema almeno m4 (tutti già noti) ed aggiun-
gendo a quel sistema una superficie fondamentale ro o eseguendo
la stessa operazione su un sistema di piani.

Possiamo dunque enunciare il teorema :

TEOREMA 6. - V3 dello superficie-sexioni l’axio-
nali per un punto O, può essere :

Una V3 rappresentabile nello 83 doppio con superficie
quartica di dirama~ione di tipo _generale.

20 - Una V3 razionale che risulta ~iownale alnaeno in

uno superficie-sexioni razionali per suo punto 
til)lo proprio O.

3 ~ - monoide.

In tale teorema devesi natural mente notare che lo S3 doppio
del i° tipo può in casi speciali ridursi, come abbiamo già no-

tato (n. 9) .
22. - Si supponga ora di avere invece un sistema as-

segnato m8 di superficie razionali nello composto con una

inyoluzione di punti. Aggiungendo alle superficie del sistema

una superficie fondamentale (o, si ottiene un sisteu~a lineare che

risulta certo .seozplice, se w si sceglie non appartenente alla

i nvoluzione con cui è composto il sistema dato ed almeno 004.

La immagine proiettiva del sistema risulta una del tipo
già considerato che ora sarà razionale per costruzione. Pertanto

quel sistema oc3 risulterà di uno dei tipi già trovati, pi i even-
tualmente tipi di sistemi a curva caratteristica ellittica e di grado
due o tre. Si conclude d unque :
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î . - ~n sisteozrc lineare d i sz~hen ftcie 
dello ~S9 può essere :

10 - Il si.ster~2a dei hiauz dello ~5~3.
2o - si.ste»ia a caratteristica c~llittica di 

dtce o tre.

30 - siste~na contenuto i~L un sistemcz di d i ~ne~LSiorie

superiore.

23. - ~ infine ovvio che il teorema 6 può estendersi al

caso che il sisteiiia lineare m3 sia un arbitrario sistema di su-

perficie razionali contenuto nella nostra V3 , sei prechè esso sia

con.lposto con una involuzione di pnnt~. Infatti si può sempre,
con opportuna trasforalazione birazionale, passare al caso che il

sistema sia quello segato dagli ~S’3 per un punto su una 1-*
dello ,5~ . In tale ~w5u il teorema, diviene 8en~pliee~nente, tolte le

caratterizzazioni di natura proiettiva :

TEOReMA 8. - Una farietà a tre di me~tsioo r; cootcoe~ate ií

sisteota o03 di superficie co~yoosto con zma

o é ri fenibile a cubica orfero è rax io-

nnte. Il caso potendo oarsz solo se il sisteoaa stesso

ha curva earcctteristiea ellittica, e duc o ire.


