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SULLE Vs CONTENENTI UN SISTEMA LINEARE
TRIPLAMENTE INFINITO DI SUPERFICIE RAZIONALI

Nota (*) di Mario Bavpassarri (¢ Padova).

U. MoriN ha classificato nel 1939 (1) i sistemi lineari, sem-
plici, di superficie razionali di dimensione maggiore od eguale a
quattro, mediante la sintesi di un duplice ordine d’idee, che
risalgono rispettivamente ad Exriques (2) e a Favo (3).

D’altro lato EnriQues, in un’antica memoria (4), come corol-
lario della classificazione delle varieta a tre dimensioni contenenti
un fascio di superficie razionali, trovava che ogni V, contenente
un sistema lineare w3 di superficie razionali a intersezioni
variabili irriducibili & wnirazionale.

In questo lavoro riprendendo gli stessi metodi usati da
U. Morin, consistenti in definitiva nell’impiego opportuno della
aggiunzione sul sistema lineare come strumento di riduzione del
sistema a tipi cremonianamente distinti, pervengo a dimostrare che
ogni Vg contenente un sistema lineare ?® di superficie raxio-
nali, composto con una involuxione di punti, é raxionale o
riferibile ad una forma cubica e a dimostrare contemporanea-
mente che ogni sistema lineare oo 3® rientra nei tipi gia assegnaté
per ¢ sistemi di dimensione superiore, escluso il sistema des
ptani di uno Sy.

(*) Pervenuta in Redazione il 16 novembre 1950.

(1) U. Morin : Sulla class. protettiva delle varietd o superficie-sexions
raxionali. [Ann. di Mat., t. 18, (4), (1939)].

(2) F. Exriques : Sui sistemi lineari di sup. algebriche ad intersexions
variabili iperellittiche. [Math. Annalen, Bd. 46, (1896)].

(3) G. Fano : Sulle varieta algebriche a tre dimensioni raxionals. [Ann,
di Mat., t. 24, (3), (1915)].

(%) F. Enriques : Sulle irrasionalita da cui ele,.. [Math. Aon., Bd. 49,
(1897), pag. 22]. -
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I primi numeri sono dedicati ad una indagine sulle super-
ficie dello S, aventi ©?2 curve sezioni di genere zero od uno,
i cui risultati erano necessari per gli scopi del lavoro.

Essi possono esprimersi nei due teoremi:

I. - Le superficie dello S3 con 2 curve-sexioni piane
raxionali sono: o superficie a curve-sexioni ellitliche o super-
ficie aventi un punto multiplo proprio O, che possono essere
normale nello Sy solo se monoidi, ovvero sono normali in uno S,
con r=>3, e qui possiedono un punto mulliplo proprio da cui
st proiettano o nella superficie di Veronese o in una rigala
razionale.

1I. = Le superficie dello S5 con w02 curve-sezions ellittiche
piane sono : o superficie a curve-seziont di genere due o super-
ficie aventi un punto multiplo proprio O, che possono essere
normali nello 8, solo se hanno ordine n e un punto (n — 2) —
— plo, owvvero sono normali in uno S, con r >3, e qui possie-
dono un punto multiplo proprio da cui si proiettano in super-
ficie a curve sexioni ellittiche.

Di tutte queste superticie vengono determinati i caratteri pro-
iettivi ed i relativi sistemi lineari rappresentativi, che risultano tutti
sovrabbondanti, e quindi le superficie stesse risultano tutte speciali.

Passo quindi alla classificazione proiettiva delle varieta a tre
dimensioni segate in superficie razionali dagli iperpiani per un
punto O, e si dimostra che queste Vjy, escluso il caso delle V,
a sezioni ellittiche per O, normali in §,, risultano razionali e
si possono rappresentare nello S; con un sistema lineare di
superficie ottenuto sommando una superficie fondamentale o ad
un sistema lineare 3% di uno dei tipi seguenti:

1o - [l sistema dei piani di uno S,.

20 - Sistema di superficie d’ordine n con punlo (n —1) — plo.

30 - Sistema di superficie d’ordine n con retla | multipla
dell’ ordine n — 2.

40 - Sistema di superficie del terxo ordine.

50 — Sistema di superficie del quarto ordine con conica
doppia.

60 - Sistema di superficie del quarto ordine con tacnodo,
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70 - Sistema di superficie del seslo ordine con un punto
quadruplo e in esso lo stesso piano tangende quadruplo, e due
rette doppie infinitesime nei successivi intorni del punto e nella
giacitura del piano tangente; ed inoltre due punti doppi infini-
tamente vicini, con una retta doppic infinitesima nell’ intorno
del secondo.

Tali sistemi risultano appunto tutti contenuti nei sistemi
lineari analoghi di dimensione maggiore di tre (5). Essi esauri-
scono inoltre tutti i possibili sistemsi lineari 8. Le V3 normali
in S, a curve-sezioni ellittiche per un punto O, risultano tra-
sformabili in forme cubiche, non essendo naturalmente escluso
che si arrivi a particolari V3 razionali, cid che anzi succede
in casi evidenti, ma comunque lo studio di tale caso non &
approfondito.

1. - Sia F una superficie algebrica ed irriducibile, immersa
in uno S; e si supponga che essa ammetta 0?2 curve-sezioni
piane razionali C*. Facendo variare con continuita (%) una sezione
piana C di F essa pud divenire razionale solo con I’acquisto di
nuovi punti doppi, ed un tale acquisto pud avvenire per due
motivi, o perché il piano con cui si sega diviene tangente ad F)
o perché il piano si trova a passare per un punto multiplo
proprio di F.

Nel primo caso, poiché notoriamente una superficie F dello S;
non pud avere <2 piani bitangenti distinti; la sezione piana C*
pud acquistare o2 volte un solo punto doppio, e quindi la F
stessa dev’essere una superficie a curve -sezioni ellittiche.

Cio escluso occorre ammettere che il sistema delle C* ¢ una
rete lineare segata su F' dai piani per un punto O di F.

Quindi si ha intanto :

Teorkma 1. - «8Se wuna superficie F, algebrica ed irridu-
cibile, dello S; ammette ©? curve-sexioni piane raxionali o é
a curve-sezioni ellittiche, ovvero quelle sexioni sono quelle dei
plani di una stella avente il centro in un punto multiplo O,
proprio, di F».

(3) U. Morin, Loc. cit. (1), p. 149.
(%) Zawriski: Algebraic Surfaces, p. 104.
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2. - Consideriamo ora il secondo caso. Intanto la super-
ficie F (certamente razionale per un caso particolare di ben noti
teoremi) sara normale in un certo spazio S,. Sia p il genere
delle sezioni iperpiane C di F' e sia ¢ I’indice di specialita della
serie caratteristica del sistema |C|. Si ha notoriamente :

r=n—p4¢+ 1.

D’ altra parte I’intorno del punto O potra riguardarsi come
una curva eccezionale 4 di un certo genere m, e se si suppone
che O sia g — plo per F, la & avra p punti di collegamento
con la C* e quindi il genere p di una C= C* + & potra
esprimersi nella forma:

p=1t-|-p.—lA

Ma la serie g, segata fuori di O su una C* dalle C deve
risultare completa, ed essendo la C* razionale, si dovra avere:

r—2=mn—p,

e quindi confrontando con le precedenti: 7 = x.

Cio& I’indice di specialita della superficie F coincide con il
genere della curva infinitesima & rappresentante 1’intorno del
punto O.

Si ha anche: r=mn -4 2—p, ¢ p==1n-+ p—1, rispet-
tivamente per la dimensione e il genere del sistema delle C.
Quindi in particolare si ha » = 3, solo se: p=n — 1, ciod:

TroreMa 2. — « Le uniche superficie con una rete lineare,
segata dar piant per un punto, normali nello S; sono @ monoidsi.
Ogni altra F" di quel tipo puo dunque pensarsi come proie-
xtone da punti esterni di una F'™ di uno S, con r > 3».

Si noti che il teorema dimostrato equivale al fatto ben noto
che ogni rete lineare di curve razionali data su un piano & bira-
zionalmente trasformabile o nella rete delle rette od & contenuta
totalmente in un sistema lineare almeno o3 (7).

(‘) Enniques-Conrorro : Le superficte raxionali, p. 298,
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3. - Sono ora facilmente assegnabili i caratteri proiettivi
delle F™ in discorso. Infatti, se » = 3 si ha il caso del monoide
il cui sistema rappresentativo si ottiene aggiungendo una curva
fondamentale d’ordine » — 1 al sistema delle rette del piano.

~

Escluso questo caso il sistema oo "' delle C* & almeno o3,
e quindi pud essere sempre birazionalmente trasformato su un
piano o in un sistema di coniche o in un sistema di curve
d’ordine m zon punto (m — 1) — plo. Trattiamo separatamente
i due casi:

10 Tipo. — Sistema almeno «3 di coniche C2. Si aggiunga
al sistema una curva & d’ordine v e genere =, in modo che la &
risulti fondamentale pel sistema completo delle C = C2 + §.

Si supponga che il sistema |C?2]| abbia s punti base (neces-
sariamente semplici) e che la & abbia p. << 2 v intersezioni variabili
con le C2. 1l sistema delle C avra allora dimensione: r=6 —s=>=4,
e, per le formule del n. 2, la F avra ordine n=yp + 4 — s,
e curve sezioni di genere: p= w4 u—1, e quindi dal suo
punto p. — plo O essa si proiettera o in una superficie di Vero-
Nese (s = 0) o in una rigata cubica (s =1) o in una qua-
drica (s = 2).

20 Tipo. - Sistema almeno o3 di C™ con punto A
(m — 1) — plo. Aggiungendo, analogamente a sopra una &, si
consideri il sistema completo delle C = €™ 4 &, e sia ancora s
il numero dei punti base delle C' oltre 4. La dimensione di |C
risulta: 7 =2m — s 4 1, e quindi, ancora dalle formule del n. 2,
si ha per 'ordine n ed il genere p: n =2m—s+p —1,
ep=n+pu—1.

Si ha dunque il teorema :

TroreMa 3. — «Una superficie F™ con una rete lineare di
curve raxionali o & un monoide, 0 ¢ una FY'4= dello S;_, a
curve-sexiont di genere p=m-p —1, con s=0,1,2, ed ¢
rappresentata sul piano da wn un sistema completo di curve C¥1*
che si ottiene aggiungendo ad un sistema lineare di coniche almeno
®3, una ¥ fondamentale di genere m cd ordine v, ovvero una
FPott=Vdello 8, .1 @ curve sexioni di genere p==m } p—1,
rappresentata nel piano dal sistema completo di curve C™Y che

10
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st ottienc aggiungendo ad un sistema di C™ con A (m— 1) — plo,
almeno 3, una ¥ fondameniale di genere © ed ordine v».

E da notarsi che tutti questi sistemi lineari risultano sovrab-
bondanti e le relative F speciali d’indice w. Inoltre le super-
ficie F del primo tipo contengono una rete di curve d’ordine p. + 2
con Oy —plo, e quelle del secondo tipo un fascio razionale di
curve d’ordine p + 1 con O p —plo.

Se col simbolo ¢, s’indica un polinomio in coordinate non
emogenee (z,y) d’ordine ¢ si possono scrivere immediatamente
le equazioni dei relativi sistemi lineari rappresentativi. Esse sono:

S5—s
D g, 2 NP + Ao =0,
0

Sn—s

) gy - Y h(p% 4+ ¢%) + A pyym =0,
0

) ¢pey - (@ax+-by—+c)+ 2y, =0,

in cui il terzo (8) rappresenta il monoide, ed s esprime come gia
detto il numero dei punti base semplici delle C2 o delle C™
(fuori di 4 se m = 2).

4. - Si consideri ora una superticie F dello S; che am-
metta oo? curve-sezioni piane ellittiche.

Si dimostra allora in modo perfettamente analogo al n. 1
il teorema:

TeoreMs 4. - «Se una superficie, algebrica ed irriducibile,
ha o2 curve-sexioni ellittiche o le sexioni stesse sono quelle
fatte coi piant tangenti ed allora la F™ é a curve-sexioni di
genere due ovvero le w? sexioni devono essere quelle dei piani
di una stelle avente il centro in un punto O, multiplo proprio
per F».

(8 Il sistema (III) potrebbe pemsarsi caso particolare di (I) per s= 3.
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5. — Consideriamo ora il caso che la superficie F abbia
una rete lineare di curve ellittiche C* sezioni piane. Intanto la
superficie con un ben noto procedimento indicato da CasrrLyvovo
pud rappresentarsi su una involuzione piana e quindi é razionale.
Per la dimensione » ed il genere p del sistema | C| delle sezioni
iperpiane di F pensato reso completo, si ha ancora: r =n+41—yp.,
ep=m=n + p, e quindi ancora = = 7, cio¢ I'indice di specialita
coincide col genere della curva infinitesima rappresentante I’in-
torno di O.

Per r = 3 risulta necessariamente: p. = n — 2, e quindi il
teorema :

TroreMa 5. - «Le uniche superficie con una rete di curve
ellittiche sexioni piane, e normali in Sy, sono delle F" con
punto O™ *»,

Esse contengono dunque una rete lineare di curve ellittiche
di grado due, e possono dunque rappresentarsi nel piano doppio
con quartica di diramazione, che risulta generalmente irriducibile
e di genere tre (). Essa pud tuttavia particolarizzarsi in casi

(%) Cido pud vedersi facilmente considerando il seguente esempio ab-
bastanza esteso. Intanto se il punto (# — 2) — plo O si prende nel punto
improprio dell'asse x, I’ equazione della F puo scriversi nella forma :

22 P (XY + 2% P (Ty) + @u (y) = 0;

gisogna ora esprimere che, a meno di componenti doppie, la curva di dira-
mazione A = 0, é una quartica. Si ponga percio, supposto n =27+ 3,
Pa-1 =2 (@Y) - g2 (TY), Pa =07 (@Y) - g5 (TY), $n2 = X{ (2Y) - g2 (@),
in cui p; @ x; si suppongono primi fra loro ¢ $9; = p, x. . L’ equazione pre-
cedente allora diviene:

A2.9) X+ 25 gy dui+ 936 =0,
La curva di diramazione & in tal caso:
G- V5i— 995X — 0

ossia,
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speciali. Se ad esempio si considera la F'§ con retta e punto
doppio questa pud notoriamente (!°) trasformarsi in una F3 con
punto doppio, che si rappresenta direttamente nel piano semplice
senza alcuna irrazionalitd nei coefficienti. In generale invece le
superficie del tipo in discorso sono rappresentabili nel piano
semplice introducendo nei coefficienti quelle stesse irrazionalita
che occorrono_nella risoluzione della equazione delle 28 tangenti
doppie alla quartica di diramazione (11).

Tralasciamo qui di determinare tutti i casi particolari in cui
quelle irrazionalita possono diminuire, notando solo che questo
sara certamente il caso per p = 2, 3.

6. - I tipi proiettivi di F* con una rete di curve-sezioni
piane ellittiche si lasciano determinare immediatamente ricordando
che la F" pud sempre rappresentarsi nel piano in modo che
quella rete sia rappresentata da una rete di cubiche C3 con
s - punti base o da una rete di C4 con due punti doppi e nessun
altro punto base (altrimenti essa sarebbe ancora trasformabile in
una rete di C?®). Se ad una di queste reti si aggiunge una
curva 4 fondamentale di genere = ed ordine v e se p & il nu-
mero delle intersezioni variabili delle curve della rete con la &,
si ha nel primo caso: =10 — s, e quindi con le formule del
n. 5 n=p+9 —s,p==x+p. Nel secondo caso si trova
invece: r=9,n=pn 48, p==n+ p.

¢ (95— 91 93) =0,

e quindi a prescindere dal fattore doppio ¢ £, immagine della curva doppia, &
data da:

Ay =g5;—g29a=0;

poiché d’ altra parte le g, sono a nostra disposizione, ¢ ben noto che sotto
tale forma si pud porre la pid generale C4 di genere tre (cfr. Enriques-
Conrorro : Le superficie raxionali, p. 414).

(1%) Exuiques -Coxrorro : Le superficie ruxionali, p. 163.

(11) Enriques, Loc. cit. (4), p. 11.
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Si ha dunque il teorema:

Trorema 6.  « Le superficie F con o curve-seiiond ellit-
tiche per un punto O p. — plo proprio per F, sono o superficie
d’ordine n =y + 9 — s dello spazio S;_, (0<<s<<T7) o super-
ficie d’ordine n = . - 8 dello Sy. Ksse hanno curve-seiioni
di genere p =+ w, e sono speciali d’indice ©. Ksse si protet-
tano tutte da O in superficie a currve-sexioni ellittiche (12)».

E ancora notevole che tutte queste superficie si rappresentano
sul piano con le stesse irrazionalita occorrenti per le superficie
a curve-sezioni ellittiche in cui esse si proiettano.

7. - Passiamo ora a considerare una varieta a tre dimen-
sioni dello §, contenente un sistema lineare A 5 %* di superficie
razionali ¢, segato dagli S; per un punto O che sara multiplo
proprio di molteplicita . per la T, altrimenti questa sarebbe
senz’ altro a superficie sezioni razionali.

In tale situazione il sistema A, sara senz’ altro composto
con una involuzione di punti, a meno che la V5 non sia un cono
(razionale). Le mutue intersezioni delle ¢, o curve caratteri-
stiche del A5, che diremo C*, sono quindi irriducibili e pertanto
la V3 puo, per un tcorema di F. Exriques (13), rappresentarsi su una
involuzione di punti dello S, ossia essa & certamente uniraxio-
nale e quindi regolare.

.

8. - Supponiamo che la Vg sia a curve-sexioni razionali
per O In tal caso le superficie ¢ stesse sono a curve sezioni
razionali per O, e quindi esse possono essere di uno dei tre
tipi determinati al n. 3, ciod o monoidi o superficie con una
rete di curve razionali d’ordine p -+ 2 aventi in O un punto

(12) Naturalmente qui si ammette che, per s = 2, il piano doppio con
quartica di diramazione sia ¢330 stesso pensato come una superficie a curve—
sezioni ellittiche, rappresentabile appunto sul piano con una rete di cubiche
ellittiche con sette punti base.

(13) F. Enriqurs, Loc. cit. (4), p. 22. Ci0o consegue anche in base ad
un poto teorema di Enmiquis - Casrernvovo, in «Sur les wntégrales sim-
ples de premiére espéce d une surface ou d'une varielé algebrique a
plusteurs dimensions: Aun. Sc. de 1'Ecole Nat. Sup.. t. 23 (3,, (1906),
pp. 339-5u6.

10 «
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p -- plo o superficie con un fascio di curve razionali d’ordine
. — plo ed Ow — plo.

Nel primo caso la Vj stessa ¢ un monoide cd essa si rap-
presenta direttamente sullo S; per proiezione dal punto O. Il
sistema lineare rappresentativo si trova sommando al sistema oc3
dei piani dello S; una superficie fondamentale » di ordine n — 1,
immagine del punto O, ed il sistema delle ¢ — O si rappresenta
col sistema dei piani.

In entrambi gli altri casi, tenendo presente la regolarita
della Vg4 ed il fatto che le ¢ non sono normali in S;, la ¥,
stessa non puod essere normale nella S, e quindi sard normale
almeno in uno S;, e per proiezione da O si trasformera o in una
quadrica o in un cono di Veronese (od una sua proiezione)
o in un fascio raxionale di piani che sono infatti gli unici tipi
di V5 a curve-sezioni razionali (14) .

Il sistema o3 delle ¢ non ¢ dungne in tal caso completo,
ed & contenuto in un sistema almeno oot che potra quindi essere
o ¥l sistema delle quadriche per una conica o il sisiema delle
quadriche tangenti in un punto ad un piano o il sistema delle
superficie d’ordine n con retta base (n — 1) — plo (15). 1l si-
stema | F| dove F ¢ una sezione iperpiana generica della T,
sara al solito dato dalle F = w - ¢* con © superficie fondamen-
tale per ' ¢*|, immagine in S; di [¢].

9. — Se invece le curve-sezioni C della V4 per O sono curve
ellittiche d’ordine maggiore di p. 4 3, essendo w la molteplicita
di O, cioé se n > 4 3, consegue immediatamente dai risultati
del n. 5, ed in particolare dal teorema n. 5, che le ¢ sono
normali almeno in S;, e quindi la varietd stessa, secondo una
osservazione nel numero precedente, & normale almenoin Sy,
e per proiezione da O si trasforma in una varieta a curve-sezioni
ellittiche d’ ordine maggiore di tre. La razionalita di queste va-
rictd induce allora la razionalita della nostra V. 11 sistema |¢ — O |
si rappresentera nello S; con un sistema lineare almeno o5 di

superficie a curva caratteristica ellittica ed il nostro sistema oc®

(14) F. Exgriques, Loc. cit. (2), n. 9.
(1%) F. Enriques, Loc cit. (2), n. 10.
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sara contenuto in esso. Tali sistemi, com’é noto (18), sono se
m=mn—pu:

1o - Per m = 4, il sistema di superficie cubiche deter-
minato da una quintica intersezione parziale di una quadrica,
eventualmente degenere.

20 - Per m =5, 6, 7, 8, 9 il sistema oo™t' di superficie
cubiche con un punto base doppio, 9 — n rette base per esso,
ed in esso lo stesso cono quadrico tangente (sistema immagine di
un cono),

30 - Per m =5, il sistema %% di superficie cubiche deter-
minato da una quartica di seconda specie eventualmente degenere.

40 - Per m = 6, il sistema o7 delle superficie cubiche
passanti per tre rette sghembe.

50 - Per m =6, il sistema »? delle superficie cubiche
con un punto base doppio e contenenti una cubica gobba (che puod
degenerare) passante semplicemente per esso.

60 — Per m = 6, il sistema 7 delle superficie cubiche
con un punto base biplanare ed in esso il piano osculatore fisso,
passanti per una cubica piana di cui il detto punto & doppio.

70 -- Per m =17, 8, il sistema w8 e »? delle quadriche
con un punto base o risp. di tutte le quadriche.

80 - Per m = 8, il sistema delle superficie del quarto
ordine con un punto base triplo, due rette hase doppie per esso,
ed in esso, lo stesso cono tangente.

10. - Se si lascia cadere la ipotesi n>p + 3, restano
ancora i due casi n =pn-2, e n=yp 4+ 3. Nel primo caso
la nostra V5, normale nello S,, pud per proiezione da O rap-
presentarsi su uno S; doppio con superficie quartica di dirama-
zione a curve sezioni di genere tre, che (cfr. nota (®) n. 5)
risulta generalmente di ¢ipo generale, quale quello che si ottiene
proiettando sullo S; la V3§ da un suo punto, e che quindi in
generale & da ritenersi irraxionle. I chiaro perd che possono
esservi particolari casi di razionalita, come quelli evidenti in cui
le curve sezioni C della ¥ risultino di genere due o tre.

(16) F. Exriques, Loc. cit. (2), n. 20.

10
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Se invece n = p. + 3, per proiezione da O si ottiene in S,
una ipersuperficie cubica, che generalmente sarad rrazionale.
Anche qui si possono vedere casi evidenti di razionalita: se ad
esempio p = 2, ciod si ha una V3 con punto doppio di Sy, essa
dal suo punto doppio si proietta in una ipersuperficie cubica che
conterra la quadrica immagine del punto doppio, che rispetto il
sistema | F'| delle sezioni iperpiane avra per residuo un piano.
Resta quindi cosi determinato sulla superficie cubica un fascio
di quadriche, e quindi la V§ & razionale ed anzi riferibile allo S,
senza alcuna irrazionalita.

Questo caso poiché si ha p. =2 e quindiz =0, p=p+ n=2,
rientra nel caso delle varieta a curve-—sezioni di genere due,
notoriamente razionali se non sono rigate (17).

Tralasciamo comunque a questo punto un dettagliato esame
dei singoli casi di razionalita, limitandoci a raccogliere la con-
clusione che le V; con punto p — plo, d’ordine p. 4+ 2 o p+ 3
a curve -sexioni ellittiche per 1l punio sono generalmente irraxio-
nali (restando esclusi i@ valori pie bassi p = 2,3 del genere).

11. - E ancora ovvio che tutte le varieta contenenti uu
sistema o3 di superficie sezioni razionali per un punto O, a
curve-sezioni razionali od ellittiche per O, escluso nel secondo
caso le due eccezioni gia segnalate, si possono rappresentare
sullo 8; con le stesse irraxionalita nei coefficienti occorrenti
per le Vi a curve-sexioni razionali o risp. ellittiche, che noto-
riamente sono radicali cubic e quadrati, e le radici di una
equaxione per la bisexione delle funxioni abeliane di genere tre (*8).

12. - Supponiamo ora che le curve-sezioni C* per O
abbiamo genere # =2 e sia ® = ¢ — 0. Consideriame allora
nella nostra Vg il sistema |® + p®"| che sega sopra una ¢
(depurato da eventuali componenti ftisse) il sistema completo
|C®|, p— aggiunto al sistema delle C*.

Poiché la ® & razionale, per un certo valore v di p, il
sistema | C™| & un sistema lineare, di dimensione s =1 di curve

(17) K. Enriques, Loc. cit. (2).
(+8) U. Mormy, Loc. cit. (1) pp. 161-152,
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irriducibili »axionali od ellittiche, o un sistema costituito di
grappi di curve irridueibili di un fascio razionale di curve
razionali. Discuteremo nel seguito questi due casi.

13. - 8¢ supponga che CY' sia raxionale, ciod che le
superficie (® 4 v ®’) siano a curve-sezioni razionali per O.
Di queste superficie potremo considerarne un fascio lineare.
Analogamente se le C™ sono composte con le curve razionali
di un fascio, la varietd contiene un fascio razionale di superficie
a curve sezioni razionali per O.

Le superficie di questo fascio che non possono stare in S,
altrimenti si ricadrebbe nel caso del n. 8, potranno essere su-
perficie contenenti un fascio di C**' con O™ e in tale caso la V,
conterrad una congruenza d’indice uuna di tali curve e quindi sara
birazionalmente trasformabile in una rigata razionale e percid
la V, & razionale. Il fascio della & 4 v @' sara sempre birazio-
nalmente trasformabile in un fascio di piani dello S, e le super-
ficie immagini delle ® nello S; dovranno segare sistemi di curve
C” con punto base (m — 1) — plo; le ¢ potranno quindi rap-
presentarsi ¢n superficie d’ ordine m con puntobase A (m-1)-plo,
che saranno immagini delle ® = ¢ — O, pin una superficie fonda-
mentale w immagine di O.

Oppure la superficie generica del fascio pud essere una su-
perficie riferibile per proiezione da O ad una superficie di ViroxEsk.
Siccome tale processo avviene senza introdurre irrazionalitda nei
coefficienti, quel fascio pud sempre riferirsi ad un fascio di piani
dello S; su cui le superficie immagini delle & dovranno se-
gare sistemi di coniche, e quindi saranno superficie d’ ordine m
con retta (m — 2) — pla. Per ottenere le ¢ basta al solito
aggiungere una superficie fondamentale .

Oppure la superficie generica del fascio pud essere riferibile
per proiezione da O ad una quadrica e la V, risulta allora a
curve-sezioni iperellittiche per O. Essa risulta ancora evidente-
mente razionale, e si pud riferire allo Sg in modo che le ¢ — O
abbiano per immagine un sistema lineare di superficie d’ordine m
con retta ! multipla d’ordine (m — 2), e curva base incontrata

in due punti dai piani per I su cui si sono rappresentate le
(P + v®') del fascio.
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Notiamo che questo ultimo caso esaurisce anche la possibilita
che le curve-sezioni per () siano di genere w =2 .

14. - Supponiamo ora per tutti i numeri seguenti che C%
sia una curva ellittica, ciod la generica (® |- v®’) & una super-
ficic a curve-sezioni ellittiche per O. In tale caso il sistema
|® + (v 1)®'| ha dimensione zero, ed il sistema '@ - pd'|.
con p.=v-+ 2, ¢ virtuale.

Se la dimensione del sistema lineare '@ fv®’ ¢ s =2,
la curva caratteristica ¢ del sistema stesso ha con gli S5 per O, s
intersezioni variabili (tale infatti & Dordine della serie carat-
teristica del [C 71 della @) .

Se inoltre s>2, poicht su una ¢ il sistema completo
PC* di curve ellittiche di dimensione s >>2 ¢ semplice, ove
|® + vd'! sia composto con una congruenza di curve, queste
dovranno essere curve d’ordine ¢ -+ s con 07 - plo, e quindi
si ricade nel primo caso del n. 13.

15. - Se cid per s>>2 non si verifica, osserviamo che il
sistema [2(® 4+ v®)| =P 4 (2v +1)P"| & virtuale, ciod
la curva caratteristica ¢ del sistema [® -} v ®'| & razionale. La
immagine proiettiva del sistema |® 4v ®'| & dunque una V¥
d’ordine s — 2, d’uno spazio lincare ad s dimensioni, a curve-

sezioni razionali.

16. - Si deduce quindi da qui intanto che la nostra V; &
razionale e che il nostro sistema |®| pud essere rappresentato
nello S; in un sistema cremonianamente trasformabile in un
sistema contenuto in un sistema almeno oo* che nel nostro caso
puod soltanto essere (19):

10 - Per s = 3, sistema delle superficic cubiche.

20 — Per s =4, sistema delle superficie del quarto ordine
con conica doppia.
Inoltre il valore s non pud mai superare uattro (*9).

(19) U. Mormn, Loc. cit. (1), n. 10, 15.
(29) U. Morwy, Loc. ecit. (1), n. 12.
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17. - Se invece si suppone s = 2, il sistema delle €™ su
una ® ¢ una rete di curve ellittiche.

La & pud essere rappresentata sul piano mediante un sistema
lineare di curve il cui v — aggiunto ¢ una rete di cubiche con
sette punti base. La curva caratteristica 1 di |® v ®'|, in
quanto ha con & due punti comuni ¢ una 9™+ con O* razio-
nale, a meno che non si spezzi in due ¢™*' con O nel qual
caso si ricadrebbe nel n. 8.

Dunque la V7 contiene una congruenza di ¢** con O°.

18. - Si supponga infine per s =2, v>>1. Il sistema
|® 4 (v—1)®’| non & in tal caso composto con la congruenza
delle *+* perche il sistema |C ¥~ & semplice. Suuna ®4(v—1) P,
certo razionale, il sistema |® 4-v®’| sega (a meno di com-
ponenti fisse) il sistema completo aggiunto al sistema delle
curve-sezioni della (® - (v —1)®’). Ma poiche il sistema
e+ (v—10' |+ 1P +vd "' =|P 4+ 2vd'[ & virtuale,
la curva intersezione variabile di|® + v®’|conla (® + (v—1) P')
¢ razionale. Cosi il sistema |® -+ v®'| determina sulla |® +
+ (v— 1) ®'| una rete omaloidica. Da cid segue in particolare
che le superficie (¢ + (v — 1) ®’) sono unisecanti le ¢*** . Tanto
basta per poter dire che quelle ¢*'* si possono trasformare
nelle rette di una stella dello S; e quindi la V; & ancora
razionale.

Inoltre poiche il sistema |® 4 (v — 1) ®'| ¢ a curva carat-
teristica razionale, la V¥ immagine del sistema [® 4 (v—1)®’,
¢ una varietd a curve-sezioni razionali e in essa le immagini
delle @™ sono rette.

Il sistema delle & viene ancora in tale caso ampliato in
quello segato dalle quadriche dello Sg (in cui giace V) sulla
rEey.

Ed analogamente si procede nel casov =1, in cui il sistema
delle @ viene ancora ampliato nel sistema segato nella V3 dalle
quadriche sottoposte ad opportune condizioni (22).

(21) U. Monin, Loc. cit. (1), n. 14.
(2%) U. Monrin, Loc. cit. (1), n. 186.
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I due sistemi lineari cui cosi si perviene immagini delle
P =¢—0, sono:

10 - Il sistema delle superficie del quarto ordine con
tacnodo ,

20 — Un sistema parxzialmente contenuto nel precedente.

19. - Rimane ancora da discutere 1’ipotesi che s = 1, ciod il
caso che le C™ formino un fascio di curve ellittiche sopra una ®.

Una & puod allora venire rappresentata su un piano in modo
che al fascio delle C™ corrisponda un fascio di cubiche (si tenga
presente che ® > 2); e che al sistema precedente corrisponda il
sistema o3 delle sestiche con 8 punti base doppi, composto con
una involuzione I,

Il sistema delle superficie |® -+ (v— 1) ®'| che sega su @
il sistema |C"¥="| composto con la I,, & dunque composto con
una congruenza di curve ¢*** razionali con O (Si esclude il
caso che le ¢'** degenerino in due ¢"*' con O” perché si rien-
trerebbe in un caso gia fatto al n. 8).

20. - Se si suppone p =3, seguendo U. Morix (23), si
dimostra in tale caso che il sistema |® ++ (v—2)®’| & un
sistema lineare semplice, la cui immagine proiettiva risulta una
V# contenente una congruenza di rette, immagini delle ¢+,
unisecanti una superficie (razionale) (® -+ (v— 2) ®').

In tal caso la ¥V, risulta dunque ancora razionale, ed il
sistema delle @ risulta ampliato in un sistema di dimensione
superiore a tre, che si ottiene segando la V¥ con un opportuno
sistema di forme cubiche ().

Infine per v = 2, si ottiene ancora lo stesso risultato salvo
che il sistema risulta un sistema contenuto nel precedente. Con-
cludendo, in tale caso, si trovano i due sistemi:

Lo - Sistema di superficie rappresentabili sul piano doppio
con sestiche di diramaxione aventi due punits tripli infinita-
mente vicini. (v = b).

20 - Un sistema contenuto nel precedente. (v = 2).

(2?) U. Moniy, Loc. cit. (1), n. 18, 19.
(34 U. Morin, Loc. cit. (1), n. 19, 20, 21.
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21. - Riassumendo 1’ analisi svolta si pud dunque concludere
che una varieta a tre dimensioni V, dello S, che ammetta o3
superficie-sezioni per un suo punto O, 8, escluso il caso che le
superficie stesse siano a curva-sezione ellittica ed il sistema sia
dei gradi 2 o 3, nei quali casi essi sono riferibili allo .S; doppio
con superficie quartica di diramazione o a ipersuperficie cubiche,
razionale e che anzi il sistema di quelle superficie-sezioni risulta
ampliabile, cosicché esse sono normali almeno in spazii a cinque
dimensioni escluso il monoide.

Scende da qui che la loro classificazione proiettiva ¢ im-
mediata. Esse si trovano tutte considerando un qualsiasi sistema oc3
contenuto in un sistema almeno oo? (tutti gia noti) ed aggiun-
gendo a quel sistema una superficie fondamentale w o eseguendo
la stessa operazione su un sistema di piani.

Possiamo dunque enunciare il teorema :

Treorema 6. — Una V3 dello S, a superficie-sexiont raxio-
nalt per un punto O, puo essere :

1o — Una V, rappresentabile nello Sy doppio con superficie
quartica d¢ diramaxione di tipo generale.

20 — Una V, razionale che risulta normale almeno in
uno Sy a superficie-sexioni razionali per un suo punto mul-
tiplo proprio O .

30 - Un monoide.

In tale teorema devesi naturalmente notare che lo S, doppio
del 10 tipo pud in casi speciali ridursi, come abbiamo gia no-
tato (n. 9).

22. - Si supponga ora di avere invece un sistema as-
segnato ¥ di superficie razionali nello S5, composto con una
involuzione di punti. Aggiungendo alle superficie del sistema
una superficie fondamentale w, si ottiene un sistema lineare che
risulta certo semplice, se ® si sceglie non appartenente alla
involuzione con cui & composto il sistema dato ed almeno oo%.

La immagine proiettiva del sistema risulta una ¥V, del tipo
gia considerato che ora sard razionale per costruzione. Pertanto
quel sistema oc® risultera di uno dei tipi gia trovati, pit even-
tualmente tipi di sistemi a curva caratteristica ellittica e di grado
due o tre. Si conclude dunque:
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Trorkma 7. - Un sistema lineare oc3 di superficie raxionali
dello Sy puo essere:

1o — Il sistema dei piani dello Ss.
20 — Un sistema a curva caratteristica ellittica di grado
due o tre.

30 — Un sistema conlenuto in un sistema di dimensione
superiore.

23. - E infine ovvio che il teorema 6 pud estendersi al
caso che il sistema lineare o sia un arbitrario sistema di su-
perficie razionali contenuto nella nostra V,, sempreché esso sia
composto con una involuzione di punti. Infatti si pud sempre,
con opportuna trasformazione birazionale, passare al caso che il
sistema sia quello segato dagli S; per un punto su una J°¥
dello S,. In tale caso il teorema diviene semplicemente, tolte le
caratterizzazioni di natura proiettiva:

Teoreva 8. — Una varieta a tre dimensioni contenente un
sistema lineare o3 di superficte ra:ionali composto con una
tnvoluzione o ¢ riferibile a una forma cubica orvero é raxio-
nale. Il primo caso potendo darsi solo se il sistema stesso
ha curva caratteristica ellittica, e grado due o tre.



