RENDICONTI
del

SEMINARIO MATEMATICO
della

UNIVERSITA DI PADOVA

ENRICO M AGENES

Sulle equazioni di Eulero relative ai problemi di calcolo
delle variazioni degli integrali di Fubini-Tonelli

Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova,
tome 19 (1950), p. 62-102

<http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1950__19__62_0>

© Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova, 1950, tous
droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Rendiconti del Seminario Matematico
della Universita di Padova » (http://rendiconti.math.unipd.it/) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1950__19__62_0
http://rendiconti.math.unipd.it/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SULLE EQUAZIONI DI EULERO RELATIVE AI PRO-
BLEMI DI CALCOLO DELLE VARIAZIONI DEGLI
INTEGRALI DI FUBINI-TONELLI

Memoria (*) di Exrico Macenks (@ Padova).

In due recenti Memorie {1), continuando le ricerche di S.
Farpo (2), ho svolto nelle linee generali la teoria dei problemi di
Calcolo delle Variazioni relativi agli integrali di Fusivi-ToNELLI

b d
I(y1,9,) =fff(x, %, 1 (2), ¥e (%), 91 (@), 2 (z)) dz dz

b b
1(y) =fff(x,x,y(x),y(x),y’(x),y'(z))dxdz

secondo il metodo diretto del Tomelli, studiandone la semi-
continuita e I’esistenza dell’estreme in classi di curve «ordi-
narie ».

In questa Memoria continuo lo svolgimento di tale teoria,
prendendo in considerazione le prime proprieti delle estremanti
e le questioni ad esse connesse.

(*) Pervenuta in Redazione il 12 ottobre 1949.

(1) E. Macexes - Intorno agli integrali di Fubini - Tonelli:
I - Condixiont sufficienti per la semicontinuita ; 11 - Teorem: di esistenza
dell’ estremo (in corso di stampa negli Annali della Scuola Normale Sup. di
Pisa). Esse verranno indicate nel seguito con M. 1. ¢ M. II.

() S. FaEpo — 1) Condixioni necessarie per la semicontinustc di un
nuovo tipo di funzionali (Anu. di Mat. pura e appl. (4) - XXIII. - (1944)
pp. 69-121;; 2) /n nuovo tipo di funzionali continui (Rend. di Mat. ¢
delle sue appl. (5) — IV. — fasc. III.-IV. (1943)); 3} Sulle condizioni d¢
Legendre ¢ di Weiersirass per gli integreli di Fubini-Tonelld
(Lit. Tacchi, Pisa 1946). Precedentcmente il funzionale 7(y) era stato stu-
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Nel capitolo I. viene anzitutto stabilita la condizione di
Evrero per le curve minimanti per I (y,,y,). Essa si esprime
per le curve d¢ classe 1 (§1, n. 2) con il sistema

d
/
ffyl (IE, % Y (x)’ Ye (Z), y; (z)s y; (2’)) dx —
¢ ) , ,
— [ Fy @5 08 1) B, (a)) = 0

m{ ,
[ 1, @5 n@), w), @) ) de—

b
d
- W[ fy; (xa %, Y1(2), Y (x)) ?/i (), 7/; (X) ) dr=20

e per le curve Lipschitziane (n, 4) con il sistema

5 d [ d
fd:rffyl (x,z,....)dz——%fdw/f‘,(x,z,,...)dx=cl

(r

)
% b % »
d
fdx Iy (z, %,....) dzx —Tx—fdx/fy; (2, %y.0..) d = 4.

diato in casi particolari da G. Fusivt (4leuns nuove problems di Caleolo delle
Variaxtoni con applicaxions alla teoria delle equaxioni integro—differen-
xtalé. — Ann. di Mat. pura e appl. (3) — XX. - 1913 - pp. 217-244), L.
TonrLul (Sw aleuni funxzionalt — Ann. di Mat. pura e appl. (4) — XVIII. -
1939 - pp. 1-21), G. FicuEra (Sull’ ubicaxione e I unicita delle estremanti
del polinomiale quadratico nella sfera di Hilbert - Pubb. Ist. Appl.
Calcolo n. 160 - 1944 ; Suz funxionali continui con la metrica di Frechet
- Rend. Acc. Lincei - 8 - II - 1947 - pp. 174-177), (Per i polinomiali qua-
dratici si veda anche : M. PiconE - Lextoni di Analisi Funxzionale - Ed. Tum-
minelli - Roma - 1946 - cap. II, § 3). Anche H. H. Goubstine (Condstions
for a mintmum of a functional. — Contributions to the Calculus of Varia-
tions - 1933 — 37 — Chicago — pp. 316-357; in particolare pp. 353-357) ha
considerato il funzionale I (y), ma ha ottenuto solo risultati circa il minimo
relativo debole, come applicazione dello studio di un funzionale piii generale,
studio fatto, nell’ ambito del Calcolo Funzionale, seconde 1’ indirizzo classico
del Calcolo delle Variazioni.

S »
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Si introducono cosi attraverso i sistemi (1) e (1") le impor-
tanti definizioni di curva estremale (n. 3) e curva estramaloide
(n. 5) relativa alla funzione [ data.

Nel n. 5 sono anche date condizioni sufficienti perché una
estremaloide sia un’estremale, problema della massima impor-
tanza nello sviluppo della teoria.

Infine nel n. 6 viene studiato il caso delle curve minimanti
anche non lipschitziane e, adattando opportunamente procedimenti
usati dal ToneLLI per i problemi relativi agli integrali curvilinei
del Calcolo delle Variazioni, si stabiliscono condizioni sufficienti
sulla f perché dette minimanti siano ancora delle estremaloidi.

I1 §2 & dedicato ai problemi dell’esistenza e dell’ unicita
delle estremali. Nel n. 1 viene anzitutto messo in chiaro con un
opportuno esempio che non & in generale possibile considerare
un problema di estremante o di estremale «in piccolo», a dif-
ferenza di quanto avviene nei problemi relativi agli integrali
curvilinei del Calcolo delle Variazioni.

Si passa quindi senz’altro ai problemi «in grande» e ven-
gono dati criteri di esistenza dell’estremale con assegnate condi-
zioni «ai limiti » (n. 2) e «iniziali» (n. 3) e un criterio di
unicitd per I’estremale con assegnate condizioni «ai limiti ».

Nel cap. IL il § 1 & dedicato ad I(y), al quale vengono
trasportati tutti i risultati ottenuti per I(y,, y,) nel cap. IL.;
i sistemi (1) e (1') si riducono ora rispettivamente all’ unica
equazione

b
[fy@av@h oy @y @)z~

b
——dd_x‘[fy; (%,2,y(2),y(2),y ),y (x))dz= 0‘

e all’ altra

z b ! z b
a .
fdxffyl (x,z,....)dz—m'—-fdxf fy;(x,»,....)dz:c,
a a a .

a
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Nel § 2 si considerano alcune applicazioni, nel campo delle
equazioni integro differenziali, della teoria svolta, secondo la quale
& appunto possibile dall’aver stabiliti direttamente teoremi di e-
sistenza dell’ estremo ricavare teoremi di esistenza per le equa-

zioni di Eurero, che sono equazioni integro—differenziali.

Carrroro I.

LE EQUAZIONI DI EULERO RELATIVE AD I(y,, y,)

§ L.

La condizione di Eulero e la variazione prima.

1. — Preliminari e definizioni. - Diremo campo 4 un in-
sieme di punti dello spazio (x, z, ¥,, ¥,) che sia il prodotto to-
pologico 4, X 4, di due insiemi A, del piano (z, y,) e 4, del
piano (2, y,), contenenti ciascuno i propri punti di accumulazione
al finito. Per tutti gli (z, 2, y,, y;) di A e per ogni valore di
¥ e ¥, sia definita la funzione f(z, %, y,, ¥, y1, ys) che sup-
porremo inoltre in tutto il presente capitolo continua insieme alle
sue derivate parziali f!h’ f!h, f”:, fy;.

Ricordiamo anche che dicesi curve ordinaria C ogni coppia
di funzioni y; = y,(®), a<x <b, y, = y,(2), e<2<d, as-
solutamente continue, tali che i punti (z, y,(z)) e (x, ¥5(2))

appartengano rispettivamente ad 4, e A, ed esista finito 1’ inte-
grale secondo LEeBuscUE

b d
I(yy, ¥s) =f f (%, 9 (%), ¥2 (), 11 (2), y2(3) ) dz d v .

a ¢

Diremo poi che una curva ordinaria C [ (2). a <» <<h,
Y. (%), ¢ << z << d], appartenente ad una classe K di curve or-
dinarie C, & di ¢ndifferenza internamente rispetto ad A ¢ K
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quando esiste un p >0 tale che i punti (v, 2, y;, ¥;) con
a<z<b,|p@)—y|<p, c<z<d,|ys(x) — | <p ap-
partengano ancora ad 4 e ogni curva ordinaria C [y, (z),
a<az<b, y,(r), ¢c<<z<"d] avente gli stessi estremi di
C (valo a dire per cui & y(a) =9:1(a), ¥:(8)=9:0),
Yo (c) = ¥, (©), v2(d)=y,(d)) e appartenente all’intorno (p) di
C (vale a dire per cui risulti anche |y;(z) —y,(*) | <p,
a<z<b,|y(3) — () | <p, ¢< z < d) appartenga
anche a K.

Infine diremo che la curva C (y, (), yy(x)) & di classe 1
quando esistono e sono continue le derivate y;(x) e y2(3) .

2. — La condizione di Eulero per le curve minimanti di
classe 1. - :

Troreya: Se C [y, (z), a <z <<b, y;(2), c <2 <<d] é una
curva di classe 1 minimante per I (y,,y,) nella classe K di
curve ordinarie C ed é di indifferenxa internamente rispetio ad
A e K, allora essa soddisfa al sistema di equazioni tntegro-
differenxiale

d
[0 @5 06, (o), 4i60) wia)) a5 —

d
— L[t @ 2, dx=0
(1) dmcf /M
L
[ 1, € 0, n@), i@, 56 az —
N &
\ ' ———(—l%—[fy; (z,%,....)dz=10.

Consideriamo infatti due qualunque funzioni g, (z) e @4 (2),

definite rispettivamente in (a, b) e (v, d) ed ivi assolutamente
continue e con derivate, dove esistono, limitate. Per ¢ sufficien-
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temente piccolo la curva C,[y;(2) + lg,(x), a<z<b,
% (2) + Lo, (), e< 2z Sc-i] risulta allora una curva di K, che
si identifica con la C per t =0, e poich¢ la C & minimante in
K la derivata di I (y, + t¢,, y, + tp,) rispetto a ¢, pert =10,
se esiste, dovra essere nulla. Mediante un ben noto ragiona-
mento (®) si conclude allora che deve essere

b d

& _f | / [91(0)/, 22, (e, ), (o), o)+ a(2) £, (o) +

+ 9@ [y (@) + 95 (2) [ (,..) ] dzdz = 0.

Dalla (2), supponendo come & possibile, una volta p,(z) =0
e un’altra ¢, (x) =0, si deducono le

b a

f/[?l(x) f,’h + o1 (x) fy;] dedx =0

(3) a ¢

frfi%(z) [ T o:(3) fpldads=0.

a c¢

Dalla prima delle (3), integrando per parti da a a b la funzione

d
di z ](p, (®) fy1 dz, poiche & ¢, (J) = ¢, (7)) = 0, si ottiene

«

" ﬂé: @) f iz —_f f 2|

c

dz =0,

(3) Ved. ad es. L. ToxeLnt — Fondamenti di Caleols delle Vartuzioni
(Bologna) — 1921-23 — Vol. 1I. pag. 91.
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da cui per un noto lemma di Duv Bois Revmoxp () essendo

f [f vl —_f xf‘yl dz

[ a

dx funzione continua di z, si ha in tutto (a, b)

a n

(5) f[f!l{_ff!h dx] dx =ffy; dz —f:ixffy: dx = ¢, (cost.),

da cui derivando, come & possibile, si ottiene la prima delle (1).
In modo analogo si dimostra la seconda delle (1).

Il sistema (1) vien detto il sistema delle Equaxioni dz
Eulero del problema di minimo considerato.

3. — Le estremali. - Definizione: Ogni curva C [y, (7),
a<z<b, ys(3), e<<x=<d] di classe 1 soddisfacente al si-
stema (1) si dird un’estremale relativa alla funzione [ data.

Se la funzione f ammette continue le derivate fr;, fy; "

A fy;z, v Ty, © le funzioni ¥,(z) e 7.(x) ammet-

tono le derivate seconde y! (z) e i (x), il sistema delle (1), in
virtl di un noto risultato (5), si pud scrivere anche nella forma

d d d d
[fy e[ty — k@) 50,85 @) ==

(6)

b b

b b
ffyzd“’ _ffyéxdw”y; (2) £y, y B0 =2 (Z)ffyéyéd“’:o

che & un sistema di due equazioni integro—differenziali del se-
condo ordine.

(%) P. Du Bots Reymoxn — ‘Erlduterungmlxu den Anfangsgriinden der
Variationsrechnung (Math. Ann, — B. 15 - 1879 -~ pag. 313).
(5) Ved. ad es. C. CARATHRODORY — Vorlesungen iber reelle Functionen

- Leipzig - 1918 - § 572, pag. 661.
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L’ esistenza delle derivate y’ (&) e y, (z) di un’estremale ci
6 assicurata dal seguente

TroreMa: Se le funzione [ ammelte continue le derivate

Tyizr Tyiwe Ty Wyeno Ty Typyy) 0 5o Vestremale C

[n(x), a<ax<<b, ys(x), c<3=<d] ¢ tale che nel punto x
di (a,b) [z di (c, d)] risulti

d
[fy;y;(iazayl(i) Y2 (3), i (2), Jg (x))dz+0
" °
H cyy (X0 %, Yi(2), 12 (2), (@), 9 (%) ) d g 1 0

allora nel punto = [z] esiste la y (z) [y (3)].
Diamo infatti un incremento ~ alla x e siano 8y, e dy;
i corrispondenti incrementi di y, (x) e y;(x). La prima delle (1)
ci da
d

ffyl (5, %0 (T, 9(3), 4 @), e (3)) dis —

[

— lzm j[f (@ + k3, y(x) + 8y, ¥2(2), ¥i(T) + 8y, Ya(3)) —

—f ( 7")./1('1’) ./2(z ( )7:’/;(3))(13::01

da cui per il teorema del valore medio :

d

| 1,® 50 0@, 1a(3), 44D, i(9)) ds

¢

d
1 _ _ L
- ’fg'é '7] [fy;x(;c—f—ﬂh,g,y,(a/‘) + 08?/17 ‘_1/2(2), .7/1(‘17) +

+00y, % (@) [y () 8y+ [ () 3yl ds =0,
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Passando al limite sotto il segno di integrale, come & pos-
sibile, e tenendo presente le ipotesi fatte, si conclude rapidamente
che esiste la ¢ (x) ed @

ff (8, 5y.) da [f,/, (3,5, dz yl(x)jfylylwz, Yz

fyly. 1 8,...)a4z

Si osservi che se la (7) ¢ verificata in tutto (a, b), allora
la " () esiste ed & continua in tutto (@, b).

In modo analogo si ragiona per ya' (3).

Questo teorema estende ad I (y,, y,) una nota osservazione
di Huserr sugli integrali curvilinei del Calcolo delle Variazioni:

(%) =

T = [ F(z,y. o) dz ().

4. - La condizione di KEulero per le curve minimanti
lipschitziane. -

TroreMa: Se C [/ (z), a <z <bh, 1 (3), c << x <d) é una
curva minimante per I (y,, yp) nella classe K di curve ordi-
narie C, ¢ di indifferenza internamente rispetto ad A e K ed
¢ tale che le derivate y(x) e Y3 (3) sono rispettivamente in
quasi-tutto (d— , b) e quasi-tutto (E, d) in modulo inferiore ad
un numero fisso, allora essa soddisfa al sistema

z a z d
d ’
fdw[fyldz—a—x—[dw] fy;dz-——cl (cost.)
c a c

)¢ .

b x '
% d A
( ]d:{ffy2 dx — -(Efdz-/ fy;dao=c2 (cost.) .

(%) Ved. ad es. L. ToneLLl, op. cit. in (3), Vol. IL, pp. 96 e 319.
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Ragionando come nel n. 2, si arriva anche nelle ipotesi at-
tuali alla (4) del n. 2 e osservando che in virta di un noto teo-

rema del Xusin [[ % —ffyl dw] dz & tunzione quasi

c a

continua e integrabile di 2, si ha, per un’estensione del lemma

di Du Bois Revymonp (7) che in quasi-tutto (@, b) risulta

a X a
[fyi az —fdx/fyl dz = ¢, (cost.)

da cui in tutto (a, b)

x T x x a
fda;ffy{dz: cl(x——a)—l—/dwfdwffyldz

e poiché il secondo membro & derivabile in tutto (@, ), lo &
anche il primo e si ottiene cosi la prima delle (1°).
In modo analogo si dimostra la seconda.

OsskrvazioNs. — Si osservi che se la C possiede la derivata
¥ (&) continua e la y;(x) in quasi-tutto (¢, d) in modulo infe-
riore ad un numero fisso, allora essa soddisfa al sistema

| d d a
[ruas— g5 [ ryas=0

(l”) r's b k3 b
d -
fdo-/fyzdw—gz-‘/ dszy;dw=c,.

(%) Ved. ad es. L. ToneLLL, op. cit. in (3), Vol. II, pag. 99.
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Si puo infatti, per dimostrare la prima delle (1”), ripetere
il ragionamento del n. 2, osservando che anche in questo caso

T

a x
[ [fy{ —-J fyl dw] dx e ffyl dz sono funzioni continue di z (8).

Naturalmente un risultato analogo vale se & continua ¥ (2)
e in modulo inferiore ad un numero fisso #;(x).

5. - Le estremaloidi. - @) Definizione: Ogni curva ordina-
ria C [y, (), a<x<b, y:(x), c<<zx<d] tale che risultino
integrabili in [a <<z <b, ¢ <<z < d] le funzioni f[/; (=, %, ¥, (),

ya(%)y y1(x), v2(2)), fyl (@, %y000), fy;(xa yer)y fyz(x’ %y...) € che
soddisfi al sistema (1'), si dird wn’estremaloide relativa alla
funzione f.

b) Un’estremaloide di classe 1 & evidentemente un’estremale.

E molto importante il seguente

TrorkMa L. : Se la funxione f ¢ tale che la fy{ [fy;] é per

ogne (x, %, Yy, ys) di A e ogni y, [y1] funxione sempre crescente
o sempre decrescente di y; [ys] allora per ogni esiremaloide
sulla quale la |y (x) | [|ys(x)|] resti sempre inferiore ad un
numero fisso, la y;(x) [y:(x)] é continua in tutto (a, 8) [(c, d)].

La dimostrazione si conduce per assurdo, in modo analogo
a quello del corrispondente teorema relativo agli integrali J(y)
quasi-regolari normali (ved. L. Tonkrui, op. cit. in (}) vol. Ile,
n. 34d), pag. 101 e n. 96 d), pag. 321).

In particolare quindi ogni estremaloide sulla quale la ¥, ()

(3) In virtu del teorema che assicura che se g (x, a) & una funzione quasi-
continua di  per zy < # < %, ¢ continua di « per ay <« < o inoltre
esiste una funzione q(_x) ;;)sitiva e integrabile in zo <& < x; per cui valga
per ogni « di (g, %) e quasi—dappertutto in (z¢,z,) la g (z,0) | <q(@),

1
allora ¢ (a)= j g(x,a) dz & funzione continua di «. Si veda quanto &
%o
detto nella M. I, nota (3).
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e Y5 (%) sono lipschitziane & un’estremale se sono sempre sod-
disfatte le fy{ y{>0 [<0] e fy; y;>0 [<0].

Si osservi infine che lo stesso ragionamento che si usa per
il teorema precedente, ci assicura anche che nella stessa ipotest
sulla funzione f, su ogni estremaloide esiste sempre finita o no
la yi(x) [y5(x)] ed & sempre continua (nel senso che per
L —>2o & Y1 (x) —> yi (%) [per x —+zy & y; (x) — 3 (20)] . Inoltre
Iinsieme @, [R,] in cui la y|(x) [4:(x)] & infinita, & chiuso e di
misura nulla,

¢) Per lo studio delle proprieta delle estremanti ha notevo-
lissima importanza stabilire delle proposizioni che assicurino
quando le estremaloidi sono «lipschitziane». Diamo ora alcune
proposizioni in proposito che estendono risultati del ToNrLLI per
le estremaloidi degli integrali J (y) (°).

L — Se, per ogni campo limitato A’ appartenente ad
Aalfy; (wa 35 Yy Yo, ?/i,?/;) [ [lfy; (waz)?/n?/z,y{,?/;) “ tende
@ + ® per y, tendente a + oo [y; lendente a + o] uniforme-
mente rispetto a (X, 2z, Y, Yo, ¥3) (X, 2, ¥, Ye, Y1)] com
(, 2, Yy, ys) appartenente ad A' e y, [y)] qualunque, allora
st ogny estremaloide C relativa alla [ e appartenente ad A la
Yi(x) [y (x)] é a rapporto incrementale superiormente limitato.

Infatti dalla prima delle (1') si ha che in quasi-tutto (a, d)
e

a [ d
/’i’/; (2, 33?/1(2:)7 ?/2(7”)) ?/f(x), yé(*)) =0 +fdw fy] (x) Z,....) dx dz
sicche, posto
b d
N=|01H—fj|fyl|dwdz

(%) Ved. L. ToNeLLt — Sulle proprieta delle estremanti (Ann. Scuola
Normale Sup., Pisa - (2) - Vol. III, pp. 213-237) nn. 3, 4, 7. Si osservi
che anche le proposizioni dei nn. 5, 6, 9 della suddetta memoria potrebbero
estendersi facilmente ad I (y,, y,); nell’estendere il n.9 ¢ anzi possibile far
uso anziché del lemma dato dal ToseLut nel n. 8 della suddetta memoria, di
uno pi generale, di cui faremo uso anche nel prossimo paragrafo e che ci-
teremo nella nota (17); ma su ¢id non mi soffermo per brevita.
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risulta in quasi-tutto (a, b)
d

® | [ 15 0@, w6, @), si) x| <.
[

Sia allora Y’ un numero tale che per y; = Y’ si abbia, in
tutti gli (2, 2, ¥,, ¥,) di un campo limitato A’ contenente C

e per ogni Y,

| fy|>Ni@d—o),
il che vuol dire, per la continuita di f!/;

f.r>N:(d—c) in tutto 4" e per ogni ¥,
n P &

oppure fy{ < — N:(d—c) in tutto A’ e per ogni 7.

Ma allora la (8) ci assicura che in quasi-tutto (a, d) &
Y (r) < Y', da cui I’asserto.

II. - In modo analogo si dimostra che se, per ogni campo
limitato A' appartenente ad A, | fy{ T fy; |] tende a + oo, per
Y — — o [ys —> — ™) uniformemente rispetto a (X, 3, Y,
Ys, ¥) [, 2, Y1y sy y)] con (x, 3, Yy, Yz) appartencnte ad
A" e ¥y [yi] qualunque, allora su ogni estremaloide C relativa
alla f e appartenente ad A la y,(z) [ys ()] ¢ a rapporto in-
crementale inferiormente limitalo.

d) Possiamo ora enunciare senz’altro questa condizione suf-
ficiente perché un estremaloide sia anche un’estremale :

Trorema II: Se la funzione f é tale da soddisfare con le
sue derivate fy{ e fy{ a tulte le condizioni espresse nel Teo-

rema 1., dato in b) e nelle proposizioni I. e II. date in c¢), al-
lora ogni estremaloide relativa alla [ ed appartenente ad A ¢é
un’ estremale.
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6. — La condizione di Eulero sotto opportune ipotesi sulla
funzione f. — Nel n. 4 si & stabilita la condizione di EuLkro
imponendo alla curva minimante 1’ ipotesi di essere lipschitziana;
nel presente numero invece stabiliremo la condizione di Eurero
indipendentemente da quest’ ipotesi, limitando perd opportuna-
mente la funzione f. Un primo risultato in proposito & dato dal
seguente

Teorema [: Supposto che :

1) in corrispondenza ad ogni campo limitato A’ apparte-
nente ad A si possano determinare sex numeri positivi M, N,,
N,, N, N,, N; in modo che per tutti i puni (x, z, Y, Ys)
di A', per ogni valore di y, e y, e per ogni ¢ tale che
lp|l<Me (x,s,y1+ ¢, Ya) € (x, 2, Yy, Yo + P) siano an-
cora punti di A, si abbia

l Ty, @ &Y+ @ Yoy YL ¥ | < N Fl@e, 2,9, Y Y 1) |

(9)
+ Ny + Nyl + Nl Ly + N5

| £y, @3 Yo Yo+ 0. Y Y2) | < Nl £, 3559, o 1, 90) [

(9
) + No|yil 4+ Nslya|l + Nolwil | ge| + N

II) én corrispondenza ad ogni campo limitato A' apparte-
nente ad A e ad ogni numero L >0, si possano determinare
quattro numers positive B, D, D,, Dy in modo che

a) per tutti ¢ punti (£, 3,¥Y,y) di A, per (yi|<L,
per is qualunque e per ogni e ' tali che | 7| < B, |1 |<B
e che (x, 3,1, + Y, Ys) sta ancora un punto di A, si abbia

|y @y 3, h+ 1 4 n+ 7, 90 | <

(10)
< Di[f(®, 2,4, ¥ Y1, %) | + De| 92| + Ds;
a') per tutti ¢ punti (x, 3, Y,,Y,) di A, per |y,|<L,
per Y, qualunque e per ogni e tali che |Y|<B, |y |<B
e che (X, 3,Y:, Yo+ 1) sta ancora un punto di A, si abbia

6
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Ty 5 Y v Y v+ ) | <

(10')

< Di|f (@, 2, % Y2, Y1, Y2} | + De| 91| + Ds
allora ogni curva ordinaria 5[371 (), a<x<b, ?72(%),
c < z<d], che sia minimante per I (Y1, Y2) n una classe K
di curva ordinaria C e di indifferenxza internamente rispetio ad
A e K, é un’ estremaloide relativa alla f.

La dimostrazione si ottiene, come ora vedremo, adattando
opportunamente un ragionamento del TozkLLt per gli inte-
grali J (y) (19).

Assumiamo come campo A’ I’insieme dei punti di A che
distano al pit di 1 da almeno uno dei punti [x, 2z, ¥, (%), ¥, (z)]
della curva C. Indichiamo con E, 1’insieme dei punti z di (a, b)
in cui la 7] (x) esiste finita e in modulo non superiore ad =,
con n numero intero positivo. Per = sufficientemente grande

(maggiore di un certo »,) risulta m(E,) > (b—a):2.
Fissiamo dunque 7 >>m, e consideriamo la funzione
fy (@52, J1(2), J2 (x), Fi (%), §2(%)) 5 per ogni x di E, es-
sendo |7 (z) | << n, in virtu dell’ipotesi II) a), essa risulta in-
tegrabile in (c, d).
Possiamo allora porre

Pu@) = [ 1@, 3, 5:0), 1), 510, ) ds in

(11)
Pu(z) =0 fuori di E,

e la p,(x), sempre in virti dell’ipotesi II) a), risulta integra-
bile in (a, b); I integrale

(12) | ey aa

(19) Ved. luogo citato in (%) n. 1
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ammette quasi-dappertutto in (a, Z) derivata finita e uguale a
¢, (2). Ricordiamo ora che la densité di E, & uguale ad 1 su
quasi-tutto E,, e indichiamo quindi con E, !’insieme dei punti
di E, in cui E, ha densitd 1 e in cui |’integrale (12) ammette
per derivata ¢, (r); risulta m (E,) = m (E,) e quindi
m(E) > b — a): 2.

Fissati due punti qualunque x, e x, di E, (2, < @,), con-
sideriamo in (a, &) la funzione w,(x), assolutamente continua,
costruita dal ToneLLI nella Memoria citata in (°) (ved. pag. 216),
ricordando (1) che valgono per essa le

(13) |w,(z) |<<b—a in tutto (a, b), w,(z)=0 in (a, ) e (xs, b),
(14) | ol (z)|<1 in quasi-tutto (a, b),

(15) o) (x) = O quasi dappertutto fuori di E,.

Si consideri allora la curva C, , [y; (z) + tw,(z), a < x < b,
Ya(2), c<z< (JT] ; per ¢ sufficientemente piccolo (minore in mo-
dulo di un certo £ positivo) essa appartiene ad A’. Dimostriamo che &

(11) Per comodita del lettore riporto dal TonkrLI la definizione di ws (). Fis-
sati 7, e x5 possiamo scegliere un 3 tale che 0 <3< (rg--71):2 e che per
ogni & >0e < ? le misure delle parti di E, contenute in (g, 21 +2) e

in (z»—8, z5) risultino ambedue >2:2. Allora ad ogni =z tale che

-] . .
z, <z <X, + - corrisponde un massimo valore =z, tale che =z,—

— 7 <z <=zp o soddisfacente alla condizione che il sottoinsieme eq; di
E,, contenuto in (x,,«]), e quello ex2 di £, , contenuto in (x;, x,), abbiano
uguale misura positiva. Si costruisca allora la funzione ¢, (x) ponendo

in (£) = 1 nei punti di es, , ¢n (%) = —1 nei punti di a2
2 (®) =0 altrove

e la funzione w, (z) ponendo
x

o (@) =fin @dx.
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anche ordinaria. Infatti per il Teorema del valor medio nella
forma di CavaLiEri~-LAGRANGE risulta :

(16) flx,s, gl+t‘°nag2’?7;+tw:a Ys) =
= f(m) Z, ?7|7 ?7%?;) ?7;)_*— t")lll fy; (w’ z, ?7] + t(!)", ?72» ,17{‘{"6{“):;, gé) +

+to,f, (@, 2,9+ 0o, 5y T 5
0<Ot<<1l , 0<<6<1;
percid avendosi in quasi tutto E,
| Fi(@) + tu(@) | <n +7

si ottiene in virta dell’ipotesi I) e II) a), per ¢ sufficientemente
piccolo, che in quasi-tutto E, e per quasi-tutti gli z di (E, E) é

(17) |7, 2, §r + oy Fns Tt 4 L0y F3) | | £ @35, Frs Gy Fr 53 | -
4 1]} Dy | F @y % Gy Ua T 59 | + De| 2| + Ds} +
L@ —a) I NI f @y, Toy Gos 01, T |+ D] G1] +
AR ARV AR AR

D’altra parte in quasi-tutto il complementare C(E,) di E,
rispetto a (@, D) @ w,(z) =0 e percid dalla (16) e dalla (9) si
ottiene quasi-dappertutto in C(E,) e per quasi tutti gli =
di (¢, d)

(18) | f(a:,z, ?71 + t‘”m ?7!) '!7: + tm:n '7;) I Slf(ﬂ',%, :;7!) :;ih ?7{1';;;)! +

+ @ —@) [N, 5, §u Ty T T) |+ Ne | 7]+

+ N | 72|+ No| || 72| + N -
Dunque la f(x, %, i (¥) + t0,(x), 7 (3), 71(2) + t) (),

7:(x)) & integrabile su (Zgws_b, c<z<d) e quindi la
C,. & una curva ordinaria. Egsa poi appartiene anche a K non
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appena ¢ & sufficientemente piccolo (minore in modulo di un
certo ¢ positivo e <C t)
Si consideri ora la differenza (7, + to,, i) — I (1, §s) =

—:j/;f(xy X, :l—jl+t(!)n$ :172’ :I-];+ t(!);‘» ﬁ;)-——f(fr, 2, ?7], gg, ?7;, ?7;): dz d%:

a ¢

@y q
=t 10ty 2, G4 Lo, B, T+ Bt 5+
L

toufy (@, %, 5+ 0lo,, 5, 51, o) | dz dx.

Per le stesse osservazioni che ci hanno portato alle (17) e
(18) risulta che per quasi-tutti gli  di (2,, x,) e quasi-tutti
gli z di (c, d) &

o fy @y 2, A ton, By i+ 0o, 52) +
+ o, fyl (E, 27 :l-/l + 6tmm '/2, 77;7 1./;) l ST:DI | f(x’ 2) 1‘71, 372,9;»37‘3) ' +
+ Dy || + Dol +E(b-a) | M| f (2, 2, 51, 520 10 B5) | +

+ N[ %]+ Ns| e + No| 311172 |+ Ne|

e percid passando al limite sotto il segno di integrale, in virtu
del teorema di Lesrsque, risulta, essendo la € minimante in K

xs g

Lim 11 (3, + ton, )~ (71, 72 ‘ = / f CYMCES N % AR

%1 ¢
o fy @, %, 80 90 B, §e) | dadz= 0.
Non resta ora che ripetere esattamente il ragionamento del

Toxrril (ved. Memoria cit. in (°) pag. 218) ricordando solo la
definizione della funzione ¢, (x) e che I’ esistenza degli integrali

[
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v d
f 8 BB g) deds e [ [6) 1,0, 5,000051, 0 deds

@ *1 ¢
& assicurata dalle ipotesi fatte I) e II) a)) e dalle (14) e (15),
per ottenere la relazione

zra

ff '(xhz, yl(xl)) ’/z(z),yl(xn)a ?/2("') f x » %y ?711,1727?_/11 T_/;) dxdx =

a 2 d
=ffy; (xla Z, gl(wﬁ)a ?-/2(2), ?Yf(xz); 7_/;(""')) dZ _f fyl(w: 2y !71, .1_/2’ Z_/;, 37;) d:r dz'

c

R

E poiché x; e z, sono due punti qualunque di E, risulta
che in tutto E, ciod in quasi-tutto E,, &

/f{ (xy2,371(1),ﬁz(z),ﬁi(x),yi(z))dz——

Ed a
_jf’ (xv"»ql,y2al/layz)dxdz=0 (COSt) .

Ma essendo E, contenuto in E,,., e m(F,.)= m(&,) >
b—a - -
? sara o = ¢, € quindi in quasi-tutto (a, 0)

>

[ti@ s ne), 500, 5@, g 4z —

f f!/l (*,2,%, Fe, 91, ) dx dz = (cost.) .

K C

E di qui si deduce (ved. n. 4) che la C soddisfa alla prima
delle (1').
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In modo analogo si dimostra la seconda delle (1), sfrut-
tando le (9') e (10").

Vale pure il seguente

Teorena I1: Se per ogni campo limitato A’ appartenente
ad A si possono determinare otto numeri positivi m,, My,
My, My, My, My, 00 ¢ B di cui a=1 e =1 in modo che si
abbia in tutto A' e per ogni valore di y; e y;

1,

b Myt M,
‘B

"%, ’ ro r'ai ’
mllyll l?/slﬁ‘l‘ My < [(%,2,Y1,Y0 Y1, Ys) < Ml!yl| |Ye

Ye

%,
1Ye

5 ATVA RS VATV LE T}
EDAIVILES T AIVA LN 7}
TR TASS AT RES VA [YALES 1§

AR AV RS AL )

i fyl (x,z,y,,yg,yf,yé)'l = MllL/I

|t Y, (0,29, 90,95192) | < M,|yi|* 1yt

ni ’
| £, @230 e990) | < M|y "

I fy; (T’,z,y],?/z,?/:,?/;)' = Ml

‘allora ogni curva ordinaria C (y,(z), a <=z <b, 7,(2),
(’—,Sz_<_d_] che sia minimante per I(y,, 1,) in una classe K di
curve ordinarie C e di indifferenza internamente rispetto ad A
e K, ¢ un’estremaloide velativa alla funzione f.
La dimostrazione si ottiene adattando in modo ovvio quella
data dal ToxeLrLr per un analogo teorema sugli integrali J(y) (*2).
Si osservi anche che nella (19) la f(z, 2,9, ¥s, ¥}, ys) =

o
=m, |yl IyQIB + m, pud essere sostituita dalla coppia delle
’ ’ ’ i
f(wv 3y Uiy Yoy thy Yo) = My I UII + my,
@y 2y 4, v s 1) = g | 7 4 iy
7. — La variazione prima. — Consideriamo una curva ordi-
naria C [y, (r), a<ax<b, y(2), e<<z<d] e indichiamo

con Sy,, —3-,1/(, g:l/g, —'61/; le variazioni prime smorzale vispettiva-
mente delle y,(x) ¢ yi(x) in (¢, b) e delle y(2) e y'(2) in

(:2) Ved. op. cit. in (3) vol. 11, n. 97, pag. 321.
) P
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(¢, @) (18). Supposto che esistano gli integrali

bd
f Ty, (@53, %1, 42y Y1, a) dwdz,

@) L, "
fj fyz(w,zayl$y2)y:ay;)dwd2‘ (2=1’2)’

diremo variazione prima smorxata di I (y,,y,) sulla curva C

data, 1’ espressione
ba
ror

(21) 3T Wy ¥ = / / fy 39+ 1 3Yi+ [y, 8y + [, 890 dwds

dove intenderemo di considerare solo quelle By, e 5_1/2 per cui
b d
esistono gli integrali /, fy{ 3;:/2 dxds (t=12).
A

Se o1 (4,, ¥o) per quella data curva C & uguale a zero per
tutte le possibili 81, e 8y, diremo che essa ¢ identicamente
nulla e scriveremo 31 (y,, ¥,) = 0.

Ricordando le dimostrazioni dei nn. 2 e 4 a partire dalla
formula (2) in poi, si ha immediatamente che, se sw wna certa

curva ordinaria C esiste la variazione prima smorsata 3 I (y,,Ys)
ed ¢é

(22) 31 (Y, ¥s) =0

allora C ¢ un’estremaloide; e se ¢ di classe 1 & un’estremale.
Viceversa si dimostra che se C ¢ un’estremaloide, allora
su di essa vale la (22).

(13) 3y1 [8ys,) indichera dunque una qualsiasi funzione assolutamente
continua in (¢, d) [(c,d)] ¢ nulla negli estremi di (a,d) [(e,d)] o

2y, [6y}] sard la derivata di 3y, [09.].
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Infatti in quanto C & un’estremaloide esistono gli integrali (20)
(e percio la 6_1(;1/1, Y2)) e quindi per quasi-tutti gli z di (¢, @)
si pud considerare la funzione di s, /?/1 5;1/1 e integrarla per
parti su (a, b) e cosi pure per quasi tutti ¢li « di (@, D) si pud
considerare la funzione di z, fy2 &y, e integrarla per parti su (e, d).

Sicché la (21) si potra scrivere

d b
31y, ya) =/]; . —ff:yl dwlgy;dz dx +
bdca % ’
[fi—f 0
gl o 4
- gyfgfffy;d:—fdx/fy]dzzgdw—k

d b x b
+f8?/£3/f!/4“/di] fygdwid: '

4

S_yg drdz =

Ma dalle (1') si ha in quasi-tutto (a, b)

d z d

(ryae—fuefnasm—e

[ a ”

e in quasi-tutto (e, d)

4 0
, > — 1 / ) ST —
/ /’”2 dux / ds f!/z dw Cs
® I a
sicch¢ risulta :
b ({
gl(!/u Ya) = —/ “y 6__1/{ d o -— / o) edr =0,

a [4
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§ 2.

Esistenza ed unicita delle estremali.

1. - Considerazioni sul problema «in piceolo». - E noto (14)
che nel Calcolo delle Variazioni relativamente all’integrale J(y)
hanno notevole importanza i cosi detti problemi «in piccolo»,
sia per le estremali che per le estremanti del problema consi-
derato : essi riguardano 1’esistenza e 1’unicita dell’estremale o
dell’ estremante che unisce due punti «sufficientemente vicini ».

Uno dei risultati pit importanti e caratteristici in proposito
& quello che afferma che se la funzione F (x, y, y') soddisfa ad
opportune ipotesi (15) (le quali in sostanza sono le analoghe delle
ipotesi del Teorema I. del cap. I., §2, n. 1 della M. IL citata
in (1), e di quello del Teorema IL del n. 5, §1 e di uno dei
Teoremi del n. 6, § 1 della presente Memoria) allora, se AF é
un insieme chiuso composto di punti interni al campo A*, sup-
posto limitato, di definizione della F (x,y, y'), preso comunque
un numero positivo p st puo determinarne un altro &, in modo
che, essendo P, e P, due punti qualunque rispettivamenle di
A¥ e A*, distantt fra loro meno di 3 e di ascisce diverse, nella
classe di tutte le curve ordinarie che congiungono © punii delli,
ne esista almeno una minimante per J(y) e che tutte queste
curve siano delle estremali interne al cerchio (P, p).

Viene naturale di domandare: ci si puo porre anche per
I (y,, ys) un analogo problema, in analoghe condizioni ? K avra
questo problema risposta affermaitiva ?

Si consideri allora il seguente esempio. Nel campo

1
§y1<37 —1Syz§1,

A:=1 ‘wgl,—lgzgl,? <

IA

(1%) Ved. L. Tonruur, op. cit. in (3) vol. II, cap. VII, § 1; e inoltre:
Sulle equazioni di Fulero nel Caleolo delle Variaxiont (Ann. Secuola Norm.
sup. Pisa (2), vol. IV, pp. 191-216).

(15) Ved. L. ToxgLLr, op. cit. in (1) vol. II, n. 107, e L. c. per secondo
in (14), n. 2.
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sia data la funzione f(x, x, y,, s, i, yg) == J2 Y +J1 3T
sulta: fyr =21y 5 Ty =25 1, =y fyé—Qy’y“
f/ l——-ZJl,fyzZO

Per ogni n e m interi positivi si consideri la classe (com-
pleta) (1¢) K, delle curve ordinarie, relativamente alla f consi-

derata, C,, [g/l,m @), 0 =x< 1‘, s Yan(2), 0 2 << } ap-

partenenti ad A e soddisfacenti alle
1 1 1 1
f== M —_—) == 2 . ) —_——= — .
(23) Yim (0)—‘2 i yl.m (,'nz) m ) y.m(o) 0 ) .I/2.n( ne )

Fissati comunque » e m, il sistema delle equazioni di KuLero
relativamente alla f data ¢ il seguente

| L

| n?
’ n? 2
Yim (L) = 7[ Yo () d 2
9 0
(24) s
Yo (3) / Y (0) dw =0 .
o

Per ogni eventuale soluzione di (24) appartenente ad 4,
.. .
poiché deve essere J,,,,(::)_-Z , il sistema (24) si riduce al

sistema
Yo (x) =0

(16) Per la definizione di classe completa ved. M. II, cap. I, §1, n. 1.
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e, se vogliamo soddisfatte anche le condizioni (23), necessaria-
mente dovra essere

(26) Yo, l2) = m2 (0 <z < T}E) ’
e quindi anche yi,. (z)= 2:-, da cui, sempre per le (23),

n n2 1
27 = —ua% 4 - g_' P < ).
(Z ) I/l m(') £ ( 4/’”,2).1 t.)4 (OS‘L"—mZ) H

e in realta le (26) e (27) soddisfano al sistema (24) ¢ alle (23).

Dunque la curva €, ordinaria data dalle (26) e (27) ¢
I'unica estremale appartenente ad A4 e soddistacente alle (23).

Si faceia ora n= -4 VBm‘ + 4m3 + 8 me’ +

. T, - bm"' I—Slfms-i—m'
e si consideri il punto x, = B SO .
2w (8 A + 4m3 + 8 mE+m? n7)

. _ 1
risulta 0 <, <C —; ¢, come si veritica facilmente, yi,. (Z,) = 0,
m

.I/I_m (‘zm) = 1 . R
Dunque per m qualunque ¢ per = + 8 nd4-4 nd+ 8 Ymd+ m?
I’ estremale soddisfacente alle (23) ed appartenente ad A4 & tale

che la tunzione y, ,(r) ammette in (0,;’—],3) un minimv sempre
uguale ad 1.

E chiaro dunque che per la f considerata non si pud dire
che, fissati ¢ punti P, (0,2) nel piano (w,y,) ¢ Py (0,0) nel
piano (z, y,) ¢ preso wn p >0 ad arbitrio, st possa determinare
un altro 8 =0 irn modo che essendo Pl (T, e P, (%, Ys) due
punti qualnngue nspr'ttu'amente dez piand (x, ;) e (2, Ys),
distanti rispetlivamente da P, ¢ P, meno di & e di ascisse ri-
spettevamente  diverse da qu.elte di P, ¢ P,, esista almeno
un’ estremale |y, (x), 0 <w<Z, yy(+j, 0< 2 < %] soddisfa-
cente alle y,(0) =2, y,(V)=71;, ¥2(0)=0, y,G)=7Y, e
tale che © punti [x, y,(£)] ¢ [, Y5 ()] appmtengano rispet-

tivamente ai cerchi (Pl, p) e (Pz, p); cioe non esiste un’estre-
male «in piccolo s .
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Si osservi inoltre che la f soddisfa in A sia alle ipotesi del
Teorema I., cap. L., § 2, n. 1, M. IL, che assicurano |’ esistenza
del minimo in K, ,, sia a quelle dei teoremi del n. 5 e del
n, 6, § 1 della presente Memoria, che assicurano che ogni even-
tuale minimante interna ad A4 & un’estremale. Dunque non puo
eststere nel problema considerato nemmeno una minimante «in
piccolo » (nel senso sopra specificato per I’ estremale).

Non pud dunque porsi per I (y,, 3,) un problema di estre-
mante o di estremale <«in piccolos in generale, come per
J(y), a meno di non voler considerare casi assai particolari di
funzioni f (e si osservi d’altra parte che nell’esempio precedente
la f & di forma molto semplice).

2. - Esistenza dell’estremale con determinate condizioni
ai limiti. - Passiamo dunque senz’altro ai problemi di esistenza
«in grande » delle estremali.

E chiaro che i risultati della M. IL sull’esistenza dell’e-
stremo e quelli del paragrafo prec. sulle proprieta delle estre-
manti ci permettono di enunciare immediatamente dei criteri di
esistenza dell’ estremale soddistacente a determinate condizioni.

Iniziando col problema dell’ estremale che «unisce due coppie
di punti», mi limito () a rilevare il seguente

Trorena I.: Se ¢ campi A, e A, coincidono rispettivamente
con tutlo @l piano (x, y,) o con una striscia a lati parallels
all asse y, di esso ¢ con tutlo il piano (x, y,) o con una stri-
scia a lati paralleli all’asse y, di esso, se sono soddisfutte le
condizioni per la validila del Teorema Generale del cap. I.,
$3, n. 1, M. IL e quelle di wno dei Teoremi del n. 6 e del
Teorema 1I. del n. 5 del § 1 della presente Memoria, allora
presi due punti qualunque (a, §,) e (b, y,) di A; con a b e
allre due punti qualunque (¢, 7,) e (d,7%,) di A, con c+d,
esiste  almeno un’estremale C [y, (), a<<x b, ¥, (s),
c<x<d] tale che yy(a) =¥y, Y1) =¥, ys(c) =U,,
Yz (d) = Ys.

(17) Potrcbbero studiursi facilmente anche altri risultati, estensioni di

analoghi problemi relativi all’ estremale dell’ integrale J(y) (ved. ad es. L.
To~kLLI, op. cit. in (3) vol. II, n. 120).
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Ma il problema dell’esistenza delle estremali pud essere
studiato direttamente, senza ricorrere a risultati di Calcolo delle
Variazioni. Infatti dal n. 3, § 1 segue immediatamente che se la
[ ammette continue anche le derivate f g fyl w Tyly) fy,z’

fy2 yor Ty, y, © SODO verificate sempre le f Ly, 0 e fz :':0,
il sistema (1) delle equazioni delle estremall si pud scrivere
d d d
ffyl(w, Xy )di ~—(/ fy{x(.v,x,...)dz A-y{(x)/fy; yl(w, %,y...)dx
y;r(x)-:c’ o [ 5 4
[fyl 1y, (x, %,....) dx
jf%(g/, X,.)dx —-ffy: SLy%y)de —y;(z‘y fy;'. o (O Zy..,) Ao
!/;'(Z)::a “b -
ffy;y;(m, %.....) dx
a

E lo studio del sistema (28) pud essere condotto diretta-
mente, con i metodi della topologia funzionale; si pud cosi arri-
vare, sempre per il problema dell’ estremale che «unisce due
coppie di punti», per es. al seguente

Trorema IL : Supposto che :

1) ¢ campo A, coincida con la striscia: a <
— @<y <+ x e il campo Ay con la siriscia: ¢ < x
— Y] + ®;

II) én tutto A ¢ per ogni Yy, e Y esistano e siano continue

le dersvate f ' ]‘% o Ty Ty fl/, Yo fy’ i inolire sia

sempre

(29) fI//,l/Z?IL y fy;y’;Zm

con m costante positiva

III) esistano ser fumxioni ¢y(x), $g(%), T, (Y1)s T2 (Ws),
21(01) 5 Palys) di cui §, (x) e §,(x) non negative e integrabili
rispettivamente in (a, b) e (¢, d), 7:(y1) e T2(ys) non negative e
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integrabili in (— oo, + o), o, (y}) e ¢4 (ys) positive e continue
n (— oo, + oo) e lali che

4o

u U

—— du = ; ——duy = — o;

/-(Pl (u) te ?1 (%) .
0 —0
—i_—on 0

u U
/‘Pz (%) (=t ]?2 (w) ®
0 -—o0

tn _modo che in tutto A e per ogni y, e y; risult:

'fyl '—f,/;x‘— i ", \ < N (Y1) 91 (1) + ¢y ()
(30)
lfyz —lyp— Y2 fy;y, l < Yo (¥2) @2 (12) + §s (%)

untendendo che o sia ¢, (x) =0 in quasi-tutto (@, b) [P, (2)=0
i quasi-tutto (c, d)] oppure esista una costante k>0 tale
che cia sempre  |u| <k, () [|u] <k py(u)];

allora, presi comunque quattro numeri reals 915 Y1> Ja» Ya,
esisle sempre almeno un’ estremale C [y, (), Y5(2)] (soluzione
del sistema (28)) soddisfacente alle ‘

B wm@=y5, 5 b)=TYy, y, =10, Y:(d) =7,.

Infatti si osservi anzitutto che in virtu delle (29) e (30) ogni
eventuale soluzione [y, (), y,(2)] del problema soddisfa alle

@S o 1 (@) 8 0 @) + by (2]
(32) ,
|95 () | S 11 (0 (2]) 3 (04(2)) + 42 ()]

sicché per un noto risultato (18), in virtd anche delle (31), esi-

(1% Ved. L. ToNkLut — Sull’ equaxione Y'=f@ 9y ¥y) (Ann. Scuola
Normale Sup. Pisa, (2) - vol. VIII — 1939 - pp. 75-88, n. 6¢); G. ZwIRNER -
Su un problema di valori al contorno per equazxiont differenziali del se-
condo ordine (Rend. Sem. Mat. Roma - (4) — vol. 111, 1939 - pp. 57-70) -
pag. 59.



90

stono due costanti I, e L, positive, tali che per ogni eventuale
soluzione del problema si abbia

(33) |9 [SLiy @S Ly, | 42(3) | S Ly | 42(2) [ S Ly

Siano allora H, e H, i massimi rispettivamente delle espres-
sioni ]fy — v | e ]fy Jzz ‘/,/:1/;!/2]
pera<wx<bh, CS Sd,!Jnli—Lni?zISLz,IJlISLulyélﬁLz;
e costruiamo le due funzioni

Gl (.w) Y Ys y:, ?/;)3 f f Jl J,J negh (w,
YoYnYuye) incoid |f, —f . —-yif, |<H,

G, (wv > Jnyz»./ng)-—— H negli (x, %, J],Ju,Jl yz) in cui
If./ Tyw = y.y1|>H
(34) o )
G (2, %, Y1, Yoy Y1y Y2) = Y /:/;z — s fy; e negli (ax, %,

Y YY1 ¥s) in cui & lf - ,/ z — Y y;y,_,ISHz

: Gt(w,’"»./h./ﬁay;)./;)—H' nee;li (xax '/n?/e,.?/;,y;) in cui
\ lf ?/z y’y I>H2

Sostituiamo il sistema (28) col nuovo sistema

d
f('l (@, 2, Y1 (@), Y2(2), Y1 (2), 42 (2)) dx
Y (@) =
[t =, 0@, 0.0, viw) i) a5

c

(35) »
sz @, %, Y1(2), Y2(3), (), ye(3)) dw
¥ (2) = -
[ty @20 @, 1), vie), 950) d
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L’esistenza di almeno una soluzione di (35) soddisfacente
alle (31) si oftiene considerando, negli spazi metrici I, e X,
delle funzioni continue rispettivamente in (a, &) e in (c, d) in-
sieme alle loro derivate prime (la distanza di due punti P (x) e
$ (x) di X, essendo al solito data da: maz lo{@) —¢(x)| +

(a,

+ maz | 9" (x) —¢'(z) | o analogamente in X,) il sistema di
(@, b)

trasformazioni funzionali continue :

,/ b,(x) = F, [t (), T (£)] =[dx/¢1(x) dr +

_j_~b—i;§[fdx/d>x(x)dx—§.] (@—=z)4+ (b —ux)y,

(36)

3 a

by (2) = F, [, (2), 15 (2)] :/dz['ibg(z) dz +

l 1+ dlg”file@ﬂ:)d:—-?z](c - %)+ (d—2)g,

)

dove
a .
[ 61, 2, 0(0), (), 5 (@), 5 (x)) dx
jfy;!/{ (¢, %, 7 (), . (%), t;(x)»t;(z)) dxz
b
/Gz @, 3, % (2), 5(:), 5 (), () do
e By(2)=—2

/ f?/;!/; (a:, X, tl(x)'l Te (5)9 t; ("c); t; (’t) dx



92

In virth delle (29) e (34) risulta

=N 6 () | < 2o

"
I 0; (z) | S m m

e 0,(r) e 6;(z) soddisfano inoltre alle (31), sicché per un noto
Teorema (1?), il sistema (36) ammette almeno un elemento unito
[y, (), ¥2 (¥)] il quale & dunque una soluzione delle (35) sod-
disfacente alle (31). D’altra parte in virta delle (34) e (30),
questa soluzione soddisfa anche alle (32) e quindi alle (38). Ed
allora, tenendo presente le (34), risulta che [y, (x), ¥z (¥)], @ so-

luzione anche del sistema (28).

OSSERVAZIONE. - B chiaro che nel Teorema 1I. ciascuna delle
(29) pud assere sostituita rispettivamente con la fyfy' L<—m e
. /1

la fy;y;§—7n.

3. - Esistenza dell’estremale con determinate condizioni
iniziali. — Gli stessi risultati richiamati nel numero precedente e
i ragionamenti ivi usati portano immediatamente a Teoremi di
esistenza dell’ estremale soddisfacente a terminate condizioni «ini-
ziali» (ciod per la quale risulti ¥,(a) =9, ¥1(a) =71, Y2 (¢) = Fs,
ys(¢c) =9, con §i, ¥, §i, § numeri assegnati).

Sorvolando sull’analogo del Teorema 1. del numero prece-
dente, mi limito a rilevare che nell’ipotess 1), 1), 11I) del Teo-
rema II. possiamo esser certi che presi comunque quatiro
numeri reali §,, 9z, §i, Us esiste sempre almeno un’estremale
(@), a<z<b, y:(x), ¢ < 3 <d] soluxione del sistema (28),
soddisfacente alle

(19) G. D. Bigrguorr—-0. D Kerroa - Invariant points in functions
space (Trans. of the Amer. Soc. — vol. 23 (1922) - pp. 96-115);
R. Caccioppout - Un teorema generale sull’ esistenxa di clementi wniti n
wna trasformaxione funxionale (Rend. Acc. Lincei (6) - vol. XI - 1930 —
pp. 794-799).
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(31') ¥ (@) =5, , ?/; (a)= .17{ y Yo (€) = 7y 5 Ys(o) = ?7; .

Bastera infatti nelle considerazioni precedenti sostituire al
sistema (36) il seguente

z

el(x>=y.+y;(x—a)+j' (& — 1) @, (1) de

a

A mm—

(36") x
() = gt 5 (e — ) + [ (2 — ) @0 du

——

dove ®,(x) e ®,(x) hanno lo stesso significato del numero pre-
cedente.

OsservazioNE. - Si osservi che accanto ai problemi con le
condizioni «ai limiti» (31) e a quelli con le condizioni «iniziali»
(31') si possono nello stesso modo e giungendo ad analoghi ri-
sultati considerare problemi con condizioni di tipo «misto» cioe
con le condizioni y,(a)=7,, ¥, (0) =7\, ¥:{c) = Hs, ¥:(¢) = 71,
oppure con le yi(a) = i, Yi(a)=Fi, %:() =, %:(d) =¥ .

4. — Unicitd dell’ estremale con determinate condizioni ai
limiti. -

TroreMA : Supposto che :

I) ¢ campt A, e A, coincidano rispettivamente con tutto
il piano (x, y,) o con una striscia a lati paralleli all’asse y,
e con tutlo il piano (x,Y,) 0 con una striscia a lati paral-
lels all’ asse y, ;

I) in tutto A e per ogni y, e y, esistano continue le de-
rivate parxiale del secondo ordine della [ rispetto a y,, ys, yi,
Y: e la forma quadratica avente per discriminante
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Tnye oy Tyl Tow
f!/:!/l
Ty
Ty + - - - Ty

sia sempre definita positiva ;

allora presi comunque due punti (a, ) e (b, ) di A, (a +b)
e due punti (¢, i) e (d,Y,) di A, (c+d), esiste al piw una
sola estremale C [y, (x), y:(2)] tale che y,(a) = ¥, y,(b) = ¥,
Ya (o) = 72, Y2(d) = ¥

Supposto infatti per assurdo che esistano due estremali so-

luzione del problema: C [y, (z), ¥:(2)] e C [#.(x), 7:(2)] si con-
sideri dapprima la differenza

I(yh.'h) -1 (gl’ :‘71) =/ [f(’%xa YnYs y;1 y;)—f(x) %y ?_/l 7?71’?7;1?7;)] dxdx;

applicando la formula del Tavior arrestata al secondo termine e

tenendo presente che per essere C un’estremale & §I1(7,9:) =0
(ved. n. 7, § 1) e che & verificata 1’ ipotesi II), si ottiene

I (Y ys) — 1 (9, §:) >0.

Ma nello stesso modo dovrebbe essere
I(,9)—I1(y,y) >0

e di qui I’assurdo.
Dalla dimostrazione data si deduce che [’ estremale C, se
esiste, é I’ unica curva minimante.
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Carrroro II.

LE EQUAZIONI DI EULERO RELATIVE AD I(y,).
APPLICAZIONI.

§ 1.

Le equazioni di Eulero per I(y).

1. — Preliminari e definizioni. - Diremo campo A un in-
sieme di punti del piano contenente tutti i propri punti di accu-
mulazione al finito.

La funzione f(x, z, ¥\, ¥:, Y1, ¥=) sara definita per ogni
coppia di punti (x, %) e (%, ys) di 4 e per ogni valore di ¥,
e y» e continua in ogni punto (x, %, ¥, Ys, Y1, Ye) in cui &
definita insieme alle sue derivate fy], ! ) f, D fyé‘ Cio equi-

vale anche a dire che la f & definita per ogni valore di y; e y;
e ogni punto (%, %, Yy, Y;) del campo A2= A X A dello
spazio (%, %, Yy, Ys) prodotto dei due campi uno del piano
(x, y,) e laltro del piano (x, y,) entrambi coincidenti con A ;
questa seconda nomenclatura ha il vantaggio di essere analoga a
quella relativa a I(y,, 1,), quando si ponga in essa A4, = A4,
4, = A, A = A2, e ci permettera dunque di dare senso anche
per I(y) alle proposizioni stabilite per I (y,, ¥,)-

Ricordiamo anche che dicesi cuwrva ordinaria C ogni fun-
zione assolutamente continua y =y (), a <a<<b, i cui punti
(x, y (x)) appartengono al campo A e tale che esista finito I'in-
tegrale secondo LeBEscuk

b

b
1) = [ [ r@, 5, 9@,90,v0),y @) dsdx.

Supporremo inoltre, come si & soliti a fare. che la f sod-
disfi alla relazione
7 =



96

(B7) f(x 2, Y, Y, Y ¥3) = (2, X, Yu, Y1, Y2, Y1),

cid che facilita lo studio e non toglie del resto generalita ad
I(y), in quanto, se non valesse la (37), basterebbe sostituire
alla f la funzione

f(x,%yu!ha.’l;,y;) = [f(ft,z,yl,yz,y{,y;) + f(%,x,yg, yhy;a 1/;)] : 2a

essendo evidentemente per ogni curva ordinaria

b b
fff(w, 2, Y (@), yR),y @),y (3) dedzr =

a a

b b
2/[17(90,x,y(x),y(z),y’(w),y’(%))dwd% ().

Dalla (37) si ricava che valgono anche le

For @, 5, 90, Y s Y2) = Fpr (3,2, %23 Y15 Y25 90) ¢
/] Yo

(38) ' '
Fy @390 92 41, 92) = [y (&, %, 40, 9, 920 91

e anche, nel caso che esistano, relazioni analoghe per le derivate
successive di [ (per esempio [y (%, %, %1, ¥, Y, ya) =

=Ty (3,2, Y2y Y1y yé’ y;))

Infine anche per I (y) diremo che una curva ordinaria
C i), agxgb'] appartenente ad una classe K di curve or-
dinarie C, & di éndifferenxa internamente rispetto ad A e¢ K,

(20) L’ipotesi (37) & supposta sia da FuBixt che da Faepo; non cosi
GoLpsTiNE, ma appunto per 1’ osservazione fatta, cid non Gli ha portato un
effettivo vantaggio (si vedano per es. la definizione di variazione prima data
da Gowpstive (luogo cit. in (2) pp. 354-855) e quella che noi daremo nel
n. 4). La (37) non ¢ stata da noi supposta nelle precedenti M. I e II, sola-
mente perché non ci era allora di effettivo aiuto nel semplificare i ragio-

namenti.
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quando esiste un p > 0 tale che i punti (x,y) con agxgli
|y — g (x) | < p appartengano ancora ad 4 e ogni curva ordi-
naria C [y (z), @ — x <b] avente gli stessi estremi di C e ap-
partenente all’intorno (p) di C, appartenga anche a K.

La curva C [y (x)] e di classe 1 quando la derivata y’ ()
& continua in tutto (a, b).

2. - Le condizioni di Eulero; le estremali; le estremaloidi. -
Tutti i risultati dai nn. 2, 3, 4, 5 del § 1, cap. I. sulle pro-
prieta delle estremanti per I(y,,y,) si trasportano esattamente
anche ad I (y). Faccio rilevare che & bene tener presente, sia
nell’ enunciare 1’ipotesi che nelle dimostrazioni, le relazioni (37),
(38) e analoghe; con ci0 i sistemi (1) e (1") delle equazioni di
EuLero si riducono in questo caso rispettivamente alle due
equazioni

[, @ 2 0@, 96, 5@,y @) dx -
(39)

b
[ i@ 2 @, vy @,y @) dx =0

(39" [dm f (oc,~, ,—-—[dm f \w, yoe)dx =¢

e, se esistono continue le derivate [ Yz ,‘yl )
1

anche per la (37) le f gz fy v Tyl J) e la y(r) ammette la
derivata seconda, la (39) si pud anche scrivere

(e quindi

b b b b
o) [1, dx—[typdz =y @y, dx =4 @)1 0 =0.

Anche le definizioni di estremale ¢ di estremaloide «i in-
troducono in modo del tutto analogo: ogni curva C[y(r),

k4
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a<x<b] di classe 1 soddisfacente alla (39) si dird wun’estre-
male relativa alla f; ogni curva ordinaria C [y(v), a < 2 < b]
tale che risultino integrabili in [a <x<b, a <% <b] le fun-
ioni £, (@,%,¥(@), ¥,y @), v @) e [y 5 y@),
y(2), v (2), ¥'(2)) [e quindi anche le fy2 e fy;] e che soddisfi

all’ equazione (39') si dird un’estremaloide relativa alla f.

3. - Le condizioni di Eulero sotto opportune ipotesi
sulla 7. — Anche i risultati del n. 6, § 1, cap. I. si estendono
senz’altro ad I (y).

Per il Teorema I. va osservato anzitutto che ora le ipotesi
(9') e (10") sono, in virti delle (38), conseguenza rispettivamente
delle (9) e (10). Quanto alla dimostrazione, costruite, come nel
n. 6 citato, le funzioni ¢,(r) e w,(z), si consideri la curva
Cor[7 (@) + to, (x), @ <« <Db]. Per dimostrare che C,, & una
curva ordinaria, si applichi ancora il Teorema del valor medio
nella forma di Cavauieri-Lacrangk, cosi da ottenere

(16") f(@,27@) +to,(2),§(2) + to(2),§ () +
+to, (@), 7 (2) + ton(2) = (2,2, 9),7(2),7 (), 7 (2)) +
+ tol (2) [y (8,2, 5 (@) + ton(2),5(2) + toa(2), 5 (@) +
T tui(e), 76) 4+ Ot () + o, @ fy (@ 2, 3(@) + t, (2), 3 (2) +
+ tw,(2),§ (2) + Oty (2), 7 (2)) + t0.(2) fy, (22,9 (z) +
+tw, (@), (2) + 0:to,(2), 7 (2),7 (2) +
+ L, (2) [y (5,9 (2) + 0itw,(z), §(2), ¥ @), 7))

com 06, <1,0<0,<1,0<8<1,0<0<1.

Applicando ora le (9), (9'), (10), (10°) e, ai risultati cosi
ottenuti, successivamente ancora il Teorema del valor medio nella
forma di CavanLiski-LacraNGe e le stesse (9), (9), (10), (10'), si
arriva, in modo analogo a quanto si & fatto con la (16), a mag-
giorare i moduli dei vari termini del secondo membro di (16')
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(¢ quindi anche quello del primo membro) con funzioni integra-
bili e con cid si conclude che C,, & ordinaria. Lo stesso arti-
tizio di caleolo si adopera poi per dimostrare 1’ esistenza del
iz'mo VL7 +to) — I(g)]:t.

La dimostrazione prosegue poi come nel n. 6,8 1, cap. L.
Il Teorema II. vale senz’altro anche per I(y).

4. - La variazione prima. - Data una curva ordinaria
Cly@), a<x<b] e considerate le variazioni prime smor-

zate 8y e T6_1/' della y () e della y’(x), se esistono gli integrali

b b b b

[[ 10500y ey ),y () oz + | [ty 5 aaa,
a aa

dicesi variavione prima smorzata di I (¥) su C I’espressione

b b
81(y) =j [(fylgy +fy:8_y')dxdz,

intendendo di considerare solo quelle &y per cui esiste 'integrale

[ 24
‘[//q;ay dxdx .
a a

Naturalmente, per le (38), in 81 (y) a fll e [y si possono
J1 g1

sostituire le f, y, © fy;- Valgono poi risultati del tutto corrispon-

denti a quelli del n. 7, § 1, cap. I.

5. - Esistenza e unicitd delle estremali. - £ chiaro che
tutti i risultati dei nn. 2, 3, 4 del § 2, cap. 1. sull’esistenza e
I’ anicita delle estremali, fatte le ovvie modifiche valgono anche
per I (y); si tenga presente che il sistema di equazione di
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EuvLero di I (y,,y,) © ora sostituito. con un’unica equazione
integro-differenziale, relativamente alla quale vanno espressi i ri-
sultati sopra citati.

Sarebbe interessante vedere se & possibile costruire anche
per I(y) un esempio analogo a quello del n. 1, § 1, cap. L

§ 2.

Applicazioni alle equazioni integro-differenziali.

1. - 11 Fueint nell’introdurre lo studio del funzionale I (y)
ha gia messo in rilievo la possibilita di applicazioni nel campo
delle equazioni integro-differenziali, partendo appunto dall’ osser-
vazione che la condizione di Eurere per I(y) si esprime attra-
verso un’equazione integro-differenziale; e come conseguenza
dell’ esistenza del minimo in un caso particolare di I (y), Egli
ha dato un Teorema di esistenza in un problema ai limiti per
una particolare equazione integro-differenziale del secondo or-
dine (31).

Risultati pia ampi e piu significativi si possono ottenere
dallo studio da noi fatto in generale di I(y) e di I(y,,y,): i
Teoremi dei nn, 2, 3, 4 del § 2, cap. L., e del n. 5, § 1, cap.
IL. sono appunto criteri di esistenza o di unicitd relativi a si-
stemi e ad equazioni integro-differenziali del secondo ordine.
E in generale di fronte ad un sistema o ad una equazione in-
tegro-differenziale del tipo di FrepmoLm si pud cercare se essi

(21) L' equazione é la seguente :
1
r(@ Yy’ @ + q@y () + p@y @) »-I—j 1 G (%,%) Y (x) + T@,2) ¥ (%) ! dx =0
0

dove r(x), q(®), p(x), alz, %), 1(x, %) sono opportune funzioni assegnate.
Questo caso considerato dal Fusini, se si tienc inoltre presente I'osservazione
fatta nel § 2, cup. II, M. I, rientra nei risultati conseguiti nelle M. T e Il e
pella presecate.
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possano interpretarsi come sistema o equazione di Kurkro di
un certo integrale di Fusini-Tonsrr, al quale siano applicabili i
risultati sull’ esistenza dell’ estremo e sulle proprieta delle estre-
manti da noi stabiliti secondo il metodo diretto del Tonells.

Nel numero seguente ne vedremo appunto, a titolo di esempio,
un caso immediato.

2. - TrorrMaA: Sia F (x, 2z, y,,Yy,) una funzione definiia
e continua insieme alla derivata Fy per ogni coppin (x,y,) e
L

(v, ys) del campo A: 0 <u<b, —wo<y< + oo e soddisfa-

cente alla

(41) F(x,z,y,9) = F(z,2, 45, 41);

esistano inoltre due numeri non negativi hy e hy e un altro a,
soddisfucente alle 0 < a << 2, tali che in tutto A sia

(42) Fe,z,y,y) = —My T — ha;
allora U’ equaxione
b
(43) V@ = [ Fy @, ) da
0

ammette almeno una soluzione soddisfacente alle condizions
(44) y(0)=0 Yy =0.
Si consideri infatti la funzione

’2 124
1 /2
.

o Y 4
[(@y 2,90, 90 Y1, ¥2) = 5 + 5 +F(2,2,51, 4)
e la classe K (che risulta completa) delle curve ordinarie y=y ()
0 < < b, assolutamente continue, soddisfacenti alle (44) e tali
che esista finito V integrale secondo Leskscuk

b b

I(y) = U'ﬂx,z,y(x),y(z),y'<x>,y'<z)) dwds .
[
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In virtu della (42), dal criterio II. del n. 2, § 3, cap. 1,
M. II (pia precisamente vedasi quanto & detto nel n. 1, § 3,
cap. II, M. II) si ricava che esiste il minimo di I (y) in K.
Sia C una curva minimante; essa risulta d’indifferenza interna-
mente rispetto ad 4 e K e, poiche la f soddisfa alle condizioni
del Teorema II., n. 6 e del Teorema II., n. 5 del §1, cap. I.
(vedasi anche il n. 2, §1, cap. II) essa & anche un’estre-
male relativa alla f, la cui equazione di Kurero risulta essere
appunto la (43).

Il Teorema & ancora valido se nella (42) si pone a =0,
purché tra i numeri b e kb, sia soddisfatta la relazione

T
2k,

b

Basta sostituire al criterio 11 del n. 2, § 3, cap. I, M. 1,
una sua immediata estensione, in modo del tutto analogo a quanto
& stato fatto da S. Cmvguidt nel risolvere mediante il Calcolo delle
Variazioni un problema ai limiti per un certo tipo di equazioni
differenziali non lineari (22).

Il Teorema puo estendersi anche ai sistemi di equazioni
integro-differenziali del secondo ordine.

(22) S. Cinquint — Sopra ¢ problems di valori al contornv per equaxioni
differenxiali non lineari (Boll. dell’ U. M. 1., vol. XVII (1938)). L’esten-
sione si ottiene anche nel nostro caso sostituendo alla ipotesi 2) del citato
criterio II la seguente :

/(x: %y yn Y2 .’/;1 y;) = yl(z’ %y y;! y;) —9:2 (1, %y .'/p 3/2)
con (2,2, 41, Us) > G Yt — Ce. 0 (@, 2,00, ) S Colfi + €y

dove i C sono numeri non negativi con C; >0 e tale che sia

b* — a¥*\2
c,>03( )

(s veda per la dimostrazione la nota (3) del lavoro citato di 8. CiNquini).



