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SOPRA UN SISTEMA DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI

RELATIVO AI MOTI RIGIDI DELLE VARIETA RIE-

MANNIANE A TRE DIMENSIONI A CURVATURA
COSTANTE

Nota (*) di Axcrro Tonoro (@ Padova).

E noto che le condizioni necessarie e sufficienti affinché un
moto infinitesimo di una varieta riemanniana V, sia rigido, sono
state stabilite dal KuwLixe (*) e sono date da n(n--1):2 equa-
zioni differenziali alle derivate parziali del prim’ordine ove figu-
rano le componenti del vettore spostamento.

Prendendo le mosse da queste equazioni, e trasformandole
con i metodi del Suo Calcolo Assoluto, il Ricct, in una fonda-
mentale Memoria (2), ottenne un gruppo di equazioni differenziali,
pure del primo ordine, dal quale KEgli ottenne dei rimarchevoli
teoremi sui gruppi di movimenti rigidi nelle varietd riemanniane
a tre e ad » dimensioni.

In questa Nota ho voluto iniziare lo studio analitico e geo-
metrico del sistema differenziale ottenuto dal Ricor -- sistema che
si scinde in due gruppi distinti di equazioni, il secondo gruppo
esprimendo le condizioni di integrabilita del primo - limitandomi
alle varietd riemanniane a tre dimensioni e a curvatura costante.
Ho ottenuto alcuni teoremi i quali danno luogo, naturalmente,
ad altrettante proprieta dei moti rigidi delle varieta prese in
esame che ho esplicitamente formulate.

(*) Pervenuta in Redazione il 6 aprile 1950.

(') Kuuna: Ueber die Grundlagen der Geometrie, [Crelle’s Journal,
Band CIX, (1892)].

(%) Ricci: Sus gruppi continui di movimenti in una varieta qualunque
a ire dimensions, [Memorie della Societa Italiaca delle Scienze (detta dei
XL), Serie 3%, Tomo XII, (1899)].
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Nel §1 ho richiamato, per comodita del lettore, le equazioni
stabilite dal Ricoi, ottenendole con un procedimento che ha qual-
che variante formale con quello esposto nella citata Memoria e
che valgono in una varietA a tre dimensioni riemanniana qual-
siasi. Nel § II, scritte queste equazioni nelle varieta a curvatura
costante, ho dedotto da esse i risultati che formano I'oggetto del
presente scritto.

§ L. - Le equazioni differenziali del Ricci nelle varieta
riemanniane a tre dimensioni.

Sia (a, 8, \, 4y v, T, 05 &, K, ]= 1, 2, 3)
(1) ds? = a,g dz® drb | a=la.!,

I’ espressione del quadrato dell’ elemento lineare di una varieta
riemanniana Vg a tre dimensioni, per ora qualunque. Si sup-
ponga che ogni punto P di V3 subisca uno spostamento infini-
tesimo P in virtah del quale esso passi dalla posizione
P(2*) alla posizione @ (z* 4 &) di V,, ove le € sono le com-
ponenti contravarianti del vettore P(), le quali andranno pensate
fanzioni regolari infinitesime delle variabili #*. Le condizioni
necessarie e sufficienti affinché il vettore in discorso definisca
uno spostamento rigido di ¥V, sono state stabilite dal Kimvine:
esse, con le notazioni del Calcolo del Riccr, sono le seguenti :

Va&5+ VB&a=O7

ove V denota derivazione covariante rispetto alla forma (1) e
le &, sono le componenti covarianti del vettore PQ.

Consideriamo in V3 una terna ortogonale di congruenze di
linee, comunque scelta, che denoteremo con A, i cui parametri

e momenti verranno rispettivamente indicati con A\*, Ay * valgono
h h
le relazioni

7
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(2) Mh=cen (3) Ay = et |

h R
ciascun gruppo, come & notissimo, essendo conseguenza dell’altro;
in esse le g, , ef: rappresentano i simboli del KroNECKER.

Siano p,, i coefficienti di rotazione del Ricor relativi alla
terna A; essi sono definiti dalle posizioni (3)

(4) phh = )\P' )‘V VV )\p N
h42 k h41

ovvero dalle equivalenti

(5) Ve h =M [N Py — N paggl-
. b J h+1 h+4-2

Indichiamo infine con ¢*3% le componenti contravarianti del
tensore ternario ¢ del Ricci; adoperando le notazioni e la nomen-
clatura usate dal Riccr nella citata Memoria, porremo

(6) 2y = P Vg,

) R R
h T

(8) 7)h=i\\' ev=2:y &v’

o chiameremo rispettivamente le §, , w, le componenti covarianti

[y

del vettore traslaxione e del vetlore rotazione (4).
Dalle (6), (7), (8) si ricava

(3) In tutte le formule che seguono, conveniamo di ritenere equivalenti
gli indici che differiscono fra di loro per tre, o per un multiplo di tre.

(Y) La giustificazione di questa nomenclatura si ha subito supponendo
che la V4 sia I’ ordinario spazio euclideo e le xM siano coordinate cartesiane
ortogonali. Allora le componenti contravarianti §* si identificano con le com-



2563

(9) VB € = €apy IV 5
(10) &= i‘v M (101) & = %v Tn s
(11) pr= Ao, (1) p = A, .

Deriviamo la (8) covariantemente rispetto alla forma (1) :
si ha

(12) Ve =8 Ve )'“v =+ );v Vb .

Moltiplichiamo la (9), dopo di aver sostituito B, «, v con
T, v, ®, per A\Y ¢ poi sommiamo rispetto a v, otteniamo
h

3\" Vi§ = );‘v Syt P
It

od anche, per la (11),
)\hv Vg = i‘v i‘m €yt O -

Teniamo presente che le componenti s, sono nulle tutte le
volte che la permutazione vtw ha almeno due indici eguali,

mentre hanno per valore + }'a, secondochd la permutazione so-

prascritta, essendo formata con indici tutti distinti, essa © di

classe pari, o di classe dispari, rispetto alla permutazione 123.
Possiamo allora scrivere

ponenti covarianti §o del vettore PQ e le componenti py = p® sono date da

= 3 [ 081 BBa4e
Ha = 5= | gra+e zot

Si consideri ora un mezzo continuo dello spazio ordinario e in esso una
particella o : é noto che la deformazione piti generale di o consta di un moto
rigido e di tre dilatazioni semplici secondo le rette principali della deforma-
zione relative ad un punto interno di o. Nel moto rigido della particella, le
€a rappresentano le componenti del vettore traslazione e le p, quelle del
vettore rotazione.
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N\l V‘t ev = trjpron l)\‘:+2 )\1+1 =T +1 F +2] 3k —
h h k h

— y;l)\':-}z)\':-l—l )t H? )\1:4—2] Snp +

n 1 n r+1

+ V;[)\'HZXHI — T +1 )\-:+2] Sige -

P Y [T T
Se ora ricordiamo che i due determinanti [|A,]j=7Va e
— h
I );v ||=1:}a sono reciproci in senso algebrico, si trae
13 N = A Oqs — M Op -
(13) A £ aht Oigr — A O

Sostituendo la (13) nella (12), in virtd della (8), si ha in
definitiva

(14) Vim= A Oups — M 8y T )f-: (Pn+e Mg — Patrj Nnte) -
el ht2 , J

Col simbolo 8, intendiamo derivazione ordinaria rispetto al-
Parco s, della linea k appartenente alla congruenza [k] della

terna A : si ha, per un generico scalare f (xl),

(15) rld) =NV [

Moltiplicando allora la (14) per A", sommando rispetto a T,
k

tenendo conto della (2) e facendo successivamente k=h,h-+1,
h + 2, si ricava il primo sistema di equazioni differenxiali
del Rica

0, Wy, == Pns2n M1 — Prgrn Mtz »
(A) 3n+1 T = Pute a1 Wit — Prtr it Minte -+ 5h+: ,

3h+2 N = Ptz nge Natr = Prtr ite N2 — 6A+l .
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Scriviamo ora le condizioni di integrabilita del sistema dit-
terenziale (A). A questo scopo cominciamo a derivare la seconda
e la terza equazione del gruppo (A) rispettivamente per s,,, e
per s, poi sottraghiamo le due equazioni ottenute. La differenza
delle derivate seconde di 17, rispetto a tali archi si pud esprimere
per le derivate prime di 7, mediante la nota formula

(16) (3§+2 Rl ™ 3Z+1 h+3) = — [ph—H rel T Pate h+2] 9, N +
+ Ph g ah+l N ‘|" P nte ah+2 Nw -

L’ equazione differenza, in tal modo ottenuta, contiene allora
solo derivate prime rispetto agli archi s, delle funzioni 7, le quali
si possono eliminare in virta delle equazioni del gruppo (A).
Eseguendo i calcoli indicati, si ricavano le equazioni

(17) Onts 6Ia+1! + O Srt1 = Pu A1 81,4.2 — Pn a2 8h+l +

+ [Ph+1 h42 — Pate »+1] 0, + Tatrr Mnte = Thy2n Napr y

nelle quali le y,, rappresentano i noti invarianti del Ricci, defi-
niti dalle posizioni

(18) Tin = Ot Prigr — ah+| Puokte + S Ppr — Py — Prj Prj o
6==Xp,, P, =complemento algebrico dell’ele-
mento p,, nel determinante || p, || -

Nella (17) scambiamo % in kb 4 1, poi nella stessa equazione
scambiamo k in %k 4 2, indi sommiamo queste due equazioni
ottenute e da questa sottraghiamo la (17); si perviene cosi alle
equazioni definitive

(]9) 0,0, = Tntzn Nrgr — Tt n Mae + Pryen 6h+1 — Pasin 8n+~3 .

Deriviamo la prima equazione del gruppo (A) per s,,, e
la terza per s,, poi applichiamo, nella eliminazione delle derivate
prime e seconde delle funzioni 7,, lo stesso procedimento usato
in precedenza, si arriva cosi alle equazioni

(20) 0 8u+1 = Tige nt1 Mkt — Tatin +1 Tage + P 5k+2 — Patan O

17
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Infine, derivando la prima equazione del gruppo (A) per
Sy © la seconda per s, e poi eliminando le derivate prime e
seconde delle v, si ottengono le equazioni

(21) 9 8h+2 = Tnye ate Nat1 — Ta+1 nte Mnte + Prt1n S — Pan Onr -

Con uno scambio di indici eseguiti nelle equazioni (19), (20),
(21), abbiamo il secondo sistema di equaxioni differenxiali del
Ricer

[ 0,0, = Tngzn Nt = Tarn Nhte + Ptz Ot — Prgrn 8h+z y
(B) ah+1 On = Tan Ttz — Tny2a Mn + Pite nt ah-H — P41 nt1 8h+2 ,

\ 3h+2 On = "(h+1 BN — Tar N1 + Pnyenye 8h+l ~— Pry1nte 81.+2 .

§ IL. - Le equazioni (A), (B) per le varieta V; a curva-
tura costante.

Si supponga ora che la varieta V3 sia a curvatura costante
K ; in tal caso gli invarianti 7, sono nulli per A$ %k e sono
eguali a K quando % = k. Noi supporremo in seguito K=0.
I due sistemi di equazioni (A), (B) diventano allora i seguenti:

‘ a, M= Pritz r M1 = Pht1n Nnt2 s
(A1) ah+1 M = Prte n1 Natr — Prt1 vt Mnt2 + aH.g y

ah+2 N == Patz it Nrtr — Pasr nt2 Nnge — O -

9y 0 = Ptz n 8h+1 — Ptk ah+2 )
(Bl) O)p1 o = Paye ngr 6r.+| — Patl a1 5,,+, + K")H-z y

ah+2 3, = Prie nye 6n-|-1 — Pu41 nte Opiz — K"]H-l .
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Sara conveniente, per il seguito, scrivere i due gruppi di
equazioni (A,) e (B,) nel modo seguente:

(A3) Ok = Pryex Mhtr — Patin Thys + &4 3y,
(Ba) 0 8n = pager St — Papan Onge + &} Ky, ,
convenendo che
‘ O per k=nh
sk = 1 » k=h+1 l+htk.
2 —1 » k=h+2

Dalla (11,) ricaviamo

(22) Vew, =8V, tv + ),:v Ved.

Per un generico scalare f(z* ) si trae dalla (15), in virtd
della (3),

(23) Ve () =k o ().
Ne consegue, in forza della (B,),

(24) V.o = I_)"c [Prts; npr — pu 1 Onge) + K}[}i‘_l: Mte —

v Ml -
h42

Sostituendo nella (22), e facendo usv della (5), si ottiene

(25) Viw, = K)‘v [)‘ t Nnge — A T 7}h+1] )
[ A YR n2

alla quale si pud dare la forma seguente :

(26) V‘:P‘v = Knh-*-i[)‘v )‘1:— )‘v )‘1:]-
KRl | SR

17
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Per t© = v, risulta nullo il secondo membro della (26),
quindi

27 vV, =0.

Per © = v 4 1 ricaviamo

(28) Virty = Kfnpe [N Ay — A M) -
h hgl htl b
Come gia abbiamo ricordato, i due determinanti ||Ay|| = Va
h
e ||\||=1:/a sono reciproci I’uno dell’altro, percid la diffe-
h

renza fra parentesi del secondo membro della (28) vale g \"12,
nte
Si ha percid

(29)  Venw=KfemuN =K Varr*2y,,

od anche, ricordando i valori delle componenti €,p, del tensore

ternario ¢ del Ricci, e la (10)

(30) Vi, = Kepy gy 284

Un analogo calcolo proverebbe che
(31) Vyiatt, = Koy oy a &4

In definitiva, le (27), (30), (31) si possono compendiare nel-
I’ unica formula
(32) | Vate = Keg &

Se ora confrontiamo la (32) con la (9), vediamo che queste
equazioni sono simmetriche rispetto ai due sistemi di componenti

¢ e p,: VK . Risultano ancora dalla (32) le identita
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(33) Va pvp—l" VB p,a—--O,

ciod le componenti p, soddisfano alle equazioni del KiLig.
Riassumendo, abbiamo il teorema seguente, gia citato dal Riccr
nella citata Memoria :

Nella V; a curvatura costante, le componenti covariants
del vettore rotaxione, per un dato movimento rigido della Vs,
s0no anche components covarianti del vettore traslaxione per un
altro movimento rigido della varieta.

2. - Siano )Y i parametri della congruenza di linee formata
dalle traiettorie dei punti descritte dal moto rigido di Vy; tale
congruenza verra denotata con A. Possiamo scrivere

(34) & =0,
ove
(35) o= ¢, &

¢ il quadrato del modulo del vettore traslazione.
Dalla (8) si trae

(36) MmM=06MN )\ = o0a,,
h

ove con a, denotiamo il coseno dell’ angolo che la linea & della
congruenza [k] della terna A, passante per un fissato punto di
Vs, forma con la traiettoria del moto passante per lo stesso
punto, avendo scelto naturalmente sulle due linee un verso come
positivo.

Scriviamo le equazioni del gruppo (4,) nella torma seguente :

\ O N = Puyan Nns+1 = Pntan Mate »
(Ag) 9 Matr = Pun Muge — Puyen Th — 8h+2 y

a, Mate = Patin M = Pan Nast + 8n+| .
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Associamo alla (36) le due seguenti

(37) Mrg1 = G Opqy (38) Nrye = O Opte

poi deriviamo tutte e tre rispetto all’arco s, , ponendo al posto
delle derivate delle v le loro espressioni (Aj) e teniamo conto
delle (36), (37), (38); si ottiene il sistema

6opa, + @,0,6 =0 [Ph+2h Ohtr ~— Pati n aH-z];
6 0, Ol pt1 + onp 0,6 = 6 [pan Fnys — Prg2r o] — Onye s

6 3, Gnrye T Onye dho =20 [ph-|-lh Oy — Pra ah+l] + S

Se ora moltiplichiamo la prima di queste equazioni per a,,
la seconda per a,,, la terza per a,,; € poi sommiamo, tenendo
presente che

o} +apntoae=1, 0 9, oy + 1 05 Apgs - Gnye O Cngs = 0,
si ottengono le identita
(39) 60,6 = Sy Mase — Onge Mg -

Sia 8 simbolo di derivazione rispetto all’arco s di una ge-
nerica traiettoria del moto rigido di Vg; avendosi, per un gene-

rico scalare f(x%),

I =\ Vi fl@) = 0 )* Ve (@) =mdnt (@),

si ricava dalla precedente (39) moltiplicando per a, e sommando
rispetto ad A

(40) g2do =1, [7lh+t 8h+l = Nn41 81.4-:] .
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La sommatoria che figura nel secondo membro della (40)
& nulla ; sussiste percid 1I’identita

(41) ds=0

bl

ciod: Fissata una qualsiasi traiettoria del moto rigido della

varieta Vg, il modulo del vettore traslaxione resta tvi co-
stante.

3. - Particolare interesse ha il caso nel quale la congruenza
A considerata nel numero precedente & formata di linee geode-
tiche della varieta V.

Sappiamo che le condizioni necessarie e sufficienti affinche

cid si verifichi, & che abbiano luogo le identita

(42) NTV_oA =0,
Dalle
s = Ev = i‘v Mr

si ricava, per derivazione covariante rispetto alla forma (1),

(43) GVr)\v=TIhvzz‘v‘i'Z‘vV:’]h-“)‘thm

Moltiplicando per A* e sommando rispetto a t otteniamo
(44) oAV A=AV A +NNV. 3 —2"A\V.o.
h h
Ma si- ha per la (41)

AN'V.o=086=0,

Inoltre

6)\" =)\vnh .
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Si deduce pertanto dalla (44)
2NV A = "lh"hi‘t \ L ’)"v + "Zui‘vi‘t \ R
ciod

(45) AT VoA = MmAT Vo Ay + i d S

donde, sostituendo al posto delle derivate covarianti del secondo
membro la (5), :

(46) o \" V. ="M PN | Ny Prye; — Ay Prya j] +
k5 lnp n2

+¢v R/ 0y T -

Tenendo conto della (2) e delle espressioni delle 9, 7, date
dal gruppo (A,), si vede che la prima sommatoria del secondo
membro nella (46) & eguale a

Nn M [ Ay Pryex A, Pisy1 k] = Ay [7)h+l Pat1x — Matr Ph+n] y
PR, h+2 h

mentre la seconda sommatoria & eguale a
}v Tx [7]n+1 Prye v — "Mrte Panr x] + :w [7lh+l 6h+‘.! — TMnye 8»+1] .

Possiamo quindi scrivere

(47) o2 \* Vi v = i‘v [as1 Onse — Mg Sl

Poiche, per ipotesi, la congruenza A & costituita da linee
geodetiche di ¥y, & nullo il primo membro della (47): devono
pertanto sussistere le identita

Tt Mate

Ont1 Onye
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le quali, moltiplicate per A’ e sommate rispetto a v, tenendo
k

conto della (2), danno luogo alle

Mntr Nrge
=0, (k=1273).

Oupr Onye

Gli invarianti 7, devono quindi essere proporzionali agli
invarianti d,; denotiamo con w il coefficiente di proporzionalita.
Avendosi

(48) T =00d,

segue dalle (7), (8),
(& —wp) =0,

donde, per essere non nullo il determinante || v ||,
h
(49) &v"—'“’p‘v’ (v=123).

Dunque: Se la congruenza delle traiettorie di un moto ri-
gido della V3 é geodetica, le componenti del vettore traslaxione
sono proporxionali a quelle del vettore rotaxione. :

Vale manifestamente anche la reciproca; infatti, se ha luogo
la (49), sussiste anche la (48); il secondo membro della (47)
allora nullo e quindi ha luogo la (42).

Supponiamo verificata la (48); si ricava, per derivazione
ordinaria rispetto all’arco s,,

mahah + ahah(‘):ahnh,

ciod, per (A,), (B,),
@ [pryen Onpr — Pagin Onga] + 81 Oh @ = priap My — Prtrn Mhse

donde, in virth della (48),
(50) 6» au o =0,
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Similmente, se deriviamo la (48) rispetto all’arco s, e ri-
spetto all’arco sh+z, si trovano le relazioni

(31) (1—w? K)84s=29,0,, 0,

(52) (02 K—1) 8, =9, 00 .

Se nessuna delle 3, & nulla, si deduce dalla (50) che deve
essere d, » = 0; donde per la (51), o (52),

K=

w2

Se qualcuna delle 8, & nulla, ad esempio, la sola §,, si trae
dalla (50) 6,0 =0, d;0 = 0, e quindi per la (51), o (52), si
vede che anche in questo caso deve aversi

1

w2

K=

Abbiamo pertanto: Tra le varieta Vi a curvatura costante
non nulla, solo quelle a curvatura. positiva sono dotate di
moli regidi aventi per traiettorie delle geodetiche della varieta.

Osserviamo ancora, che avendo luogo la (48), in virtu della
(39), deve aversi

cioé: lo scalare o ¢ indipendente dalle x*. Ne consegue, che
rappresentando esso la grandezza del vettore traslazione, tale
grandezza sara costante in ogni punto di V;. Abbiamo quindi

0% = £, £% = a,p¢” &8 = cost.

Alterando, come & lecito, i coefficienti £* per un fattore
costante, possiamo, senza alterare la generalita, supporre che
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la costante che figura nel secondo membro sia eguale a 1. Risulta
allora (5)

(83) a8 =1.

Dunque: I moti rigidi che nelle variets V, a curvatura
costante positiva hanno per traiettorie delle geodetiche di Vi
sono scorrimenti, e reciprocamente; gli scorrimenii che avven-
gono in una vartela V, a curvatura costante non nulla hanno
sempre per lraiettorie delle geodetiche della variela, e percio

non possono aver luogo che in quelle V, nelle quali la curva-
tura é positiva.

4. - Scriviamo i due sistemi (A,, B,) nella forma seguente:

,\ 9, M == Payer Mg — Patrn Mgz y
(Aa) 2 O N1 = Ppn Mrge — Paten Mo — 6k+2 ’

9, Ntz = Pagin Mo — Prn Mrga + 8h+l .

\ 0y ) == Pryzn 6u+| — Put1n 6n+z 3
(B3) ( Oh Opyy = Phnr 6h+2 — Pryen o, — K"]M-: y
( O 6h+z = Pht1 i 3 — Pm 3h+1 + K N1 -

Moltiplichiamo nel gruppo (A;) la prima equazione per §, ,
la seconda per 8,.,, la terza per &,;. e nel gruppo (Bg) molti-
plichiamo la prima equazione per 7,, la seconda per Napr y la
terza per v,,., indi sommiamo le sei equazioni ottenute. Il se-
condo membro della somma in discorso & nullo, mentre il primo
membro & la derivata rispetto all’ arco s, di

N Tn .

(°) E quasi superfluo osservare che le Ea, oltre che alla (53). devono
anche soddisfare alle equazioni del KiLring.



266
Concludiamo che deve aversi in ogni punto di V;

(54) 2, M O, = cost.

tutte le volte che le funzioni 7, , 9, soddisfano al sistema dif-
ferenziale costituito dalle (A3), (Bs). '

Dunque: Il sistema differenxiale di equaxioni del Ricct
(Ag), (By) nelle varieta a curvatura costante ammetie I inte-
grale primo (54).

Particolare interesse offre il caso nel quale la costante che
figura nel secondo membro della (54) & nulla, come ora vedremo.

Associamo alla terna di congruenze A, finora considerata,
una seconda terna ortogonale di congruenze A’ i cui parametri
e momenti saranno denotati con X'V, Xy. Supporremo che la

h h

congruenza \'V si identifichi con la congruenza A del mumero
3

precedente, cio¢ sia costituita dalle traiettorie di un moto rigido
di V. Denotiamo con [1'], [2'], le due congruenze di para-

metri A’V , \V e le rispettive linee con 1’, 2'; infine con pj,
1 2

indichiamo i coefficienti di rotazione del Ricct della terna A'.
Dalle

§g = O A

(-]

si trae, per derivazione covariante rispetto alla forma (1),

!

Vg € =0Vgdy + 2 Vgo.
Scambiamo « con @, otteniamo
Vubg =08Vl + 2 V,o0,
donde sommando si ha, in virta delle equazioni del KiLring,
] [VBA“+ Vo] + 2 Vo + XA Veo=0,

od, anche per la (5),
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R A A L A A
+ A Vgo+ 3 Voa=0.

Moltiplichiamo la (55) per A'* \'B (h, k =1, 2) e teniamo
h k

conto della (2), si ricava
€in Pox + S1x Pon — S Plx — Sax P =0,

dalla quale, ponendo » = 1, k=2, si trae
P = Pa -

Questa relazione ci assicura che le due congruenze [1'],
|2'] costituiscono, rispetto alla congruenza X, un sistema ortogo-
nale canonico (8).

Supponiamo ehe la congruenza X sia normale: allora sap-
piamo che sussiste la identita

P+ pe=0 .

Concludiamo intanto che deve aversi

fh=pn=0,
cioé

G "
(56) WAY VN =0,
(57 NEWY Y,y =0

Abbiamo trovato al n. 3, formula (43), con Jo scambio
di ¢ in p,

SV, =MV + AV, — AV, ..

(%) Questo risultato & contenuto in uno pit generale dato dal Ricci nella
citata Memoria.

18
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Moltiplicando per )J’ )J' e sommando rispetto a p e v, si

ottiene, tenendo conto delle (2), (9),

(58) o) 3}" Vel = Mg Pipri — Nip Piges + iy — A AV 0,0
i J

Ma essendo
§, = 0ok

v )
si ricava, sostituendo nella precedente,

(59) o )’\" W Vi = 642 Pt — i Piged] +
t68m; — 1,80
Indichiamo con a; il coseno dell’angolo che la linea ¢’
della congruenza [2°] della terna A' (= ¢’ = 1,2) forma con

la linea k della congruenza [k] della terna A (k == 1, 2, 3) pas-
santi per uno stesso punto di Vj; si ha

(60)  ap = NEA , (61) NP = gu |
[} k i k

donde =12,

(62) Oix Ny = Olgy N e = )\’v =20 )\lv AV
k i )
Ma le linee della congruenza A’ sono mutuamente ortogo-

nali, percid il secondo membro della (62) ¢ nullo; possiamo
quindi scrivere

(63) ap =0, ((=1,2).

Moltiplichiamo la (59) per a,; a,, € poi sommiamo rispetto
agli indici ¢, j; tenendo presente la (61) si trae

(64) o );'v );'p Vi h = 6 [N 42 Pigs ¢ — Nyt Pigz o) oty 0o +

+ o ay; az.’ai"lj—auaﬂ"lj d;6.
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Il primo membro & nullo per la (57), come pure ¢ nulla la
terza sommatoria che figura nel secondo membro, e cio in forza
della (63). Concludiamo che deve essere

(65) 6 [0 42 Pirrs — M jq1 Pigas) oy o + Oy as, §m; = 0

Sostituendo in questa al posto delle derivate 8,7, le loro
espressioni (A,), si ha

(66) e¥ 0 a0y =0,

cioé, tenendo conto dei valori delle ¢¥ e dell’indice I,

(67) Qyiqq Keg 3¢+s == Olag Oygye 8i+l =0,

ovvero, con ovvio scambio di indici,
(68) [a|£+2 Ogip1 — Oygq a2i—2] 8;=0.

~

Nel determinante |ja,;|| = 1 ogni elemento & eguale al pro-

prio complemento algebrico. Si ha pertanto dalla (68) I’ identita

(69) Ei 43‘ 6" = 0 .

La (63) ci dice che le 7 sono proporzionali ai minori

|
Kit1 Ciege

Oleit1  Hgiye
della matrice

%5 Qe Gys

Og; Olgg Olgg

cioé ai coseni ag . La (69) da allora

(70) 2‘ 7“ 8‘ == O .
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Da questa, in virtu delle {2), (7), (8), si trae anche
(71) zy &V .qy = 0 9

dalla quale si conclude che il vettore traslazione & perpendico-
lare al vettore rotazione.

Riprendiamo la (55), moltiplichiamola per A* e sommiamo
rispetto ad o ; tenendo conto della (2) e della (41), si ottiene

ol)l‘;P;a"‘};P;s] 4+ Vaos =0,

donde

’

v logc=);;p§,—3\;p,,.

Poich® le due congruenze [1°], [2'] costituiscono, come ve-
demmo, un sistema ortogonale canonico rispetto alla congruenza
A, le precedenti identita ci dicono che la famiglia f (¢’ 2*2*) = cost.
di superficie di V, la quale taglia ortogonalmente le linee
della congruenza A, & isoterma (7).

Supponiamo, inversamente, che sia nulla la costante che fi-
gura nel secondo membro della (54). Allora ha luogo la (70);
poiché vale la (63), possiamo affermare che sussiste la (69),
ciod la (68), ovvero la (66). Nella (64), come dicemmo, & nulla
la terza sommatoria del secondo membro ; se quindi poniamo al
posto delle derivate 8; 7; le loro espressioni (A,), tenendo presente
la (66), concludiamo che & nullo il primo membro della (64),
ciod si ha p;, = 0. Poiché le congruenze )fl y N'* costituiscono

un sistema ortogonale canonico rispetto alla congruenza A, si
ha p;, = ps. Deduciamo che anche p;, = 0. La congruenza A\ &
quindi normale. Riassumendo, abbiamo il teorema: Se la con-
gruenza di linee formata dalle traiettorie di un moto rigido

(?) Riccr e Levi—-Civira : Méthodes de caleul différentiel absolu et leurs
applications. [Math, Annalen, Band, LIV, (1901). Chap. II, § 3].
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di V3 é normale, il vettore traslaxione é perpendicolare al vel-
tore rotaxione in ogni punto della varietd. In tal caso é nulla
la costante che figura nell’ integrale primo (54) e la famiglia
di superficie di Vi, la quale taglia ortogonalmente le linee
della congruenxa, é isoterma. E inversamente, se i due vettor:
traslaxione e rotaxione sono perpendicolari in ogni di V4, cioé
se é nulla la costante in discorso, la congruenza -costituita
dalle traiettorie di un moto rigido di Vg é normale ed ¢ for-
mata da linee che sono ortogonali ad wun sistema isotermo di
superficie di V.

5. — Poniamo (8)
(12) w o=y,
dove, derivando covariantemente rispetto alla forma (1), si ottiene
tVat=p"V,u,.
Moltiplicando per A* e sommando rispetto ad a si ricava
h
Taht = )\GP'V Va.p‘v)
h
od anche, per le posizioni (11,),
tot=ANp [V, N\ + A V,3,],
h s s
ciog, sostituendo la (5),
td,t =2\ wY 5:[’)«1“\,9&3; — A Payj !] + pYA, 0,8, .
h J st1 42 s
od anche, per la (2),

(73) L To,T= P'v d, E_)Iv Psten "‘.Z\’v Pet1 h] + Y )‘y 4,9, .

(8 La forma (1) é definita positiva, quindi & positiva 1'espressione
ayg n* pb = ™ pbf | cios la (72).
T8 o«
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Sostituendo al posto delle derivate 0, &, le espressioni date
dalle (By), si ricava dalla (73)

tdt=¢cX Knp' ), ,

donde, per il significato assegnato alle ¢} e all’indice /,
10, T = K [Mut1 Onge — Maye Ora]

ovvero, per la (39),
td,t=— Koasd,o,
cioé
0,(2 + Ko2)= 0.
In definitiva, si conclude che deve essere in ogni punto
di ¥,
(74) 2 4 K o> = cost.
Sostituendo al posto delle 62, t* le loro espressioni (35),

(72) e poi le (10), (10,), (11), (11,), in forza della (2}, si
ottiene

(75) . (8% + K i) = cost.
Dunque: Il sistema di equazioni differenxiali (Ag), (Bj),

del Ricol, oltre che U integrale primo (54), ammelte anche Uin-
tegrale primo (75).



