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SU UN CRITERIO DI RIDUZIONE PER

UN SISTEMA ALGEBRICO DI VARIETÁ

Memoria (*) di MARIO BALDASSARRI (a Padova).

Per primo M. NoETHER (1) dimostrò un classico suo teorema
sulla razionalità delle superficie con un fascio razionale di curve
razionali, costruendo una curva unisecante le curve del fascio.
Dopo diversi anni (1898) il procedimento era esteso da F. EN-
RIQUES (2) alla costruzione della unisecante di un fascio irrazio-
nale di curve razionali.

I procedimenti usati, di pura natura geometrica, sia quelli
ben noti basati sulle curve (coniche) degeneri del fascio, sia quelli
basati (come per primo fece CL~t~BSCH sulla F, del quarto ordine
con retta doppia) sulla bisezione di una serie lineare, sono cer-

tamente modelli d’ intuizioue e penetrazione geometrica, ma - re-

stano limitati ai casi particolari che ne suggerirono la creazione,
e formano un insieme pesante ed alquanto delicato nei dettagli,
che tuttavia danno il tono del rigore a simili dimustrazioui.

Qualora poi si tentasse di estenderli a casi più generali,
ann~entando le dimensioni, ci si troverebbe di fronte a difficoltà

quasi insuperabili.
Basti pensare al caso, che fui infatti lasciato irrisolto da J1"’.

(*) Pervenuta in Redazione i 1 13 Agosto 1949.

(1) M. N OETHER: U ebe1" ~celehe -ationale - Kurven
« Math. Auo.», Bd . ò3 , 1871.

(2) F. ENRiQuFs : le supei-ficie algebriche che COM/e/~0//0 un fa-
scio di « Math. Atin. », Bd. 52, 1899. U 11 riferimento per
tale lavoro, può farsi alle : sur le.9 eq. 
Yaris. 1897, pp. 255-341.
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ENRIQUES e che ha costituito in un certo senso il primo spunto
a questa ricerca, di una varietà a tre dimensioni dello .S4 con-

tenente un piano (n - 3) - plo, e quindi un fascio razionale di

superficie cubiche.
Cercare di dimostrare in tal caso 1’ esistenza di una curva

unisecante le superficie cubiche del fascio col procedimento di

NoETHER porterebbe ad urtare in gravi difficoltà neli’ Íll1porre le

condizioni di appartenenza della curva unisecante alla Y3. Infatti
manca qui qualcosa di perfettameente analogo alle fortunate co-

niche degeneri di NO ~’THh:R.
Il procedimento di CI,EBSCH, esteso, porterebbe a lavorare su

spazi multipli, disagevole campo di lavoro ancora oggi.
In definitiva chi si metta per tale strada ha la sensazione

che quelle dimostrazioni ~E’o111etI’lChe ricorrano a complesse con-
siderazioni non necessarie al problema, e non aderenti alla sua

natura.

La prima volta, a nostra conoscenza, che nella letteratura si

presenta la seniplice idea che il problema della esistenza della

unisecante, ado~nbri soltanto relazioni di dimensione ed ordine,
trattabili con un cOlllpltt0 di costanti, è in un’opera di H. F.

BAKER (4), che lo osserva in un breve cenno, a proposito del teo-
rema di NOETHER.

Frattanto l’algebra moderla aveva cominciato a penetrare
nella geometria algebrica, ed è infatti del 1939 un importante
studio di E. D. Taoa (5), il quale riprende il teorema di NoETHKR

con puri inetodi algebrici, e riduce la questione della esistenza

della unisecante di un fascio di coniche alla risoluzione di un

sistema di equazioni non omogenee, con più incognite che e-

quazioni.

(3) F. E~tRtc~uES : Sulle ciii etc., c Math. ànn. » ; 

49, 1897.
(4) H. F. BAKER : (~eometry, Camhridge (19~). VI,

pag. 146. L’ autore commette però una svista, scambiando per lineari delle

equazioni .

(y) bl, ll. Surfetres aii- pene’il of ra,tio.
nal of the Lnndon Math. », vol . 14, 
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Per un altro verso, nello stesso anno, U. MORIN (s) proce-
deva con considerazioni geometriche, base la teoria dei piani doppi,
allo studio delle con coniche, e trovava che esiste una

varietà unisecante le oo ’’ coniche se è soddisfatta una certa con-

dizione necessaria e sufficiente : era il primo incontro con un caso
in cui in generale non esiste la varietà unisecante.

F. CONFORTO tornava. sull’ argornento nel 1941, compiendo la
prima estensione di tali ricerche al caso di varietà contenenti

opportuni sistemi algebrici di quadiiche. Il campo più vasto d’in-
dagine gli consentiva di arrivare, sempre nello spirito di una

ricerca algebrica, ad una condizione sufficiente per l’esistenza di
una varietà unisecante. Egli richiamavTa inoltre l’attenzione «sul-
1’ icnportante proble~na» di assegnare il limite superiore della di-
mensione del sistema algebrico di quadriche, rispetto la dimensione
della varietà che lo contiene affinchè esista la varietà. unisecante.

* * *

Ed ora alcune parole sull’argomento delle pagine seguenti.
Argoinento di ricerca sono le varietà a p + r dimensioni,

contenenti un sistema algebrico, d’indice ~ 1, x p di varietà W r
ad r dimensioni con r ~ 1 , e d’ordine n.

Il quesito centrale che ci si propone è d’indicare se e quando
una tale varietà possa rappresentarsi razionalmente su una va-

rietà (~a - 1) - pla contenente 00 p spazi Iineari, per modo
che le i~~’;~ si rappresentino ciascuna su un S, (n - 1) - plo., e

quindi, in particolare, di assegnare delle condizioni (nel caso che
la TTTn sia razionale) perchè la risulti linearmente razio-
nale o linearmente unirazionale, cioè sia trasformabile birazional-
mente in un ,S~p_~.,., in modo clie le si rappresentino sugli

_ 

.S" per uno Sr-~, o su una involuzione di con la stessa
modalità.

Yoleodo assegnare una condizione non solo sufticiejite, ma

~ ~» U. MoRiN ò Sulle fii i
’ 

[Rend. Sein. UniB’ersit~t ,li anno 

nn. 3-4 (~93~).
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anche necessaria, è ovvio che occorre obbligare la natura della

W~ ad aiia « condizione di generalità ~.
Tale condizione viene appunto introdotta, e, ci sembra, nel

modo più naturale ed efficiente, associandola alla dimensione della
condizione di esistenza di una varietà unisecante le del dato

sistema algebrico..
Nell’ ambito di tale condizione di generalità tramite alcuni

teoremi, si dimostra una semplice condizione necessaria e suf-

ficiente perchè si possano operare le riduzioni indicate, ed è che
fra i caratteri n, r, p sussista la relazione :

Resta cos  risolto il problema segnalato dal CONFORTO, ed in

un caso ben più generale, anzi nel caso pi i generale possibile.
Tale risultato risolve cumpletamente le ricerche per una J7"p+,. di

tipo « geiierale » nel nostro senso.

Rimane invece aperto, nelle linee indicate nelle ultime pa-

giue del lavoro, il problema di i assegnare per le generali
con 0 eventuali condizioni necessarie e sufficienti percliè si

possano ancora effettuare tali riduzioni. Da queste, unite ai nostri

risultati, provverrebbe un insieme di conoscenze alquanto notevole
sulla geometria di una varietà algebrica. Su tali argomenti con-

tiamo di tornare in ulteriori ricerche.

* * *

A tutta l’indagine soccorrono i mezzi penetranti ed espres-
sivi dell’ algebra moderna, che in questioni di questo tipo si pre-
sentano inoltre conie i più agili e naturali.

Acceunian~o brevemente all’ ordiiie degli argotnenti trattati.

I numeri 1 - 3 sono dedicati ad alcuni richiau~i sulle esten-

sioni dei corpi e ad alcune definizioni, specie a quella di varietà

algebrica su un corpo di funzioni algebriche.
I numeri 4, G - 11 alla condizione necessaria e suftieiente

per l’esistenza di una varietà VP unisecante le del sistema

al ;~ebrico ~ ~ , e si concludono nel Teor. 1.
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Il numero 5 è dedicato alla definizione di « varietà gene-
rale » sii un corpo di funzioni algebriche, e ad alcuni aspetti della
definizione, che nel n. 12 viene prospettata su un esempio.
concreto.

I numeri 13 15 danno le più importanti conseguenze geo-
lnetriche del Teor. 1, che si esprimono nei Teor. 2, 3, 4, 5.

Il n. 16 iofine raccoglie alcune prospettive e questioni, che
sembrano d’ interesse per future ricerche.

; ~p *

1. -- Strun1ento costante della nostra ricerca saranno le pro-

prietà dei corpi numerici e di fl1nz10111, e le loro estensioni finite

algebriche e trascendenti. Appare quindi utile ricordare qualche
diretta premessa, precisando insieme i simboli ed il linguaggio.

7~ sia un dato corpo co~nrnutati vo, di caratteristica zero e

di grado di tra5cendeuza (1) infinito sul suoi corpo primitivo,
isomorfo in tal caso al corpo dei numeri razionali.

K potrà quindi, in p~,rti~~ula.re, essere il corpo dei t~llnlei’1

complessi.
Gli elementi di K si dicono costanti. Siano xl, .x~z, ..., xn

delle indeterminate o quantità anatto generali di una estensione

di .~’, per le qnali non sussista alcuna relazione algebiica a coef-
ticie~~ti costanti.

Il corpo delle funzioni rariouali di X2,..., x" s’ indica

con K(x.) .
Per algebrica di Xl 1 x2 , ... , JB~ s’intende allora

ogni elemento m di una estensione di il quale sodciisfi

una equazione algebrica f’ (w) = 0 , non identicamente soddisfatta,
con i coefficienti in 

Siano (ol I w2 , ... , 1 OOm funzioni algebriche : la totalità fiylle

funzioni i razionali di (°1., I (Ù2,..., OO;ll e di x2 , ... , for-

m.~uo allora un wY,2) che si dice un

eorpo di ed i cui ele~ne~~ti sono appunto
tutti funzioni algebriche di :x~1, ... x,~ (8).

(7) AVAEHDEN, B. L. VAN OEN : Algebra 1, VlJl Iiap., 2. Aufl.,
1937. Questa op0ra verrà nel seguito citata soltanto con VAN DER WAERDEN.

(S) VAN DER WAERDEN, II, XIIIO Ildp.
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’ È bene tenere presente che ogni polinomio f (.~) con i coef-

ficienti in possiede un corpo di riduxione totale, un corpo
cioè in cui esso si scompone in fattori tutti lineari (9).

Siano ora 001’ ... , I (9,,, elementi di un corpo di funzioni

algebriche (1°) algebricainetite i~zcli.pe~LClerati sti I~ : essi possono
trattarsi allora come vere e proprie indeterminate.

Se essi non sono invece algebricaruente indipendenti su K e
non sono tutti algebrici su K, si può sen1pre trovare alcuni di

essi che sono algebricameute indipendenti e tali che le rimanenti

w sono funzioni algebriche di essi. Il tmmero o di tali elementi

algebricamente indipendenti si dice il grado di trascefa~e~zx~a (o
anche la r~inaemsLO~LP) del sistema ~ 001’ w2 , ... rom ~ rispetto a K.

1 

Solo se tutte le w sono algebriche rispetto I~, il grado di

trascendenza è nullo.

2. - Dopo queste premesse si consideri un curpo I~ di co-

stauti, quale quello considerato sopra, ed i- -~- 1 i~~detern~i~~ate

Xi i .~’-’ ~+1 legate da una equazione coi uueffiuienti in l~ :

con 1 polinomio assol uta~ne~ate irrir~ucihile in K (11).
La totalità delle funzioni razionali f (Xl’ ..., X,.+~) cosi-

tuisce allora, secondo le nostre premesse, un corpo di funzioni

algebriche di grado di trascendenza finito i. n~l corpo ioudaineii-

tale .~ . Un simile corpo, che indicheremo con H, può sempre

pensarsi ottenuto tuediante prima una estensione trascendente

pura di dimensione r in xl , ....x,. e poi una successiva esten-

Ricordiamo ~;he se K, come nel nostro caso, contiene il corpo dei

nll~l~ori razionali, tutte le sue estensioni algebriche., ed anche quelle di

K(.-c), sono separabili.
(L ~) Più generalmente : di una qualsiasi estensione di 1(,

. (11) Ciò notoriamente significa che f è irriducibile in ogni estensione

del corpo fondanientale.
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sione algebrica semplice di un certo grado (12) eguale all’ordine

del polinomio f (13) in x,.+1.
Volendo indicare la struttura del corpo H, conviene scrivere :

Di remo allora ’varietà c~ioae-~zs~iofae r, la totalità
dei puuti cti un fissato spazio lineare ad s &#x3E; r dimensioni, le cui
coordiuate yi sono date dalle equazioni:

dove p e le ’Pi sono elementi di H, e le y, sono scelte in modo
da formare in H nna base onl0genea, cioè tali che se ad esempio
90 $ 0 , si abbia che :

Tale varietà. F. risulta irriducibile e razionalmente equiva-
lente alla iperscyerfieie algebrica di un certo spazioSr+1 :

Da tale definizione, che abbiaino esposta per conl0dità di ri-
ferimenti successiva si può ora passare a quella di varietà al,qe-

Sll un corpo di 

( - 2) Ciò del resto, jaer un farnoso teorema di S1’EINlTZ~ è quanto, si può
dire di ogni ostensione di un corpo ai-bitrariatiiento data. Cf~.. VAN DER

WAERDEN, I~ ·X Kap.
(t3) Grado di una estensione algebrica semplice K (:r) su h’ è il grado

della equazione di grado minimo irriducibile che 1’ elemento x verifica
in I~.

(14) Questa definizione, a parte il più generale campo d’ imn~crsione,
coincido cB?j’lúutü~nonte con ~ usuale definizione di varietà algebrica, come
trasformata rarionale di una ipersnper6cie, della g’oo~netria algebrica. Per
1’ eqaivalenza di questa definizione, e sotto quali condizioni, con quella di
varietà come ideale primo cfr. VAN DER «= AEftnEN : II, V Kap.
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Si parta perciò ancora dal corpo [fondamentale I~. Si ~pre-
metta una estensione di I~ tramite agginnzione di p --f- 1 indeter-

minate U25 ... , vincolate dalla equazione algebrica con
i coefficienti in ~~ ed assolutamente irriducibile in I~ :

si ottiene cos  un corpo [C’ di funzioni algebriche di dimensione

Se xl , i x~ , . , . , sono ulteriori indeterminate che soddi-

sfano l’ equazione algebrica coi coefficienti in I ’ o K (u) ed as-
solutamente irriducibile in K (u) :

le funzioni (x, , .... x,.+d coi coefficienti in K ~ I~ j2c) for-

mano un corpo di funzioni al~ebriche su K’, che indicheremo

con ~==7r(.y).
In tali ipotesi diremu varietà ad i- dioLensio~ai sul

corpo di algebriche K(it), la totalità dei punti di un

fissato spazio lineare ad s &#x3E; r dimensioni, le cui coordinate y,
sono date dalle equazioni :

essendo p e tp, elementi di K’ (z) , e le tpi sono sempre tali da

formare in I~’ (u) una base oniogenea.
Più generalmente si può supporre che K’ sia una estensione

finita di K, soddisfacendo le i determi ate ii, a certe relazioni

polinomiali : 
’

coi coefficienti in K e tali da generare un ideale primo (15).

(1~) Ciò è necessario perchè sia un corpo. Cfr. VAN DER

WAERDEN, II, III Kap.
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3. - Si supponga ora di specializzare le Uj in certe in

modo che:

Sia allora f’ il polinomio specializzato di f per 
La varietà data dalle :

sul corpo specializzato di --~ i.t~ 1 2 cioè sul corpo :

si dice allora s~~ecialixx axio~ae della V,..
L’ insieme di tali specializzazioni si dirà un sistema alge-

brico di varietà algebriche V,. e la Vr si dirà la varietà gene-

rica del sistema.

Diremo dimeoasione p del sistema algebrico, che indiche-

remo con i il grado di trascendenza di su 7B.

Siamo ora in grado, dopo queste defitiizioni di litnpido si-

guificato geometrico, di studiare i sistema - algebrici di varietà

che e’ interessano, nella maniera più semplice e di più ampia
portata.

4 - Supporremo d’ora in poi che K sia un corpo algebri-
chizcso.

Sussiste allora per un sistema algebrico Z~ di dimensione

p formato dalle specializzazioni di una V,. data su un corpo

K’ (x ... x ) {(Xi..’ X,.+~), con k ~ ~. I~ (2c ... 1
mod ~ {2c1, ... , ltp +1), ed f (xl , ... , polinomio che supponia-
mo di ordine n rispetto ogni J;i, il teorema seguente, nel cui e-

nunciato compare ~ espressione « varietà che verrà

precisata nel corso della dimostrazione.

TEOREMA I. - K (.~olz~i~io~ae necessaria e sufficiente perchè
ltna varietà generale V,. di ~i~nensio~ae r data su I~’ (x) mod
({Xi’... , x,.+1), con f poliiiomio di grado n tutte le.x, sia



10

raxionale sit lt n corpo I~’ (t) niod 9 (t,, 12, ... , t,.+1) con 9 (t) di

grado ~a - 1 in è che fra la ~L~~2elr.SlOf2e r della V r, l’ or-

dine ~a e lo !lz~nensi.ofze p del sLSteota algeb -ico Ip associato
,valga la welaxio~ae :

Ciò si può enunci~,re in puri ter~nini algebrici affern1ando

che :

« Se K’ (u) ha dL~rLPftS’a0fte p oaelle ltj e se H K’ (x)
mod /(.V) ha dimensioiae r nelle xi ed f (x) è generale e d’ or-

dine r iti tutté le xj (16), si possono trotvanc certi ele»ae~Lti t~, t~ ,

... , di Kl, tali che :

con 9 (t~, t~, ... , t,.+1) di ordine n 1 in t1o+l, se e solo se :

Dimostriaino dapprima la sufficieuza della condizione.
Conviene perciò passare ad una rappresentazione oinogenea

nelle due serie di variabili (~t~l"..’ X,.+I) e (i~,, , ... , icP + 1 ) . Siano
~ e rispettivatuente i5i le nuove variabili omogenee con i = 0, 1,
...,r-+-1 e j =0, 1,...,P-j- 1.

Lx f (.:c~, ... , diviene di conseguenza una certa :

dove ~ O O

(i6) Se f (:G) avesse in una variabile, ad os. x,.+~ , il teo-

rema è, come si può vedere dalla di~nostrazio:~c seguente, quasi immediato.
Il corpo ~’ (:~) si potrebbe infatti in tal caso pensare formato da una prima
estensione tras~9ndonte e di dimensione r, e poi
dall’aggiunzione dell’ eletnento algebrico di grado  n rispetto K’

(!~ 1 , ... , x,. ) .
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le (1io i~ ... sono forme di un certo grado v nelle ~’o,...,

2~P ..~.. 1 con i coe~fice~~ti in K.

Le Vo, VI, vP + ~ risultano a loro volta vincolate da una certa

equazioile :

dove ora anche #’ è una forma che supponiamo di grado tJ.
nelle 

Possiamo ora definire le r + 1 qt aiitità n, con le posizioni :

dove le sonmnatorie sono estese a tutte tali

. che se t è un certo numero naturale maggiore di p, si abbia:

e le 
,. 

sono quantità di .k’ per ora del tutto indetermi-

nate in esso.

In una qualsiasi 7 i i compaiono :

inderminate j3.
Ma le v; sono legate dalla :

e pertanto, se si vuole riferirsi ad una base per le -li linearmente

minima, ci si può ridurre ad esprimere ciascuna 1¡i come combi-
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nazione lineare di un numero 1’V, dato da :

di forme @, nelle Vj linearmente indipendenti e di grado t (17~.
Le ni possono di conseguenza esprimersi nella forma :

naturalmente essendo ~ ~o, ~i 1 - - - , ’. la base determinata e
. le yi delle indeterminate in K.

Si sostituiscano ora le ~ nella /" (Z,, ci i - - - 1 ~,+,) al posto
delle ç¡, e si cerchi di determinare le vi in maniera che la
/~(~.-~+t) risulti identicamente nulla per le il  che soddi-
sfano la : y

Si noti perciò che la f (~ ~ , .. ~ risnlta omogenea nelle
e di grado + v rispetto esse, con i coefficienti in K (y) .
Perchè quindi la f (no,. - . ~,.+1) si anmnlli identicarveute

sulla ~(~,...,~p~i)==0, occorre e basta che essa si spezzi
nel prodotto della cp’ (vo, ... , vP ~-1) per una certa forma F (~y,
Vi 1 - - - 1 r~~ + 1 j di grado n t -~- v - ~, nelle ~ che sia cioè :

(1 ’ ) N-1 è, in altre parole, la dimensione del sistema lineare che la to-
talità delle 1~~ sega sulla varietà: cp’ (v,;,..., = 0 in un certo spazio.
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dove le si pensino espresse dalle loro posizioni in funzione

delle vj e la forma è data da:

con la sommatoria estesa a tutte le

Uguagliando i coefficienti nella identità considerata si hanno
allora:

equazioni nelle incognite 1 ... N; k - 0... r -~- 1 ) e nelle

8., .. Ordinaodo le y e le ò secondo un unico indice pos-U i"..i p+~ i

sian~o chinmarle 71, ~2 , ... , ~ y , i ~1, .... , 8l~ dove, come sap-
piamo :

Le equazioni ottenute sono omogenee di grado ?i nelle 7,
ed omogenee di grado uno nelle 8, coi coefficienti in K.

Esse hanno perciò la struttura :

iii cui le sono forme di grado n e le c~= forme lineari.

5. - È ora il momento di esporre il significato che vo-

gliatmo attribuire alla espressiove : «varietà algebrica V, gente-
rale su un corpo di funzioni a.lgebriche 7~(M)~.

Osserviamo perciò che i polinomi rp, - c~t ai quali siamo

giunti sopra appartengono al dominio di polinomi Ii ~7, , .. , , 7~T,
81, ... , Ò MJ e definiscono in esso un ideale I, le cui radici indi-
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vidaano i punti di una varietà W, che è appunto la varietà

di ~ (i8) 
Passando dallo spazio affine S~,s+N ~’~1, ... , ’YN , ~1, ... , ~1M]

ad uno spazio proiettivo S~+N [~o , ~1, ... , ~~~s+N ] ponendo :

i polinomi sopra scritti divengono :

e gli F’, (~) definiscono ora 1’ ideale I* omogeneo :

che è formato da tutti quei polinomi di K [Ào ,.... , X*, ... , ÀÑ+~l]
che per Ào = 1 danno un polinomio di I (19).

Ad I * resta ancora associata una W * dello spazio proiet-
tivo, che contiene la W (20 ) .

La varietà .W* intanto non è vuota perchè essa contiene

almeno il punto 0 associato alla radice di 1* data da Ào = 1,
~~ = 0 per 

La W* può essere irriducibile o no : e, se lo è, può sempre
pensarsi ’come sonima di un numero finito di varietà irriduci-

bili (21). A ciascuna di queste kV? resta associato un determi-

nato ideale primo Pt (22), ed a questo una d1111e11S10I18 d; che è

(18) Per quanto segue si può utilmonte confrontare con ~~T (iRÓBNER :
Moderne Algebraiseh.e Springer, 1949, Kap. 2, 3.

VAN DER ",. AERDEN. II, XIII Kap.
(2°) Si tratta precisamente della più piccola varietà dello spazio proiet-

tivo che contenga la IF.

Cfi’. ad es. WAERDEN, B. L. VAN DER: Einführung in die Alge-
braisehe Geomet’l.ie, 1939. I ap. ~v.

(~2) Si ricordi che ciò è in relazione con la scomposizio~ie non accor-

ciabile di un ideale riducibile in componenti primarie, cui siano associati

distinti ideali primi. Cfr. per ciò: VAN DER WAERDEN, II, § 87.
..
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poi la dimensione della ed è, algebricamente intesa, il grado
di trascendenza di una radice generale di (23).

Se nelle F, sostituiamo alle ept e ~, delle forme generali q§
o; degli stessi gradi con coefficienti scelto genericamente in K,
l’ideale generato d-alle F,, e sia I*, è certamente un ideale

primo (24), quindi la varietà associata W’* risulta irriducibile e

di una certa dimensione perchè 1’ ideale 1* ha ancora la

radice associata al punto 0.
Le possono ora pensarsi come una specializzazione in

K [Ào, ... , ~~+~s] di quelle forme Ft (X), ed il relativo ideale 

si specializzerà precisamente in 1*.

Dopociò possiamo enunciare la seguente definizione :

« Una algebrica definita su di fccn~io~ii alcre-
briche si dirà ge~aerale (e tale si dirà allora anche 
sieme delle sue specializxazioni in e quindi il siste1na

algebrico ~p ad essa associato), se e solo se l’ideale specialixx.ato
I * definito risulta per essa ii-riditeibile e ~di dimensione

d eguale a quella dell’ideale, generico in I~ [~o , ... , ÀÑ+!I]’ I*

lJure definito sopra, ovvero riducibile ma in modo che gli ideali.

priuai associati alle singole varietà componenti abbiano tutti

dinaer2sio~~e eguale fra loio ed uguale ancora a d, cioè la W*

sia itna varietà magari riducibile, di dimensione d:~.

La definizione di varietà generale cos  posta si riferisce evi-

dentemente ad un ideale 1* calcolato in corrispondenza ad un

generico di t , che indicheremo ora per evidenza, con 1 
* (t).

E stata cos  aggirata la difficoltà che si presentava a priori, di

giustificare l’indipendenza della definizione da un eventuale, par- -
ticolare valore di t .

Questa questione si presenta tuttavia nuovamente, oltre che

per se stessa, per il suo interesse pratico. È ovvio che sarà

(23) - Si dice generale una radice e per Pr se per ogni tale che

si abbia f = 0 (P1).
(24) Ciò può del resto facilmente verificarsi su una particolare specia-

lizzazione di 1 ~ in Ie, ad esempio riducendo tutte le forme meno una a

forme lineari.

2 *
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molto più comodo verificare la generalità di una certa per
un particolare valore di t , che non per un generico t .

In ordine a questo dimostreremo ora che se una V,. è. ge-

nerale ri.spetto l’ ideale I*(t’) dove t’ è un particolare valore

(intero positivo) e.ssa è generale pure rispetto l’ideale 1* (t) con
t intero po.sitivo qualsiasi m~z,g,giore di t’ : cioè, semplicemente,
è generale.

Sia, infatti, t &#x3E; t’. Diciamo U (t) la varietà a p dimensioni,
corrispondente al valore t , rappresentata parametrican1ente da :

sul corpo di funzioni algebriche : K (v) mod cp (v) , e in cui le

~1c. si suppongono di ordine t &#x3E; t’.
Se si suppone di specializzare la U (t) entro il sistema

della totalità delle ipersuperficie di quell’ ordine di Sp + i , , per
modo che si spezzi in un iperpiano r contatto 1 - t~ volte, la

parte residua descriverà il sistema lineare di tutte le U(t’) . Di

conseguenza anche il sisten~a lineare che le U(t’) segano sulla

cp (v) = 0 , può pensarsi come la specializzazione indotta nel si-

stema analogo segato dalle ~’ (t) .
Tale specializzazione si effettua imponendo certe relazioni

lineari nelle che si potrebbero anche scrivere immediatameote

premettendo un opportuno cambiamento di coordinate che portasse
I nell’ iperpiano improprio: vo = 0 . Dopodichè basta annullare

nelle ~1c. i coefficienti dei termini che hanuo in t’o grado C í t~,
e le ~1c. si specializzeranno in certe c~k --~ vó ‘’ - c~~, dove le ~
sono di ordine t‘. Delle cos  ottenute ve ne saranno solo

N’ C N linearmente indipendenti s.u 9 (~~o .... vp 1-1)= 0 , dove

N’ è il numero base relativo al sistema. segato dalle U(t’) sulla

cp (vo ... , vP + 1) = 0 . Si potranno quindi annullare N- N’ delle
7k per ogni i = 0 , ... , r -{- 1, cioè in tutto (r + 1 ) (N N’)
incognite, ossia ~2013~VB Tra~l1ite la trasformazione~ lineare che

ha fornito: il canlbiameoto di coordinate, si ottengono cos  N-- l~’’

equazioni lineari sulle -( k
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Si specializzino inoltre, annullandoli, i coefficienti di F’(vo ,
.... , vp + 1) dei termini con wo di esponente C t t’. Con ciò
si annullano M -- M’ 8~ , e contemporaneamente il numero p
delle equazioni c~t -~=0, si abbassa di (~ - p’) cioè diviene
p’, indicando sempre con apice tutti i caratteri relativi al valore
t’ i dell’ordine. In definitiva, dopo tale specializzazione, il sistema

di p equazioni in q = M + N incognite, è divenuto un sistema

di p = p’ -’- N - N’ equazioni in q = M’ ~-- N incognite di cui
N N’ lineari con coefficienti generici iu K attesa la generi-
cità di i I.

È per di più evidente che la specializzazione eseguita
porta l’ ideale 1 * (t) in I * (t’~ . lkla !-*(t’) può pensarsi come
somma di 1* (t) e dell’ ideale A* relativo agli N- N’ polinomi
lineari, e, per la genericità di A* e per la generalità supposta di
I * (t’) , si può concludere (25) che anche I ~‘ ~~t) soddisfa alla con-
dizione di generalità, e quindi ha proprio dimensione data da

q - p - q’ p’ .
Omettiamo qui un’ analisi più approfondita che porterebbe a

distinguere fra le due possibilità poste nella definizione di va-

rietà irriducibile o riducibile e pura, nè vogliamo preuccuparci
di quali condizioni iniziali conducano all’ uno o all’ altro dei due
casi, nè se, eventualmente, si possa, magari con opportune limi-

tazioni, escludere anche la riducibilità pura: tali questioni, ma-

gari interessanti in se e forse per le conuscenze che ne verreb-
bero circa il sistema algebrico delle varietà unisecanti (26), non

gioverebbero infatti ai nostri scopi immediati.
È appena il caso di osservare che questa definizione di

«generalità» è più estesa oltrechè particolarmente ada,tta ai no-

stri scopi, di quella che si avrebbe ottenuto in modo più imme-

diato, esigendo addirittura 1’ assoluta generalità degli enti definenti
la V, entro i rispettivi sistemi di i variabilità.

(25) W. ~ROBpNER, Alg. (geom., n. 133, 16.

(26) La JV"* costituisce infatti, come si vedrà chiarauente fra poco, un
modello della totalità delle varietà unisecanti la generica specializzazione
della Y,.,
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È infatti ovvio che una V,. generale in tal senso, lo è pure
in quello della nostra definizione, laddove V,. particolari rispetto
quella generale concezione astratta, sono secondo la nostra, ancora
da ritenersi ,:’~’generali.

Malgrado la facile intuibilità di tale osservazione ~ ci riser-

viamo di comprovarla con un esempio concreto alla fine della

dimostrazione in corso, per non deviare oltre dalla linea generale
delle deduzioni.

6. - Ammetteremo d’ora in poi che la V;. algebrica in di-

scorso sia generale. Tornian~o con ciò al ~sjsten~a delle p equa-

zioni : .

nelle q + 1 incognité 1,,, - - ., 1Tv+,,.
Condizione sufficiente perchè tale sistema, nella nostra ipo-

tesi di generalità, abbia soluzioni non tutte nulle è, per noti

risultati della teoria della eIirninazione (2?), che il numero delle

incognite sia maggiore di quello delle equazioni.
Senonchè noi desideriamo che tornando dalle alle 7, e gi

queste vengano ad avere valori finiti, cioè dobbiamo cercare so-

luzioni del sistema per cui Ào:~ 0, cioè fuori dall’ iperpiano im-

proprio dello spazio delle 1.
In tale più minuta esigenza ci aiuta l’ osservazione già fatta

che il l punto O (1, o , ... 0) appartiene alla Y~~ che è la varietà

associata alle radici del nostro sistema, punto per cui è appunto
~o ~ 0 . Se quindi il punto O si può rinchiudere in un intorno,

di W~, si potrà certo trovare in questo intorno un punto P di-
stinto da 0 e per cui sia ho ancora non nullo, cui corrisponderà
una radice del sistema in esame, e quindi, se si preferisce, una

radice dell’ ideale 1*.

(2 y VAN DElt AVAERDENy II, I Kap.; o anche (nel corpo complesso): F.
SEVERI: di Analisi (Bologna, Zanichelli, tc.&#x3E;33), 1, cap. 9.
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Ma perchè ciò avvenga occorre che vi sia una 11’* di radici
avente dimensione maggiore di zero, cioè almeno 1, ossia nel
nostro caso che sia :

Se ciò avviene vi è dunque almeno una curva luogo di

punti cui sono associate radici di 1*, che può eventualmente
spezzarsi in più parti irriducibili. Ed una di queste, sia una

certa deve allora contenere 0 , poichè W* deve essere, se ri-
ducibile, pura (grazie sempre alla generalità di V,.) , e quindi
non può contenere punti isolati.

Per q = p la W* si riduce ad un gruppo di punti (28), e

niente si può dire della loro posizione rispetto l’iperpiano im-
proprio.

Trovato cos  quel certo P, che è poi ora un P qualsiasi di W!
distinto da O e fuori dalla varietà imprupria di W* , si può per
di più dirn che le ~; sue coordinate per i = 1 ... , N non sono
certamente tutte nulle.

Infatti se cos  fosse il prodotto :

sarebbe identicamente nullo in quanto la :

cui esso è identico, essendo nulle le À~,...,. Àg cioè tutte le ~,
- svanirebbe identicamente.

Poichè i polinomi costituiscono un campo d’integrità, sarebbe
allora identicamente nullo uno dei due polinomi y od Pí ossia,
giacchè quindi sarebbero nulli tutti i suoi coeft centi,

(28) Non è escluso che il gruppo di punti possa addirittura i-ldursi al
solo punto o.
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cioè le ~i , e quindi in definitiva sarebbero nulle tutte ec-

cetto ),o , cioè P coinciderebbe con O, mentre è stato supposto
distinto. ’

Concludendo questa analisi si può affermare che: condizione
sufficente perchè la W * associata all’ ideale I * abbia punti 
pri distinti da 0, è che :

ed in corrispondenza a questi ao 1 punti con d -- q - p &#x3E; 0 , si

ha un sistema continuo (o più sistemi continui oo d) di radici di

I*, cui sono associate radici a valori fiuiti e non tutti nulli, del-
l’ ideale non omogeneo I .

La condizione trovata, sostituendo a q e p i valori preceden-
temente calcolati, diviene :

che a noi basta valga per certi (anzi per un certo) valore di t .

L’espressione che sta a primo membro può pensarsi come
un polinomio nella variabile t, sia G (t) . Per valori convenien-
temente grandi di t, il polinomio G (t) assume il segno del primo
coefficente A , e poichè G (t) , che apparentemente è di grado
p + 1, è in realtà di grado p, annullandosi il coefficente del

grado p + 1 , si ha come è immediato :

Quindi se A è positivo esistono valori di t (ve ne sono e-

videntemente infiaiti : certamente tutti quelli che sono maggiori .

del più grande t per cui G (t) = 0) in corrispondenza ai quali
I ha radici finite e non tutte nulle, esistono cioè in fini te varietà
’Uuisecanli la ~generica specializxazioiie eiiti-o il di

ordine t arbitrariame~ate grande.
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7. - Sia ~’..~~+~ una soluzione del sistema conside-

rato, e siano i corrispondenti valori delle 

(29). Si torni a coordinate non omogenee .zy , x~ , .. ’ 1 xr-t-1 7
e si dica ancora ~~’..,~.+1 ~ soluzione considerata. Si

ponga allora nella ..., 1

essendo li i nuove coordinate.

La f (~~~ , ... , x,.+,) diviene con ciò un polinomio nelle 

privo del termine di grado zero : indichiamolo con h (yl , ... , ~J,. + ,)
che avrà i coefficienti a fo ~,~.., ir+1 in I~’ I~ (w).

Si ponga :

e si noti che le t.i appartengono a K’ (:xi , ... , x,,+,), e pertauto :

Inoltre il polinomio h (yl , ... , y,.+1) diviene un polinonio
del tipo : .

è di grado ?i - 1 nella e se per omoge-
neità di scrittura, si pone ora y,.+1 = t,.+1, si può dire che t,+1
è algebrico di grado ti - 1 sul corpo K’ (tl , ... , tr) che è una

estensione ,trascendente pura di K’ di dimensione r. Inoltre :

(2 9) La soluzione appartiene certamente a I~’ - K (v) perchè il corpo
K è stato supposto algebricamente chiuso, e quindi le appartengono tutte
a K, e quindi a K (v).
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e poichè !lr+l appartiene a K’ (t, , tz , ... , t,o+I), vi appartengono
le yi (i = l, ... , r) e quindi le x; (30) e si ha:

cioè :

dove g (tl ,,... , t,.+1) è un polinomio di grado (oa - 1) in t,o+1.
È cos  completamente dimostrata la sufficienza della con-

dizione :

8. - Passiamo ad uccuparci della necessità della condizione

esposta. Riprendiamo perciò le osservazioni dei primi capoversi
del n. 6. Abbiamo l  visto che per la sufficenza occorreva pre-

tendere l’esistenza di una varietà W* di soluzioni del sistema

delle F (~_) = 0, di dimensione*&#x3E; 0, data I’ esigenza di ottenere
soluzioni proprie cioè con Ào x 0. Se ciò è sufficiente, non è

tuttavia necessario, apparendo chiaramente che in un gruppo di

soluzioni isolate, cioè se la W~‘ si riduce ad un gruppo di punti,
possono certo esservi soluzioni proprie. Quindi dobbiamo dire:

condizione necessaria che vi siano soluzioni proprie, è certo che
vi siano soluzioni, e per questo è necessario che sia:

ossia :

(30) Si ricordi l’osservazione in nota sopra : le xi appartengono a
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D’altra parte si ammetta per ipotesi la tesi cui siamo giunti
alla fine del numero precedente, cioè si amnetta che il corpo

K’ (a,-) contenga certi elementi t~,..., tr+, tali che esso possa

pensarsi come estensione algebrica semplice di grado n 
-- 1 (ag-

giunzione di t,.+~) della estensione trascendente pura di dimen-

sione r : .K’ tl , ... , tr). Ciò è come dire che esisterà una trasfor-

mazione razionale delle Xl iielle t~ e sia simbolicamente :

la quale trasforma il polinomio f (:xl , ... , x,.+,) di grado n in

xr+1 (ed in x, , ... , x~), in un polinomio nelle t~ che si spezzerà
nel prodotto di un polinomio di primo grado in e sia un

certo ~’ (t, , ... , t,.+1) per g (t~ , ... , t,.+,) di grado ~20131 in 

Se allora si scelgono dei valori qualsiasi in K (v) ~~2,..-)~
per ~,... tr e si determina in modo che :

si trova una (r + 1)-pla di valori che appartiene a I~ (v) per-
chè vi appartiene come funzione razionale nelle e che

inoltre sostituiti al posto delle tj nella x = R (t~, forniscono una
rappresentazione paratuetrica di una varietà unisecante la gene-
rica specializzazione della V~ . 

°

. 

La ipotesi ammessa conduce quindi all’ esistenza di costanti

di I~ per le quali le :

soddisfanno identicamente la f (xo , ... , xr+1) rispetto le ij clie

soddisfanno la p (v~) = 0.
Ma allora si cade nella necessaria risolubilità del sistema,

e per quanto osservato al principio di questo numero nella :

Questa è dunque intanto una condizione necessaria (non
gufficiente t) ..
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Pertanto occorre che il polinomio G (t) acquisti per certi
valori di t (31) interi positivi segno positivo o sia tutto al più
nullo.

Nel numero seguente faremo vedere che ciò avviene solo se:

in quantochè dimostreremo che vale la disuguaglianza:

sempre positivo.
~ol~ochè si può concludere che la condizione in discorso è,

per una TTr .qenerale, necessaria e sufficiente.

9. - Procediamo ora a dimostrare la disuguglianza (*). Si
tratta di una dimostrazione di pura natura aritmetica, per la
quale soccorrono alcune semplici relazioni che vogliamo pro-
curarci.

Introduciamo 1’ espressione :

dove a, in, i sono numeri interi e positivi, con : a in &#x3E; i.
I.i espressione cpm (a, i) gode della proprietà :

per ogni s C i.
Procederemo alla dimostrazione per induzione su Per

m = 1 essa è vera, come si verifica con semplici calcoli.

(31) A stretto rigore basta per un valore di t (intero o positivo). Ma
vedremo, come si prevede facilmente, che se ve n’ è uno ve ne sono infiniti.
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Ammettiamola allora vera per m e dimostriamo che di con-

seguenza si ha:

È intanto ovvio che per s C i (come supposto) si ha :

ovvero :

od anche :

da cui :

Ma, poichè per la (* *) :

confrontando con la precedente consegue la tesi.
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. 10. - La è inoltre funzione crescente di a nell’in-

sieme dei numeri interi e positivi.
Infatti per i = 1 essa è costante ed eguale ad m. Per i = 2.

essa è costante come si verifica. immediatamente.

Ammettiamo allora che per un certo i si abbia, con h in-

tero positivo :

e dimostriamo che ciò è vero per i + 1, ossia che :

Infatti questa si può scrivere moltiplicandola per i -~- 1 :

e sottraendo da questa quella ammessa valida, moltiplicata per

x - i , resta da dimostrare :

che è di evidente verità, tenuto conto che i coefficenti binomiali

sono funzioni crescenti del loro numeratore.

11. - Vogliamo ora dimostrare la disegilaglianza :

(32) Il segno eguale sussiste solo per i == 1; per i &#x3E; 1 vale sempre la

maggiorazione.
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v , R = p + 1 sono i caratteri che abbiamo prece-

dentemente incontrati.

Poiché ~ è funzione crescente di t (cfr. n. 10) essa è certo

vera per ~~ = 1.

Procediamo allora per induzione su n.: ammettiamo cioè che

essa valga per un certo n e per ogni valore di R 1 , e dimo-
striamo che di conseguenza essa vale pel successivo valore n + 1
e per ogni valore di R ~ 1 .

Si ha infatti per 0 ~ s  R dalla ipotesi ammessa, quando

si scriva R - s al posto di .R e si moltiplichi tutto Ì t ) :

e per la (**):

Sommando entrambi i membri per s che varii da zero ad

I~ - 1 , e tenendo conto che nel primo ruembro :

per cui nel primo membro si può sommare sino si ha :

che è appunto la tesi.

Dalla uguaglianza dimostrata è ora tacile ricavare una ul-

tima relazione che ci condurrà immediatamente alla (*) .
/DB

Si 
’ 

moltiplichino perciò entrambi i suoi membri p er ~ e sis

sommino ancora per ,9 che varii da zero ad R . Si trova :
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12. - Si prenda finalmente il polinomio (~’- (t) ; esso è:

Esso, usando il simbolo (a , i) può scriversi nella forma :

Ma per l’ ultima disiguaglianza del numero precedente:

e quindi :

che è appu~~to la (*) che avevamo preannunciata.
È infatti evidente che :

e che quindi se :

anche G (t) è negativo.
Resta cos  dimostrato il Teor. 1 , e vogliamo anche racco-

gliere ~ enunciato che :
~c Condixione necessari;a e sufficente perchè una V,. definita

nel corpo di funzioni algebriche :

con:



29

un punto ]~ razioiiale sit K’ è che :

p haoano il significato usuale.

13. - ~ ora il momento d’ illustrare la condizione di gene-
ralità che abbiamo introdotta alla luce di un semplice esempio.

Già abbiamo avvertito (n. 5) che una V,. molto 
nel senso che gli enti clie 1~~ definiscono, siano scelti in modo

particolare nei loro insiemi di variabilità, può risultare «gente-
iale » nel nostro senso.

Vogliamo ora far toccare concreta~nente la verità di questa
osservazione alquanto facilmente intuibile.

Consideriaino perciò la varietà algebrica definita sul corpo
di funzioni :

con data cialla foriiia :

e ivi cui le a; appartengono a :

con : 
O 

O

Siamo quindi di fronte ad un sistema algebrico di o01 spe-
cializzazioni della alunuettente una retta dello S2 (~’o, 
come modello astratto.
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Scriviamo per comodità i riferimenti numerici del caso, ri-

spetto al símbolismo generale di prima. Si ha per i caratteri

fondamentali :

Pel numero delle 11 in una è:

Quello delle a, è :

11 nuinero totale q delle indeterminate è quindi :

Il numero delle equazioni cui esse devono soddisfare è :

Inoltre in tal caso :

quindi, se la sarà generale (ed a maggior motivo se non lo
è) è soddisfatta la nostra condizione.

Ora vogliamo vedere che effettivameute la V._, è in tal
caso generale. Come si è visto al n. 5 basta controllare la cosa

per un particolare valore di t. Vediamo quali siano in tal caso

i possibili valori di t.

. 
l’3~S) Cfr. perciò il n. 16 seguente.
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Deve essere :

cioè :

da cui si ha:

Se aggiungiamo l’ ipotesi che vn (34) basta prendere
(85) Si potrà pertanto verif care la generalità della 

nel caso t = l.

Si tratta quindi di determinare le condizioni cui deve sod-
disfare una retta unisecante il Si elimini perciò, anzitutto V2
mediante dai coefficienti di f (x~ , .. : , xn). Dopo-
dichè le equazioni della retta possono scriversi nella for1ua:

Ordjnian~o la f (x~ , ... , xn) secondo 1’0’ 1’1; si otterrà una
forma del tipo : 

,

Sostituendo le (*) nella f (xi) al posto delle :r; si ha:

identicamente nelle vo , v, .

(34) Questa ipotesi serve solo per semplificare alcuni calcoli, e si po-
trebbe benissimo non farla.

(3~) Si ricordino le osservazioni del n. 6 sulle soluzioni isolate.
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Perchè ciò sia, dovranno sussistere le:

dove la prima sommatoria è estesa a tutti quei valori di 1~ e k

la cui somma è s.

Tali equazioni possono anche scriversi:

Esse in uno spazio conveniente definiscono una
varietà W che vogliamo far vedere essere irriducibile o pura, e
di dimensione regolare.

Per vedere ciò basterà specializzare convenientemente le

a,,,~, in K, e verificare che la W’ specializzata è irriducibile.
Si annullino perciò tutte le a;,,_,. con i ~ s - r. Si ottiene

la W’ definita dalle :

in cui inoltre vanno considerati solo quegli i. per cui :

È d’ altra parte evidente che queste si riducono alle ~z + v + 1
. 

equazioni :
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che rappresentano effettivamente una W’ pura e di dimensione

regolare rispetto il numero delle equazioni.
L’ esempio che abbiamo dato anche perchè offre interessanti

sviluppi e prospettive, sui quali ci ripromettiamo di tornare in
altri lavori, permette, sia pur vagamente, d’ intravvedere una

possibilità di studio di eventuali criteri di generalità, tramite
opportune specializzazioni sistematicamente applicate a categorie
sempre più vaste di varietà.

Dopociò, senza attardarci più oltre nell’ approfondimento dello
studio delle varietà unisecanti, su cui contiamo di ritornare, e

specie del loro insieme, passiamo alla esposizione di un gruppo
di teoremi, che conseguono dal Teor. 1.

14. - Iniziamo col dimostrare il teorema :

TEOREMA 2 : K ~.S’e 7r(~,.~~,_~) mod f (xi ~~~~~ x p -~-r..~.. 1~ è

una estensione di dimensione p + 14 su K, tale che la va1rietà
di equazione: ’

contenga un sistema di dimensione , p , generale e

d’ indice uno di varietà algebriche la czci generica sia

rappresentata da un conveniente primo : -. .

dato sul corpo di K’ K (u) 
... , up + 1 ) = 0 , ioa c~c~; cioè le f sono del tipo :

si yuò trovare in. K (xi) luogo di 00 P spaxi lineari

Sr ad r dinte~asio~ti tale che la V P +,, data può essere 

sentata Slt essa contata (n - 1) volte in piodo che il 1:p, gene-
rale, delle sue W" si tras formi in un di spaxi lineari

(n - 1) pli Br, che lJotrà anxi sempi-e ridursi ad un sistenm
di spaxi passanti per un conveniente spazio lineare ~· .

4.~
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Intanto sistema algebrico Bp d’indice 1 significa notoria-

mente che per un punto della passa una ed una sola YVr

del ~p , ossia in termini algebrici che se si costruisce l’ ideale in-

dividuato dalle f pensate nelle variabili u1, .... , 2cP +1 e dalla

cp = 0 , cioè 1’ ideale :

la sua varietà di radici nello 8p +1 [z~~l . ~ ~ ~ 1lp +1] affine deve ri-

dursi ad un solo punto.
Partendo da tale ipotesi si eliminino (36) ad es. le U3 I"- 

dalle :

Si perverrà a certi polinomi risultanti :

nella sola indeterminata ...

I polinomi gj ammetteranno un massimo comune divisore,
che sarà un certo polinomio nelle x; ed ~t~ di un certo grado X
in ul , e, sia :

per cui :

essendo ora le h prive di divisori comuni in 
Si scomponga il polinomio la (x, icl) nei suoi fattori lineari

rispetto lt~ in un certo sopracorpo K di riduzione di 

r) , ottenendo una espressione del tipo :

(36) Si confuonti : VAN DER Algebraische § 31.
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dove P (x) appartiene a I~ (.1.;), e le ~i al sovracorpo 1(.

Si specializzino dopociò le x, in modo che le x’ specializzate
soddisfino la f (xí ~..., xp +r +1) = 0 : vi sarà allora un solo valore

di radice di : h (x, 2c1), e quindi i valori specializzati ~~ delle
i, sono fra loro eguali. Ma ciò è allora vero per delle xi g;ene-

riche (37), e pertanto si può genericamente scrivere :

Da qui, eguagliando i coefficienti, consegue che p deve ap-

partenere a K (Xi’ ... , x p +r ~..1)~
Analogamente si può procedere per le altre u;, e si con-

clude che esse appartengono tutte a K (x), e perciò :

ossia H è una estensione di dimensione di K’ I~ ( u).
Sianio quindi di fronte ad una W§i definita nel corpo di

funzíoni algebriche K’, generale per ipotesi, perchè tale è stato

supposto 1’ iusierue delle sue specializzazioni : é noltre soddi-

sfatta la condizione necessaria e sufficiente : A &#x3E; 0 ; si può
quindi applicare il Teor. 1, il quale ci garantisce, in tali condi-

zioni) della esistenza in di certi elementi tl , f2 , ... ,
tali i che :

con C~ ~t~ s ..., tr+.,) polinomio di grado 11- L in 

Se si considerano ora le equazioni :

(3;) VAN DER WAERDEN, 11, V.
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con a elemento di K, esse rappresentano in uno I [xo , ... ,
proiettivo, una V’+,. su H, su cui, contata (~a - 1)

volte, si rappresenta la data V,. + p . Si tratta inoltre evidente-

mente della varietà di equazione :

che nello è appunto una ipersuperficie conica costituita

da ooP passanti tutti per lo 8’.-1 di equazioni :

ed ogni Sr è immagine di una 1~~ tramite le e-

quazioni :

Con ciò il teorema è completamente dimostrato.
È bene notare che la rappresentazione cos  ottenuta è di

natura particolare, nel senso che può benissimo esservi una

rappresentabile su una Vl+r di ordine m

(eguale cioè all’ ordine di Cf ~u)), ma non in modo che il £p
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delle sue Wr si trasformi in un sistema di spazi lineari

Insisteremo particolarmente su ciò fra poco in un

caso particolare, molto importante, del Teor. 2.
Enunciamo ancora, prima di proseguire, il Teor. 2 in puro

linguaggio geometrico :
« Una ’varietà V p ~,, di di ~nerasione p + r, con un sistema

algebrico generale di ad r dimensioni (ovvero biraxio-
nalmente ey2ciralente ad con un sistema di questo
tipo), si può raxio~aalmente trasformare in una ’varietà 

(~z - 1 ) - pla di spazi lineari ad r dionensio~ai, rappresentativi
del sistema, se e solo se :

15. - Si supponga ora, in tutte le ipotesi del Teor. 2, che

la 9 (u~ , u2 , ... , 1tp .~ 1 ) = 0 , sia un polinomio lineare nelle Ui,
ovvero sia birazionalmente trasformabile in un tale polinomio, cioè
si supponga che rappresenti una iper-
superficie razionale dello Sp +1 [2~c, , ... , + 1 ] a~ne.

Si perverrà allora alla fine del procedimento del numero

precedente, ad una di equazione : 
’

che rappresenta un iperpiano di un conveniente ~S’,. +P ~ 1 proiet-
tivo. Pertanto la data può in tal caso rappresentarsi in

uno spazio multiplo d’ ordiiie (u - 1), in modo inoltre che
il Sp delle. Wi si trasformi ora nel sistema di tutti gli 8, pas-
santi per un 8,,-1 dello Sr+p .

, 

Chiamando razionale un £p di W" del tipo sopradescritto,
si potrà allora enunciare il seguente corollario del Teor. 2:

3: ~~/(~,~r’.~p+r+l)mod/(~~..~p,,~~)
è una este~asio~ae di dimensioue p -r- r su, K, tale che la va-

rietà VP +,, di equazione : 1
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contenga nn sis~enra di ~i utetaaio~te p , genei-ale,
e d’indice ltno di di CLL~YLGlLS’LOIL~ r, la 

un ltno spaxio lineare (n -- 1 ) plo stc

.K (x) se e solo se : 

. 

P r

L·t sullo 5’~~ eseguirsi in che
. p r 

’

alle della 
r gli (n - 1) - pii per un

S » °
È per di più evidente che, sempre nelle ipotesi del Teor. 2,

se la generica Wr è razionale e se la solrc.-
zione nella :

sic è sufficcnte per rappresentare Lcc W n su un ,5,.
in la si .seothltce~~aejtte sulla

1 
- 

-

p+r

che costituisce allora una trasformata birazionale della VP+,, ed
è in particolare un iperpiano se il Sp è razionale, caso che cer-
tamente si presenta ad es. quando n = 2 , cioè quando si è di
fronte a con sistemi di quadriche, che è un caso già com-
pletamente trattato, come estensione del Teor. di NOETHER (38), da .

C~8) M. NOETHER, Ueber ivelche Sohaaren rationaler Kur1Jen
besitzen, « Math. Ann.., Bd. 3, 1871. Per una esposizione: F. CONFORTO :
Le superficie razionali (Bologna, Zanichelli, 1939), Lib. II, cap. I.
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F. CONFORTO e 9) per quanto riguarda la sufficienza della condi-

zione A &#x3E; 0 .
U. ~VIORIN (~O), studiando le contenenti un sistema 

di coniche (o di curve razionali) razionale e d’indice uno, ha

introdotto la nozione di r~xxio~ialith lineare per significare che

la è razionale, ma per di più in n10d0 che le curve del si-

stema che essa contiene si rappresentino in una stella di rette.

La razionalità semplice e quella lineare costituiscono infatti

due fatti differenti, come già risulta dalla esistenza di congruenze
di coniche non trasformabili birazionalmente in stelle di rette (41).

E pertanto ovvio estendere tale denomiuazione ad una VP+,
per cui si verifichino le condizioni specificate sopra. Si può al-

lora brevemente raccogliere questi ragionamenti enunciando in

puri termini geometrici che :

TKORMMà 4 : « Cotidixione necessaria e sufficiente perchè 
V p+,. ad p + r di~neosi.orai, che contenga un sistema atgebrico
Ep di dzme~asiorae p , generale e uno di W~ ra~io~taZi
ad r dLnaensio~2i e d’ordine 2~ (od una sua tras formata biraxio-
nale) sia liraearrnelate ra~~ur~.5~e~atabile su un coi o di 00 P Srper
uuo che :

e che la conoscenza di 2cn punto szclla generica W» pernzetta
di rappresentarla su un in K’ .K ~ZC) .

In particolare se è raziortale, la V p+,. è lirzear~fzente

raxionale.

~ v3) F. CONFORTO, Su un classico teorema di Noether ete.... , Rend.
Acc. It. Serie VII, voi. 11, 1940.

(40) U. MORIN, Sulle varietà algebriche clae contengono sistema di

ourve raxionali, « Rend. Sem . Mat. della Università di Padova », Anno IX,
n. 3-4 ( 1938) .

(41) D. MONTESANO, Sui vari tipi di congruen~~e lineari di coniche
dello spaxio, «Rend. Acc. di Napoli », 1895. (Due note).
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16. - Ci occuperemo in questo numero di una Z’P+,. di e-

quazione :

contenente un sistema generale 00 p di Wi, non più d’indice

uno, bens  d’indice 8 &#x3E; 1 .

Ciò vt ol dire che per un punto generico della Vp-.~, pas-
sano 8 W,4 del Sp. Si riprendano allora in tale ipotesi le eo~~si-

rlerazioni del 11. 19.

L’ideale B, ancora zero-dimensionale, deve ora rappresentare
per delle generiche :~;i a punti dello [u~, Si

eliminino ancora le 112 tra (x ... 
= O e

2 e si consideri il 1 )i. C. D. dei po-

lltlt)I111 ~J~ cui si perviene. Se si specializzano le x, -~ x; , in modo che :

/’(~,..., = ~ , si avrà: 1

poichè si devono trovare solo 8 valori distinti per Ciò varrà

ancora per delle xi generiche, e quindi C soddisfa una equazione
di grado a in K (x), cioè lt~ appartiene ad una estensione di

grado 8 di K(.r). Aualogamente si può dire per 
Sia allora I~ (.~) il 1 corpo che contiene che si

può costruire con l’ aggiunziune di )( per lt~, di ~i’ per li2,

etc.... , per cui le rc; sono elementi tutti di grado ò, tali inoltre
che se si determina resta di conseguenza determinata ogni
altra 

Si consideri la /’(:(;1... = 0 definita su K (x) D K (x),
anziehè su K(x), e si proceda come al 11. 19 facendo assolvere

da 1’ uf’ficio di .K (x).
La varietà defiui ta su I~ (x~ di equazioni:



41

è ora in corrispondenza (1, ò) con la data. Cioè la Vp+,.
si rappresenta linearmente (42) sui gruppi di una involuzione
d’ordine a di una che è ancora un cono di Sr per nno

.S,.-~, dove si suppone sempre che un punto di Wt noto su K (u)
permetta di rappresentarla razionalmente su un 5,.. ,

~i può quic~di concludere col teore~ua:

5 : «Condizione nP.ce.S.S(L7’La e sufficiente perchè una
Vp+,. contenente ltll oop , d’ indice 9 &#x3E; 1, di
W: raxionali tali che la un della gene-
rica (su K (rc) ) sia per rappresentarla svc uno S’,. i~a
K (lt), sia ad una inwoluxio~te d’or-
ditie 8 di zmta Vp,, appartenente ad una estensione finita al-

gebrica di I((x), è che 1.ie3ca: A &#x3E; 0 ~.
,Se, in particolare il sistema ~P è razionale la riesce

linearmente uni razionale.

17. Dediehia~~~o questo numero ad alcune osservazioni e

rilievi, che hanno bisogno di precisare i problemi sin’ ora risolti
e ~ nelli che restanu da risolvere, nonchè il posto che occupano
alcune idee che abbiamo svolte in nn ordine generale di pensiero.

(’J~~) chitro cosa slga fichi in tal caso « linear~nente ». La generica TV"
del ’5 .:p si rappresAnta razionalmente su un Br del cono, ma ad un punto
della V p+r corrispondono 8 punti della che giacciano nei b Sr as-

sociati alle 8 passanti per quel punto.
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È ovvio anzitutto che questo lavoro è dominato dalla con-

dizione di generalità che dà in tutto esso il confine e la portata
delle deduzioni, e che nello stesso teropo, in tale ambito, resta

completamente risolto il problema propostoci.
Infatti, ragionando per semplicità di discorso nel caso che

si ricerchi l’eventuale razionalità lineare di una Vp+, conte-

nente un sistema algebrico d’indice uno di WO di dimensione r

(Teor. 4), si potrà procedere nel seguente ordine.
Si guardi anzitutto se A = r -~- 2 è positivo o no. Se

A riesce positivo non ha alcun interesse la generalità della W"
su (1-’), cioè sia essa generale o no, la è linearmente ra-

zionale, sempre qualora la W) possa rappresentarsi in 
su con la conoscenza di un solo punto. Ciò, se la Vp+r
è generale, deriva dal se non lo è, la cosa è a maggior
motivo vera perche l’ ideale 1 * associato alla ha allora

dimensione maggiore della generica, e quindi il sistema dei. po-

linomi che lo formano arnn~ette, a fortiori, soluzioni non isolate.

Se invece .4~0, entra in gioco in modo decisivo la ca-

ratteristica di generalità. Occorrerà allora esaminare 1’ ideale 1*

e vederne la dimensione. Se essa è eguale a quella generica di

un ideale 1 formato da altrettanti polinomi generici nello stesso
numero di variabili, la W" è generale su !( (’u), e per il Teor.

4, essa non è lineamente razionale rispetto quel e si può
dirla linearmente irra~ionale.

Ed anche in tal caso la questione è completamente risolta.

Se invece l’ ideale 1* ha dimensione maggiore di quella ge-
nerica (~3) la W~ non è generale, e resta allora aperta la via ad
una discussione più approfondita. Si tratta, più precisamente, di

vedere se la non generalità della W) sia sufficiente perchè I * abbia
almeno dimensione uno.

(43) Mi sembra abbastanza opportuno introdurre sistematicamente per

uno stesso ideale I una distinzione fra la sua dimonsione e f f ettivc~ e la sua

virtuale, chiamando virtuale quella che gli spetterebbe in base al numero

delle equazioni e delle variabili;~ e sarà forse conveniente introdurre dimen-

sioni virtuali negative. 
°
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Il problema può porsi in termini più interessanti. Si sup-
ponga che per una certa riesca : A ~ 0, e che la

W" sia generale. Si può allora chiedere : « Quali relazioni do-
vranno esistere fra i dati del problema, se è possibile, perchè
l’ideale I* acquisti dimensione almeno eguale ad uno? E quale
significato geometrico hanno tali relazioni ? »

U. MORIN ha risolto, ponendosi dal puro punto di vista geo-
metrico, tale questione nel caso particolare di una V,.+, con oo ’’

coniche nel suo lavoro già citato, ed ha trovato in tal caso una

condizione necessaria e sufficente per la razionalità lineare consi-
stente nella separabilità razionale su X in due varietà distinte,
della varietà descritta dalle coniche degeneri della 

Già in tal caso non si conosce tuttavia una dimostrazione

puramente algebrica nello spirito di questo lavoro, e niente si sa
per ogni altro caso di questo problema suggestivo e di alto
interesse.

Una sua completa risoluzione, insieme ad uno studio siste-
matico delle irrazionalità minime che occorrono nella rappresen-
tazione di una Wt razionale, non mancherebbe di fornire cono-

scenze assai importanti sulla geometria birazionale delle varietà
a più dimensioni.

Vogliamo infine notare inversamente un aspetto delle ricer-
che da noi svolte, che però, crediamo, riuscire utile talvolta. Si

supponga perciò di avere una VP+r con un Ep di e di sapere
già, per una qualsiasi via, che la è linearmente razionale e
che non è soddisfatta la condizione A &#x3E; 0 . Si potrà allora af-
fermare che il ~P necessariamente è un sistema particolare, e

qualora si conoscessero quei criteri cui sopra si è alluso, si po-
trebbe anche precisare la natura della sua particolarità.


