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CRITERI DI ESISTENZA PER UN PROBLEMA
AL CONTORNO RELATIVO ALL’EQUAZIONE
y=fx,9;N

Nota (*) di Giuskepr Zwirser (@ Ferrara).

In due miei lavori ho stabilito, fra 1’ altro, delle condizioni
sufficienti per I’esistenza di almeno una soluzione per il pro-
blema :
(I ; ¥ (X) =1 (x, 9(x))

Y(X) =0, y(x1) =3

nelle incognite A e y(x) (1).

Recentemente K. Cariero (2) ha esaminato il problema pi
generale :

Y@)=fx,y(x); N
V(X)) =1 (N, y(x) =, (M)

(1)

e, applicando un metodo dovuto a G. Stampaccmia (%), ha stabi-

(*) Perveauta in Redazione il 1. Settembre 1949.

(1) G. Zwirner : Sull’equazione y" — X f (x,y) [Rendiconti del Serninario
Matematico dell’ Universita di Padova, vol. XV (1946), pp. 33-39]; Alcuns
teoremi sulle equaxzioni differenxiali dipendenti da un parametro [Annali
Triestini dell’ Universitad di Trieste, serie IV, vol. II (1946-47)].

(2) F. Carigro: Su un problema ai limiti relativo all equaxione
y' =f(x,y,1) [Giornale di Matematiche di Battaglini, serie IV, vol. LXXVII
(1947-48), pp. 145-168].

(3) G. SrampaccHia: Sulle condizioni che determinano gli integrali di
un sistema di due equaxioni differemxiali ordinarie del primo ordine.
[Rend. Acc. Naz. Lincei serie 8, vol. 2 (1947), pp. 411-418].
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lito, fra Daltro, un teorema di esistenza per le soluzioni del
problema considerato.
In questa Nota, dopo aver esteso (n. 1, 2) il teorema di
F. Carikro, do altri criteri di risolubilita del sistema II).
Esamino poi (n. 7) il problema

| Y () =Fx, 9(x)3 )

<

[ y(x0) =yo, ¥ (x) =

dandone un criterio di esistenza per le soluzioni.

1.  Dimostriamo il seguente:

TroreMa. Sia f(x,y;)) una funzione ovunque finita
nella striscia S:

S: p<x<x,—oy<+tw,asri<b

e ivi misurabile rispetto a x e continua rispetto a (¥, \).
Supponiamo inoltre che:

a) in corrispondenza ad ogni numero reale e Positivo
M esista una funzione ¢ (x) non negativa e sommabile in

i: X=x=x
tale che nel campo C:
C: X<x<Xx,|y—Y|=M,a<r<b
sia :
(1) fix.yiNi=¢x)
e che, almeno per M abbastanza grande, sia:
b |

() , cix)dx =M :

o
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b) fissato un numero y,, con |y, —y,| < M, esislano
due_funzioni a, (x), a,(x) continue in i, soddisfacenti ivi
alle condizioni :

3) oy () =y [ <M, [ay(X) —yo i< M,
a,(Xp) = Yo ’ Gy (X0) = Yo ,
(%) <y, ) ay (X)) =y, )

e tali che le funzioni

al(x)—jﬂt,a,(t);a)dt , ff(t,az(t)§b)dt“‘°‘2(x)

{«,cx) —[r¢. s @; 0 az, ff(t, 2 (8): @) df — ay ()

siano non decrescenti in i.
In tali ipotesi il problema (4):

) ( Y@ =f(x,y(x);N
(Y (X)) = Y0, ¥(x3) =y,

ammelle almeno una soluzione (°) [\, yo(x)], con Yo (x)
assolutamente continua in i (8).

(%) Solamente per semplicitd consideriamo nel problema (®) le condizioni
al contorno y(xq) = yo, y () =y;. Il caso pitt generale, gia considerato
da F. Cariero nel lavoro citato in (2), che si ha quando si impone all’ inte-
grale y (x) le condizioni Ye(Xo) =, (A), ¥(x)=19¢:(1), con ¢ &), Pa(X)
opportune funzioni continue di A in (a, b), si tratta in modo perfettamente
analogo al caso da noi preso in esame.

(5 Naturalmente 1’equazione 3'(x) = f (x.7(x); A) sara soddisfatta
quasi ovunque in .

(6) Il teorema dato da F. Cariero nel lavoro citato in (2) si deduce da
quello da noi enunciato supponendo la f(x,y; 1), in tutta la striscia S
minore, in modulo, di una funzione della variabile x sommabile in i e sup-
poneundo inoltre le funzioni a;(x), x4 (x) assolutamente continue in i.

U
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Per dimostrare il teorema enunciato poniamo :

Fx,y;N=f(x,y;}) in C,
F(x, ;N =Ff (%, YoM\ perxo < x<x,y =y, + M,a <2<,
F(x.y;: N =f (X3, — M:\) per X < X< X,y <V ~-M;a<<2A<b.

La funzione F (x,y; ) cosi definita & misurabile rispetto
a X, continua rispetto a (y,A) in tutta la striscia S soddisfa-
cendo ivi, per la (1), alla

(6) |Flx,y;s N <9 (.
Inoltre, essendo, per le (3),
F (%0, (%) 50 = f (%6, aa (x) 3 N) 5 F (%, 20 (x); 1) = f (%, % (X) 5 4)

le funzioni

@« —fF(t,a.a);a)dt , fF(t,a,(t);bm—a,(x)

(1) [a,(x) —[F(t, a,(t):b)dt fF(t, o (8);a) dt — oy (x)
N zg
sono non decrescenti in i.

Consideriamo allora il problema

( YV (x) =F(x,y(x);MN
(8)

V(%) = Yo, Y(X1) =)

e facciamo vedere che ammette almeno una soluzione [Aq. ¥, (X)},
con y,(x) assolutamente continua in i.
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Infatti, 1’ equazione

(9) y=yo+[F(t,y;x>dt,

per le ipotesi fatte (7), ammette, per ogni valore di A dell’inter-
vallo a << A << b, almeno un integrale il cui campo di defini-
zione e di ogni altro eventuale & tutto 1’intervallo i.

Esisteranno allora almeno due integrali dell’equazione (9),
Y, (x), Y,(x), corrispondenti rispettivamente ai valori a e & del
parametro A, i quali, per la non decrescenza delle funzioni (7)
[(7)] e per un noto teorema di confronto (), soddisferanno in
tutto i alle limitazioni :

(7) C. Caratuiobory: Vorlesungen iiber reelle Funktionen [Teubner,
Lipsia, 13 ed. (1918)], §§ 576-5682.

(8) Questo teorema di confronto si pud enunciare nella forma seguente :

St f(v,y) una funxzione misurabile rispetto a x e continua rispetto
a y nella striscia :

a<x<b, —-wly<+x

e soddisfacera vt alla
P f,9) | <q(,
con g(x) (non negativa e) sommabile in a < x <b.

Sin w, (x) una funxzione continua in a < v < b e supponiamo che la

funzione
®1(%) —ff(t, 0 (f) dt

‘sia mon decrescente in a < x < b.

In tali ipotesi, detto xy un punte di (a, b), esiste almeno una solu-
atone y (x) dell equasione

x

y=2; *rjf(t,y) dt

*o

soddisfacente alle limitasions:

10
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Nix) <a(x) , Ya(x) =o0s(x)
[Ye(0) <o (%), Yi(x) = 0y (x)]
e quindi
Vi) = a(x) <y, Yelo) = a(6) =g
[ex)<a@x) <y, Yi(x)=0ax)=y)].

Giunti a questo punto, si prova, con lo stesso ragionamento
svolto da F. Carrro nel lavoro citato (%), che il problema (8)
ammette almeno una soluzione [Ay, y,(x)], con y,(x) assoluta-
mente continua in i.

y(x) < o1(%) per xg-_ x _<_ b se Vo < o, (xg)

Y >o(x)  pr a<x <% se oy >0,

Analogamente, detla wy(x) una funzione continua in a < x < b, sia
x
w;(r) — ]f (t, ma(t)) dt
o

non crescente in a << x < b, esiste allora almeno una soluziome y(x)
dell equaxione considerata soddisfucente wlle limitaxioni :

YO S0y per x < x<b  se ¥y oa(v,

V(%) < oma(x) per alx<Txg SC ¥y < ma(xy).

(Questo teorema, nella ipotesi che la f (v, ¥) sia continua rispetto a
(%, %) ¢ stato dimostrato da E. Basana : Confronto e dipendenza dai para-
metri deyli integrali delle equazioni differenziali [Nota 1 e 1I, Rendiconti
dell’ Ace. Naz, dei Lincei, s. VIIL vol. 3 (1947), pp. 158-271] e, nella ipo-
tesi che f (v, ¥) sia continua rispetto a ¥ e misurabile rispetto a x da F.
Cariero ¢ Su due teorems di confronto relalici ad un’ equasione difjeren:iule
ordinarie del primo ordine [Boll. dell’ Un. Mat. Italiana, s. I, anno 111
(1948), pp. 124-128].

(M Cfr. loe, cit. (), pp. 153-5.
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Dalla (6) e dalla (2) si trae:
)
Bl =3l < [p0dx <M n<x<x)
&'0
e quindi [Ag, yo(x)] & anche una soluzione del problerﬁa (5).

2. - Dal teorema generale dimostrato segue il seguente cri-
terio di esistenza:

Se, ferme restando tutte le allre ipotesi falte nel teo-
rema precedente, si sostituisce la b) con la :

V') esistano due funzioni p,(x), py(x) [p,(x) < ¢(x),
P2 (x) > — ¢ (x)] somwnabili in i e tali che in tutto il
Campo: Xo = X< Xy, |y —Yo| < M, sia:

fx,y;0) <pi(x)  [fix,y;a) > p,(x)]

(11)

flx,y;0)>ps(x)  [f(x,y;0)<p, (%]
con
(12) /pl(x) dx Sy.——yo;]pg(x) ax>y—y

allora il problemn (5) ammette almeno una soluzione
(hos Yo (X)], con y,(x) assolutamente conlinua in i.
Infatti, posto

2

o (x) =y, + /p.(t) at , ay(x)=y,+ /‘pz(t) dt

] EN

per le (1), (2), {l11) e (12) si ha:

P (X) =Y <M, lau(x) —y, =M (x,<x<x),
7 (X.) : yl ) Ay (xl) 2)’]
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mentre per le (11) risulta, quasi ovunque in £,

fx,a(x);a) <ai(x) , f(x,a(x); b)=a(x)
(f (xy0(x); @) >z (x) , f(x,0(x); 8) < ai(x)]

ciog¢ le funzioni :

a,(x)—ffa,al(t):a)dt L [fitalt)ib) dt — e

[a,(x)——ff(t, o, (f);b)dt [f(t,a,(t); a) dt — a,(x)

Zh

sono non decrescenti in i.
In virta allora del teorema precedente resta senz’altro pro-
vato il criterio enunciato.

3. - Dimostriamo ora un secondo teorema di esistenza sempre
relativo allo stesso problema.

TroreMa. Il problema (5) ammette almeno una soluzione
Aoy Yo (x)], con yo(x) assolutamente continua in i, se:

I) f(x,y; N é continua rispetto a (y,\) e misurabile
rispetto a x nello strato S:

S: %<xLx, —oly<+», alrlb;
IT) soddisfa in S alla disuguaglianza :
(13) Ifx, ;N <Bx) ¢ () +1(%)

dove B(x), 7(x) sono non negative e sommabili in i e ¢ (u)
continua e positiva in — o < u<+ x, con

(14) d(u) > K (K= cost.>0);

quest’ ultima condizione potendosi sopprimere quando 7 (X)
é identicamente nulla ;
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IIl) esiste un numero positivo N tale che

—|¥ol Ty

q)(u)zfﬁ(x ) dx + K[ (¥ dx,
(15)

¢<u>—f‘*"‘) ax+ Kf

1V) esistono due funzioni o,(x), o,(x) continue in i e
wi soddisfacenti alle limitazions :

(16) 0@ |[<N , Ja@|<N
%1 (%a) =Y, 01 (X)) Y1 s 02 (%) = Yo, 0 (X1} Z 31,

tali che le funzioni

cl(x)—-/f(t,c.(t);a) dt , fft,o,(t);b) dt— o,(x)

[cx(x) - ff(t, 51 (t); b) dt ,f/(t,w);a) dt — oy(x)

siano non decrescenti in i.
Sia p(x) =0 una funzione sommabile in i tale che sia

[fe, ;0] < px)
per X, < x <X, (YI<N, a<\i<b e poniamo:

fo(xsy§ )‘)=f(x7y; )

oppure
fox,y: M =p(x) , f, (x,¥; %) =—p(x)

a seconda che
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TR RIESTR

oppure

flx,y; 0>, fxy )< —p(x)

di guisa che per |y| < N si ha fy (x, y; ) =f(x,y; M.

La fanzione f; (x,y:\) cosi definita risulta evidentemente
continua rispetto a (y, \), misurabile rispetto a x in §, sod-
disfa ivi alla

[ folx, 730 | < plx)
ed essendo, per le (16),
fo(%,01(%); ) =f (%, 61 (%) ;1) 5 fo(%,02(X); 1) =/ (%, 0:(x) ;1)

le funzioni :

5 (%) — j'fo ¢, o b)) dt fﬁ. (¢, oa(t); B) dE— 5y()
£ xg

ol(x)—[fo(t, 5 (); B) dt j'fo(t,oz(o; a) dt — oy (x)

sono non decrescenti in i.
In queste ipotesi, per il teorema del n. 1, il problema

i Y x)=/fo(x,y(%); M)
y(X) =Yo, ¥ (X1) =N

ammette almeno una soluzione [Ag, ¥,(x)], con y,(x) assoluta-
mente continua in i.
Risultando inoltre verificata in § la

1o, s DILIf i NI<B@) ¢ +1(0)
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dalle (14) e (15) segue che in { risulta :
Yo%) =N

e quindi [X,, y4(x)] & anche una soluzione del problema (5).

4. - 11 teorema del n. 3 continua ancora a sussistere anche
se, ferme restando tutte le altre ipotesi fatte nel teorema
del numero precedente, si sostituisce la IV) con la:

IV’) nel campo
X<x<x,|y|<N
risulta »
fl,y;a)<q(x)  [f(x,9;0)> g (0)]
F,9:0)>¢(0)  [f(x,5; 9 <q,(%)]

(17)
dove ¢y (x), g:(x) sono sommabili in i » CON
z) . %1
/q.(x) ax <h—y , /qz(x) ax 23—
“0 =)

Osserviamo innanzi tutto che esiste sempre almeno un inte-
grale u(x) dell’ equazione

y=1301+ [ B0 40 + (0] at
e un integrale v (x) dell’ equazione

==l = [ B0 + (0] at

o

che si possono definire in tutto i e che, per le (15), verificano
ivi alle limitazioni

(18) Yol <u(v) <N, —N<ov()<—ly].
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Definiamo ora, in S, la funzione F,(x,y;\) nel modo che
segue.
Poniamo :

fx, ;0 per v(x) <y<u(x),
Fy(x,y; )= { f(x, u(x); \) per y2>u(x),
fx,v(x);X) per y<uv(x).
La F,(x,y; L) cosi definita risulta continua rispetto a (v, \)
e misurabile rispetto a x nello strato S risultando ivi, per Ia
(13), in modulo minore di una conveniente funzione della x
(non negativa e) sommabile in i.
Inoltre per le (17) e (18) in tutto il campo x, < x < x,
— o <y< + o, risulta:
Fo(x,y;0) <qi(x) (Fo(x,y;a)> q:.(x)],
Fo(x,y; 8) > ¢x(%) [(Fo(x,9;8) < q:(x)].

In virta allora del criterio del n, 2, il problema

Y (x)=F(x,yx); )
Y (x)=,yx) =n

ammette almeno una soluzione [X,, ¥,(x)], con y,(v) assoluta-
mente continua in i.

Per provare quindi il teorema enunciato bastera dimostrare
che in i risulta: -

(19) v (%) <30(2) < u(x).
Infatti supposto, per assurdo, che la seconda delle (19) non
sia soddisfatta in tutto i, diciamo 7 un punto di  in cui riesce

Yo(n) >u(n) e (a', d') il massimo intervallo contenente v e con-
tenuto in i nel cui interno sia sempre

(20) Yo (%) >> u(x) a<lxb;
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sara

(1) @) =ua’).

Avendosi, in @’ <x < ¥,
Fy (%, 30(2); M) =f (x, u(x); 1)

e tenuto conto delle (13), (21), si avra, per ogni x dell’inter-
vallo (a’, #'),

»
30(e) — () = [ £, w00 2 — 8O b(u () —1(0] dt <

a’

< f (B (£) (8(®) +1(8) — B(H) § (2(8) — 1(8)] dE = 0

al

il che contraddice la (20).
- In modo analogo si prova che sussiste in tutta i la prima
delle (19).

5. - Il teorema del n. 3 continua ancora a sussistere se,
ferme restando tutte le altre ipotesi, si sostituisce la I1I)
e le (14), (16) con le :

') esistono due funzioni t, (x), % (x) [c (x) <t (x) per
x ¥ xo] continue in i, soddisfacenti alle condizioni

(%) <N, (X)) <y T(x) > Yoy Ta(x1) > W

e tali che le funzioni
(22) ©(x) — f [B(O) 4(5(0) -+ 10) e, w(x) — [[BOe0) + 1(0)

sono non decrescenti in i;
(14') ¢ (u) & non negativa e continua in — o <<u <+ o
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(16") risulta in i

5 (%) <o @) <n® , T <o) <n(x).

Introduciamo la funzione

fx,v; N per t(x) <y <tn(¥)

fx, w(x); ) per > 1(x)

g(xa.y;)‘) =
ySn(x),

f(x, 7 (x); A) per

misurabile rispetto a x, continua rispetto a (y, A) nella striscia
S e soddisfacente ivi, per la (13), ad una limitazione del tipo

[&(x, 530 | < palx)

con ., (+) =0 sommabile in .
Risulta inoltre, per la (16'),

g(x,0(x); M) =f(x,0(%); ), &(%, 02 (%) 3 N) = f (%, 62 (%) 5 1)

e quindi le funzioni

ww— gt aiaat , [glt,o@;pat-al

[M@—Jéamﬁnmdt,fgm%upmdn-mw

sono non decrescenti in i.
In queste ipotesi, per quanto abbiamo visto, il problema

éym=gw4unn
Y (%) = Yo ¥ (¥1) =N

ammette almeno una soluzione [Ag, ¥o(%)], con y,(x) assoluta-

mente continua in i,
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Bastera allora dimostrare che in i risulta
(23) (%) < Yo(x) < ()

per aver provato 1’affermazione fatta.

A tale scopo supponiamo, per assurdo, che in un punto §
di (x,, x,) risulti y,(&) > 1,(§) e diciamo (a,, b,) il massimo in-
tervallo contenente £ e contenuto in (a,, 8,) in cui risulta sempre

(24) Yo (x) >1,(x) a < x<b;
sara
(25) Yo(@) = %(@) , y(b) =1(b) .

Tenendo ora presente che in a; < x < b, risulta
£ (%, Y0(2); M) == f (%, %2 (%) 5 No) < B(x) §(ra(%)) - 7 (%)

e ricordando la prima delle (25) e la non decrescenza delle fun-
zioni (22), in @, <x < b, si ha:

J0(2) — (%) = 30 (@) + f gt 3B\ df — 5 (%) <

<t (@) + f[ﬂ(t)wz(t))+7(t)]dt—rz(x)=

= (@) — [ (B(O) b (e (8)) + 7 ()] At +

+f[rs<t> b (2 (®) + 1(0] dt — w(x) <0

il che contraddice la (24).
Nello stesso modo si prova che in tutto i sussiste la prima
delle (23).

11
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6. - Il teorema del n. 5 continua ancora a sussistere anche
se, ferme restando tutte le altre ipolesi, si sostituisce la
IV) e la (16) con la:

IV") nel campo
B<x<xm, u@) <y <n®
risulta

flx,y;a) S n(x) (f(x,y;a) > n(x))
flx,2;8) > n(x) (f(x,2;8)<n(x))

dove n(x), ry(x) sono sommabili in i, con
) Zl

/”1 (x) dx SHh—D [r,(x) dx >y — Y -

%o %y

L’ affermazione fatta si dimostra con lo stesso procedimento
adoperato nel numero precedente e ricordando il teorema del
n. 2.

7. - In questo numero esamineremo il problema
Y X)) =f(x,5x);})
Y(x) = 30, ' (1) = v

(26)

dimostrando il seguente :

Trorema. Sia f(x,y; \) una funzione continua rispetio
a (y,\) e misurabile rispetto a x nel solito strato S.

In corrispondenza ad ogni numero positivo M esista
una funzione y (x) non negativa e sommabile in i tale che
nel campo D :

D: xosxan I}’—J’o|SM; aSXSb

riesca :
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(27) [f@x, ;0] <x@)

con (almeno per M abbastanza grande)
o

(28) f)((x) dx <M.

%o

Supponiamo inoltre che mnei punti (x,,y,\), con
ly—y | <M, la f(x,,y,N) sia continua vrispetto a (x,
¥, A e che sia

fxny50)<v [f(%,y;a) > V]

(29)
f@,p:0) > [f (%355 8) <H].
In tali ipotesi il problema (26) ammette almeno una
soluzione [hy, ¥o(x)], con y,(x) assolutamente continua in i.

Supposto dapprima che la f(x,y;\) soddisfaccia, oltre a
tutte le ipotesi dette, anche ad una condizione generalizzata di
Lipscuirz rispetto a y nel campo D, definiamo in S la funzione
G (x, y; }) nel modo che segue.

Poniamo :

G(x,y; \)=f(x,y; N in D,
G(x’y;)‘)=.f(xv.yo+M;)‘) Pery2y0+M,
Gx,y;N)=f(x,y0—M;}) Perysyo'—M-

La G (x,y; M) cosi definita risulta continua rispetto a (1, ),

misurabile rispetto a x e lipschitziana rispetto a y nella striscia
S soddisfacendo ivi, per le (27), (29), alle limitazioni:

(30) |G (2, y;N) | < x(x)
a1 Gx,y;a) <v (G (x1,y;5a) > V]
Bl G (x,y;6)>v (G (%1, y; b) <]

e nei punti (x,,y,\) risulta continua rispetto a (x,y, A).
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Si osservi inoltre che la soluzione y (x|A) dell’ equazione
z
Y=o +/ Gt,y; 1) dt
%o

¢ derivabile nel punto x, perché G(Z\:, y(x|X\); A\ & continua
in x.

Inoltre, poiche y (x|A) dipende con continuita dal parametro
A, lo stesso accade per V' (x| X) = G (%, ¥ (%:|N); N).

Per le (31), si ha y' (x,|a)<v e 3 (x| b)>v e quindi
ragionando come nel n. 1 si vede che il problema

(Y (%) =G (x,y(x); )
oy ) =0, ¥ () =

ammette almeno una soluzione [A,. Vo(x)], con y,(x) assoluta-
mente continna in . -
Inoltre, dalle (28) e (30) segue

| 30 (x) =30 | <M
in tutto i e quindi [y, y5(x)] & anche una soluzione del pro-
blema (26), per A == A,. La condizione di Lipscrirz si elimina
poi con procedimento adoperato nel n. 1 del mio lavoro citato
per secondo in (1).



