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CRITERI DI ESISTENZA PER UN PROBLEMA

AL CONTORNO RELATIVO ALL’ EQUAZIONE
y’ =f(x,y;03BB)

Nota (*) di GIUSEPPE ZWIRNER (a Ferrara).

In due miei lavori ho stabilito, fra l’ altro, delle condizioni
sufficienti per l’esistenza di almeno una soluzione per il pro-
blema :

nelle incognito 1 e y (x) (1).
Recentemente h’. CAFIERO (2) ha esaminato il problema più

generale :

e, applicando un metodo dovuto a G. STAMPACCHIA (3), ha stabi-

(*) Pervenuta in Redazione il 1. Settembre 1949.

(1) G. ZWIRNER : Ì ~Sull’equaxzo~ae y’ _- [Rendiconti del Serninario
llatematico dell’ Università di Padova, vol. XV (1946), pp. 33-39]; ~.lcuni
teorenai sulle equaxioni differenziali dipendenti da un parametro [A naali
Triestini dell’ Università di Trieste, serie ~v, vol. 11 (1946-47)].

(2) F. CAFIBRO : 8u un problema ai limiti relativo all’ equaxione
y’ = f (x, y, 7l) [Giornale di Matematiche di Battaglini, serie IV, vol. LXXVII
(1947-48), pp. 145-163J .

( 3) G. STAMPACCHIA 1 condizioni che determinano gli integrali di
un sistema di due equazioni differenziali ordi’iarie del primo ordine.
[Rend. Acc. Naz. Lincei serie ~3, vol. 2 (t947), pp. 411-418].



142

litu, fra l’altro, un teoremna di esistenza per le soluzioni del

probleina considerato.
In questa Nota, dopo aver esteso (n. 1, 2) il teorema di

CAFIJ4:RO, do altri criteri di i risolubilità del sistena 11).
Esamino poi (n. 7) il probleina 1 

,

dandone un criterio di esistenza per le soluzioni.

1. ~ Dimostriamo il seguente :

Sia f (x , y ; ).) ~una funzione ovunque finita
nella stJ’iscia S :

e ivi ~~aisu~rabile rispetto a x e continua rispetto a ( y, 7~).
.Su~ponia~no inoltre che :

a) in co~~ris~ondenza ad ogni numero ieale e positivo
M e.sista una funzione cp (x) non e sornrnabile in

tale che nel carnpo C :

sia : e

6’ che, abbastanza sia: 
’
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b) 
due funzioni Xi(A:), .S06Mz.S/~6~ ivi
alle co~d~xo~z.’

e tali che le funzioni

siano non decrescenti in i .

[¡~ tali ipotesi il (4) :

arrzrraette soluzio~aP (5) y. (x)] , C01l yo (x)
assolutr~r~2e~ate continua i~a i (6).

(4) Solamente per semplicità consideriamo nel problema (5) le condizioni
al contorno y (xo) Il caso più generale, già considerato
da F. CAFIERO nel lavoro citato in (2), che si ha quando si impone all’ inte-
grale y(x) le condizioni i = cP 2 (À), con (À), CP 2 ( ..)
opportune funzioni continue di 7~ in (a, b) , si tratta in modo perfettamente
analogo al caso da noi preso in esame.

(5) Naturalmente 1’ equazione y~ (x) = f (x , y (x) ; 7~) sarà soddisfatta
quasi- ovunque in t .

(6) Il teorema dato da F. CAPIERO nel lavoro citato in (2) si deduce da
quello da noi enunciato supponendo la f (x, y; ~) , in tutta la striscia S
minore, in modulo, di una funzione della variabile A- sommabile in i e sup-
ponendo iuoltre le funzioni as5-olutamente continue in i.
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Per dimostrare il teurema enunciato poniamo :

La funzione F (x, y; ~) cos  definita è misurabile rispetto
a x, continua rispetto a (y, ~) in tutta la striscia S soddisfa-

cendo ivi, per la (1), alla

Inoltre, essendo, per le (3) ,

le funzioni

sono non decrescenti in i ..

Consideriamo allur~ il problema

e facciamo vedere che ammette aln~eno mia Ro111zione [ko 9 y,, (x)],
con assolutamente continua in i.
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Infatti, inequazione

per le ipotesi fatte (1), amnette, per ogni valore di 7~ dell’ inter-

vallo a ~ ~ C b, almeno un integrale il cui campo di defini-

zione e di ogni altro eventuale è tutto 1’ intervallo i.

Esisteranno allora almeno due integrali dell’ equazione (9) ,
Y~ (x), Y2 (x) , corrispondenti rispettivamente ai valori a e b del

parametro ~, i quali, per la non decrescenza delle funzioni (7)
[(7’ ] e per un noto teorema di confronto (8), soddisferanno in

tutto i alle limitazioni :

(7) C. CARATHÉODORY : lTorlesunfJen iiber reelle Funktionen [Teubner,
Lipsia, la ed. ( 1918)], § § 576-582.

(8) Questo teorema di confronto si può enunciare nella forma seguente :

f (:~, y) una fun--,ioiie rispetto a x e contin’ua rispetto
a y nella 

e soddisfaccia. alla

con q(x) (non negativa e) sommabile in a  x  b .

co 1 (.Y) una rontinua in a ’S:~- [ b e suppo~2zan~o clr.e la

.sia non decrescente a  x  b . 

In tali detto xo 2cn 1)unto di (a , b) , esiste al neno una 8olu-

Aioiíe j, (a~) 

soddisf~ieente alle 
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e quindi

Giunti a questo punto, si prova, con lo stesso ragionamento
svolto da F. CAFIFRO nel lavoro citato (9), che il problema (8)
ammette almeno una soluzione [Ào , yn (x)], con Yo (x). assoluta-

mente continua in i.

~~~~ ( ~) ~i~r a ~ .~ ~ b , sia

non erescetlte in a C ;  b, esiate allorct al yieno soliíxione y (x)
soddisfacente aile 

Questo teorema, nella ipotesi che la /(~;~) sia continua rispetto a

(x, r) o stnto din~ostrato da E. 

degli delle 1 e II; Hendicol~tj
ùe~r dce. Naz. dei Ljncpi, s. Vili, (1«&#x3E;4’i), pp. e, nella ipo-
tesi sia continua rispetto c n isurabito rispetto i~ x da F.
CA~’lERO: due teorenai (1£ uu’ 

dei [Doll. Un. Mal. Italiana, s. 111, anno IlI

(Ì948), pp. 1 v4-12~~.
(J) ~oc. cit. (4), pp. 1 G3-r)~!.
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Dnlla (6) e dalla (2) si trae :

e quindi è anche una soluzione del problema (5).

2. - Dal teorema generale dimostratu seg-ue il seg-uente eri-
terio di esistei~za :

fe1’Jne tutte le altre ipotesi falte nel teo-
precedente, si sostituisce la b) con la :

b’) esistano due pl (x),. P2 (x) [PJ ix) _ ~p (x) ,
P2 (x) &#x3E; - ·~ (x)J in i e tali che in. tutto il

xo ~,_ x ~ i y - yo ‘ ~:1V1, .sia :

CU~2

il (:~) ccnn~mette ulyneno una soluzione

[/"0 , Yo {x)j, con Yo (x) i.

Infatti, posto
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mentre per le ( 11) risulta, quasi uvunque i~~ i , 
-

cioè le funzioni :

sono non decrescenti in i.

In virtù allora del teorema prec~edente resta senz’ altro pro-
vato il criterio enunciato.

3. - Dimostriamo ora un secondo teorema di esistenza sempre
relativo allo stesso problema.

Il (5) arr~~nette alr~eno una soluzione
[Ào, yo (x~ i , yo (x) as.solutame~zte con tinua in i , se :

I) f (x, y; ~) ~ continua rispetto a (y, À) e mis2t~y~abile
rispetto a x nello strato S :

Il) soddisfa in S alla disuguaglianza :

1 

7 (x) stono iiegative e sozn~~iahili in. i e ~ (u)
continua. e  u C -~- oo , con

quest’ ultima condizione potendosi sop~ri~~r~ere quando 7 (x)
è identicar~zente nu-lla ;
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III) esiste uyz nuozero positivo N che

IV) esistono due funzioni °1 (x), °2 (x) continue in i e

ivi soddisfacenti alle limitazioni:

tali che le funzioni

siano non decrescenti in i.

Sia p (x) h 0 una funzione sommabile in i tale che sia

oppure

a seconda che
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oppure

di guisa che per I y ~~=~ N si ha fo (x , y ; À) , f (x, y ; ~) .
La funzione fo (.x , y ; À) cos  definita risulta evidentemente

continua rispetto a (y , a) , misurabile rispetto a x in S, sod-

disfa ivi alla

ed essendo, per le (16), J

le funzioni :

sono non decrescenti in i .

In queste ipotesi, per il teorema del n. 1, il problema

ammette almeno una soluzione con yo (x) assoluta-

mente continua in i .

Risultando inoltre verificata in S la
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dalle (14) e (15) segue che risulta:

e quindi [Ào, yo (x)] è anche una soluzione del problema (5j.

4. - Il teorema del n. 3 continua ancora a sussistere anche
se, ferme restando tzctte le altre ipotesi fatte nel teorema
del si sostituisce la IV) con la :

IV’) nel can2~roo

dove q~ (x) , q2 (x) sono som mabili in i , con

()s5erviamo innanzi. tutto che esiste sempre almeno un inte-
grale u (x) dell’ equazione

e un integrale v (x) dell’equazione

che si possono detinire in tutto i e che, per ~e (15), verificanu
ivi alle tituitazioni
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D,efiniamo ora, in S, la funzione À) nel modo che

segue.
Poniamo :

La F, (~,~; X) cos  definita risulta continua rispetto a (jv, X)

e misurabile rispetto a x nello strato S risultando ivi, per la

(13), in modulo minore di una conveniente funzione della x

(non negativa e) sommabile in .

Inoltre per le (17) e (18) in tutto il campo 

2013 oo ~ ~ + 00 , risulta :

In virtù allora del criterio del n. 2, il probleina

ammette almeno una soluzione con assoluta-

mente continua in i .

Per provare quindi il teorema enunciato basterà dimostrare

che in i risulta : 
’

Infatti supposto, per assurdo, che la seconda delle ( 19) non

sia soddisfatta in tutto i , diciamo 1) un punto di i in cui riesce

, ) &#x3E; u (~) e (a’, b’) il massimo intervallo contenente 11 e con-

tenuto in i nel cui interno sia sempre
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sarà

e tenuto conto delle (13) , (21 ) , si avrà, per ogni x dell’inter-
vallo (a’, b’) ,

il che contraddice la (20).
. 

In modo analogo si prova che sussiste in tutta i la prima
delle (19).

5. - Il teorema del n. 3 contiuua ancora a sussistere se,
tutte le altre ipotesi., si sost.ituisce la III)

e le (14), (16) con le :

111’) esistono due funzioni ~l (x) , r, (x) C ~~ (x) per
x ~ xo] soddis facenti alle condizioni

e tali che le funzioni

sono non decrescenti in i ;
(14’) ~ (u) é non negativa e continucc in - oo  u  -~- 00 ;
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(16’) risulta in i

Introducian~o la funzione

misurabile ’rispetto a x , continua rispetto a (y , À) nella striscia

S e soddisfacente ivi, per la (13), ad una limitazione del tipo

con ttu (x) à O sonmabile in i.

Risulta inoltre, per la ( 16’ ) ,

e quindi le funzioni

sono non decrescenti in i .

In queste ipotesi, per quanto abbiamo visto, il problema

ammette almeno una solnzione [Ào, yo (x)] , con y. (x) assoluta-

mente continua in i .
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Basterà allora dimostrare che in i risulta

per aver provato 1’ affermazione fatta.
A tale scopo supponiamo, per assurdo, che in un punto ~

di (xo, Xl) risulti diciamo (al , b,) il massimo in-

tervallo contenente e e contenuto in (ai , b~) in cui risulta sempre

sarà

Tenendo ora presente che in al  x  b, risulta

e ricordando la prima delle (25) e la non decrescenza delle fun-
zioni (22),  bl si ha:

il che contraddice la (24).
Nello stesso modo si prova che in tutto i sussiste la prima

delle (23).
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6. - Il teorema del n. 5 continua ancora a sussistere anche
1 

se, ferme restando tutte le altre ipotesi, si sostituisce la

IV) e la (16’) con la :

IV") nel campo

risul ta

dove r,(x), r, (x) sono s01nmabili in i, con

L’ affermazione fatta si dimostra con lo stesso procedimento
adoperato nel numero precedente e ricordando il teorema del

n. 2.

7. - In questo numero esamineremo il probletvà

dimostrando il seguente : .

TF,OREMA. Sia f (x, y; À) una funzione continua rispetto
a (y, X) e misurabile rispetto a x nel solito strato S.

In corrispondenza ad ogni nurnero positivo M esista
una funzione X (x) non negativa e sommabile in i tale che

nel campo D :

riesca :
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con (almeno per M abbastanza 

Supponiamo in.oltre cl2.e nei punti (Xi’)’’ 1), con

I y )’0 i  M, la f (xi , ~~, À) sia continua ’rispetto a (x ,
y, À) e che sia

In tali ipotesi il proble~~za (26) ammette almeno una
soluzione [~o, yo(r)], con y,, (x) assolutamente continua in i .

Supposto dapprima che la f (x , y ; À) soddisfaccia, oltre a

tutte le ipotesi dette, anche ad una condizione generalizzata di

LIPSCHiTZ rispetto a y nel campo D, definiamo ill òÙ la funzione

G (x , y ; ?.) nel modo che segue.
Poniamo :

La G (x, y; À) cos  definita risulta continua rispetto a (3~, 7~),
misurabile rispetto a x e lipschitziana rispetto a y nella striscia
S soddisfacendo ivi, per le (27), (29), alle limitazioni :

e nei punti (x,, y, ~) risulta continua rispetto a (~c~,~).
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Si osservi inoltre che la soluzione 1~ (x ; ~ À) del~ eq nazione

è derivabile iiel punto xi perchè G (x, y (x ~ ~) ; ~:l è continua

in xi .
Inoltre, poichè y (x dipende con continuità dal parametro

À, lo stesso accade per y’ X) = G (x, , y I À) ; X) .
Per le (31), si ha y’ (àvi ) a)  v e b) &#x3E; v e quindi

ragionando come nel n. 1 si vede che il problenia

. 

ammette almeno una soluzione ~a~ , ~~o (x) ] , con )’0 (x) agsoltita-

mente co~~tin ua in i . ..

Inoltre, dalle (28) e (30) segue

in tutto i e quindi [Ào, yo(1r)] e anche una soluzione del pro-
blema (26), per À =--= À(~. La condizione di LIPSCHITZ si elimina

poi con ~rocedinie~ito adoperato nel n. 1 del mio lavoro citato

per aecoi~cio i~~ (1).


