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SOPRA IL PROBLEMA DI CAUCHY PER I-SISTEMI
DI EQUAZIONI ALLE DERIVATE PARZIALI DEL
PRIMO ORDINE

Memoria (*) di Maria Cinquini-CiBrario (@ Cagliari)

I sistemi di equazioni alle derivate parziali del primo ordine:

@ F«(x'?/‘;'xnzan--; Zns D1y Pry--iy Pas Q1y Qayee-Ga) = 0
(¢t=12,..., n
dove si & posto:

0z, 0%, ,
ij=8—wj'%=a_yj (.7=1a2"-rn),

considerati nel campo delle funzioni di variabile reale, sono stati
oggetto di alcune ricerche abbastanza recenti; ci limiteremo a
citare (1) i lavori di T. Wazewsky (?), che ha studiato un par-
ticolare sistema di equazioni non lineari a_ derivate parziali in

(*) Pervenuta in redazione il 16 Agosto 1947.

(") Citeremo soltanto lavori, che si riferiscono al easo, in cui il sistema
(I) sia effettivamente non lineare e sia » > 1, lasciando quindi da parte sia
i lavori che si riferiscono a sistemi del tipo:

»
Y log @) p; + b6 (3,9) 4]+ Fi (@95 %10 82y 50) = 0
i=1 : =1,2,...,n)),

sia quelli relativi ad una sola equazione o ad una sola funzione incognita.
Cosi pure non citeremo lavori, in cui il sistema (I) sia considerato nel campo
delle funzioni analitiche.

(® T. WAZEWSKI, Sur I'untoité et la limitation des intégrales de
certaines systémes d’ équations aux dérivées partielles du premier ordre,
Ann. di Mat,, S. IV, t. 15, 1936, p. 155 - 1568, e: Sur le probléme de
CavucHY relatif & un systéme d équations auz dérivées partielles, Ann.
Soc. Polonaise Math., t. 16, 1937, p. 101 - 127.
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piu di due variabili indipendenti, di J. Scmauber, (}) che con
metodi funzionali ha risolto il problema di Caucmy anche per
sistemi di equazioni a derivate parziali non lineari in piu di due
variabili indipendenti e per sistemi di ordine superiore, di I. Pg-
TROWSKY (%), che si & occupato di sistemi dello stesso tipo, ricon-
ducendoli al caso di sistemi quasi lineari, di S. Havperw (5), che
ha considerato un sistema di equazioni del primo ordine in piu
di due variabili indipendenti. In tutti questi lavori sono intro-
dotte condizioni restrittive circa 1’ordine di derivabilita delle
funzioni

F,-(.’L‘,y,‘ By Xzyeeey Bns Pry Payeevy Pus Quy Qeyeevy qn)
(=1, 2...,n),

e dei valori iniziali, e si seguono metodi laboriosi.

Nel presente lavoro si mostra come il problema di Cavcay
per il sistema (I), sia pure nel caso di due sole variabili indipen-
denti, si possa risolvere sotto ipotesi pitt ampie di quelle imposte
dagli autori citati e con un procedimento piu semplice, tenendo
conto dei risultati di una nostra memoria recente (¢). Ci limite-

(® J. ScHAUDER, Cauchysches Problem fiir partielle Differentialglei-
chungen erster Ordnung. Anwendung einiger sich auf die Absolutbetrige
der Losungen bexiehenden Abschitxungen, Comm. Math. Elvetici (B. 9,
1937, p. 263 - 283).

(*) I. PETROWSK , Sur le probléme de CAUCHY pour un sysitéme
&’ équations aux dérivées paritelles dans le domaine réel, C. R., t. 202,
1936, p. 1010 - 1012,

e: Ueber das Cauchysche Problem fiir Systeme von partiellen Differential-
gleichungen, Rec. Math. Moscou (2), 2, 1937, p.. 815 —-870. .

(® S. HALPERN, Sur les conditions pour que le probléme de CAUCHY
pour un systéme d’équations aux deérivées partielles du premier ordre
soit correctement posé, C. R. Acad. Sc., U. R. S. 8., (2), 18, 1938, p.
227 - 230.

(¢) M. CINQUINI - CIBRARIO, Un teorema di esistenxa e di unicita
per un’sistema di equaxiont alle derivate parxiali, Ann. di Mat., S. IV,
T. XX1V (1945), p. 157 - 175. I risultati e i procedimenti di tale memeoria
sono completamente indipendenti da quelli di FRIEDRICHS e LEWY, che
anzi completano in un punto essenziale (cfr. : K. FRiEDRICcHS ». H. LEwy,
Das Anfangswertproblem einer belicbigen nichtlinearen hyperbolischen Dif-
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teremo qui a considerare il caso, in cui il sistema (I) sia del
tipo iperbolico, rimandando a un successivo lavoro lo studio di
altri casi.

Nel § 1 si enuncia, sotto opportune ipotesi, il risultato fon-
damentale del lavoro, contenuto nel Tkorema I, che ciog il pro-
blema di Cavcuy per il sistema (I) ammette uno e un solo si-
stema di soluzioni; nel § 2 si riconduce la dimostrazione del
Trorema I alla risoluzione di un certo problema per il sistema
di equazioni delle caratteristiche del sistema (I). Il § 3, valendosi
dei risultati della nostra memoria, citata in (%), prova che tale
problema ammette uno e un solo sistema di soluzioni; il § 4
mostra che tale sistema di soluzioni conduce effettivamente a
un sistema di integrali del sistema (I), che soddisfano il TrorEmMa
L Il § 5 & dedicato al caso particolare » = 2, in cui si hanno
alcune riduzioni nelle ipotesi; nel § 6 si studiano i sistemi quasi-
lineari, per i quali ipotesi, metodi e risultati si semplificano note-
volmente.

§ 1

Le funzioni

Fo(, 935 1y Zaevny a3 Piy Paye vy Pus @iy Gayeeey Ga)
(e=1, 2,..., n)

siano definite in un campo D e siano ivi D™ -L (7); il sistema
(I) sia di tipo iperbolico in tutto il campo D, ciog, posto:

9F,;

oF .
: Q=g ¢,j=1,2,...,n),

1 P, =——;

ferentialgleichungen beliebiger Ordnung in xwei Variablen. Existenx,
Eindeutigkeit und Abhingigkeitsbereich der Losung, Math. Ana. B. 99,
1928, p. 200 —221), per quanto nel presente lavoro ci si ispiri in qualche
punto ai metodi dei citati autori.

(") Diremo che una funzione é D® in un campo D, se essa ammette ivi
tutte le derivate continue, fino a quelle di ordine 7 incluse; diremo che una
funzione 8 D — L, quando le sue derivate n° sono, inoltre, lipschitziane.

6
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I’ equazione :
P,dy — Q,dx Pydy— Qudx...P,dy—Q,,dx

(ID) Pydy — Qudx  Ppdy — Qudx... Py dy — Oy dz =0

Pnldy_indx Puldy”andx'~-Pnndy_OnndxI
abbia sempre n radici reali & distinte. Dall’ipotesi che le radici
della (II}) sono tutte distinte, segue che per ognuna di esse il
determinante a primo membro della (II) ha caratteristica uguale
an—1, '

Sia dato nel piano xy un arco di curva di equazione:

y =[(x), dove f(z) & una funzione D" - L definita in un in-
tervallo z, <<« < ,; inoltre siano assegnate le 37 funzioni:
& () , 7 (=), x;(x) (j=1,2,..., n) definite anch’esse nell’inter-
vallo: z, <z <2, e ivi D"~ L, tali che i sistemi di valori:

z,y=f(2); 3=04);p=m@; s=xL@0=1,2,...,n),

per ogni z dell’ intervallo z, < z << @, siano tutti interni al campo
D, e che valgano le:

6@ =m(x)+ %@ r (2)
@) Filzy (*)5 G(@), G (). 00y La () m(T), B2 (). .0, Ta (@)
Y () X2 (®)yees Yn (@) =0
EGJi=1,2,...,n n<<r<ux).

Inoltre quando nell’equazione (II) le Py, Qy (¢, j =

=1, 2,..., n) si calcolino per y =f(x); =10, (z); p =
, . d ,

= (x); qj=)(:,(x) =1, 2,...,n), il valoreT‘Z- = f'(z)

non sia mai radice della (I1I), comunque sia z nell’intervallo

wlsxsxs(s)-

(8) 8i potrebbero dare soltanto le §; (z) (j =1, 2,..., n), e ottenere poi
le m; (%), y; @) ( =1,2,..., n) come soluzioni del sistema (2), facendo
I’ ipotesi che le §; (%), / (#) siano DI — L, e che il sistema (2) sia risolubile
@n modo unico nelle n; (x), x; () pell’intorno di ogni punto z = z, del-
I intervallo z, << # <z,. (Si vedra nel §6 che nel caso, in cui il sistema
(I) sia quasi-lineare, quest’ultima condizione segue immediatamente dalla

ipotesi che % = f’ (x) non sia radice della (II)).
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In questa ipotesi vale il:

TeoreMa 1. - « Esiste uno e un solo sistema di integrali
% =2z (z,y) U=1, 2,..., n) del sistema di equaxioni (I),
che somo definiti in un campo & abbastanxa piccolo del piano
x, y, conlenente la curva y = f (), sono wi funxiond DUI- L,
e nes punti della curva y = f (x) soddisfano le condixion: (%):

(D) z[=z, f (@)1= 4 (@); pilz, [ @] =1=;(x); ¢; [z, F(2)] = ¥ ()
U=1,2,...,n; 5, <z<1)>,

o, come si suol dire brevemente, il problema di Cauvcmy per il
sistema di equazions (I) coi valor: iniziali §;(x), =; (x), ¥ (@)
=1, 2,..., n), assegnati sulla curva y = f(x), é risolubile
in modo unico.

§ 2

1. — Sia noto un sistema di integrali x, =z%;(z,y) G =1,
2,..., m) del sistema di equazioni (I); la (II), in cui al posto
di %;, p;, g; si pongano le funzioni z; (x, y) e le loro derivate,
definisce in ogni punto di una qualunque delle 7 superfici di
equazione rispettiva z; =z, (z,y) (j=1, 2,..., n) n direzioni,
le n direxioni caratteristiche; di conseguenza su ognuna di tali
superfici restano determinati » sistemi di curve, le curve carat-
teristiche. Se il sistema di integrali z; =z, (z,4) (j =1,..., n)
del sistema (I) soddisfa le condizioni (III), nei punti della curva
y = f(z) le m direzioni caratteristiche risultano determinate dalle
funzioni assegnate {; (z), =; (z), ¥, (), indipendentemente dalla
conoscenza del sistema di superfici integrali cercalte. Le condi-

(%) Se si danno soltanto le §; (x) e le =; (z), x; (®) (j =1,2,...,n)
si determinano mediante le (2), supposte risolubili in modo unico, basta im-
porre soltanto la prima delle condizioni (III). Se non si fa alcuna ipotesi
circa I’ unicitd del sistema di soluzioni =; (x), x; (@) (j=1,2,...,n;
z) <2<®) del sistema di equazioni (2), la seconda e la terza delle (IlI
assicurano !’ unicita del sistema di integrali delle (I), che soddisfano le (III).



80
zioni (III), il sistema (I) e le ipotesi fatte nel § 1 permettono
anche di calcolare nei punti della curva y = f(x) le derivate
seconde e terze delle funzioni cercate z; = x; (x, y).

Si porti I’origine in un punto della curva y = f(z); non
& restrittivo supporre che tatte le fanzioni cercate z; (x, )

(=1, 2,..., n) si annullino nell’origine assieme a tutte le loro
derivate prime e seconde. In queste ipotesi & dunque:

1) F(0)=0; §(0)=m(0) =% (0) = (0) =

5 (0) =¥ (0)=0 (j=1,2,...,n)
e inoltre: (19)

9 .
(2)  (F)o=0; (a—f'-)o=(‘zl;')o—_-0. t=1, 2,...,n).

Le n superﬁci di equazioni rispettive x = x; (x,y) (j =
=1, 2,...,n) passano dunque tutte per 1’origine e hanno ivi
lo stesso piano tangente x = 0, e quindi le stesse 7 direzioni
caratleristiche. Si supponga di avere scelto gli assi coordinati
z, y non coincidenti con alcuna di quelle direzioni. Ne segue
che, se si pone:

P, Py Py Qu Qs @
@ p=|Pn P Pul o | O G CQa
Pu P Pu| | Qu @u Ou
e se si indicano con z—z-—: p. r =1, 2,..., n) le » radici
dell’ equazione (II), &:
4) (PlF0; @6#0; (p)o+0  (r==1,2,..., n).

2. - Si pensino ora le variabili z, y; %, 2;,..., %, come
coordinate in uno spazio a » 4 2 dimensioni;. il sistema di equa-
zioni :

(19) Con (F), intendiamo, qui e in seguito, il valore di una funzione F, .
quando tutte le variabili, da cui essa dipende, sono nulle.



(5) % =1z, y) (Fj=1,2,...,n),

dove le %; (x, y) sono integrali del sistema (I), supposti noti,
che soddisfano le (III), definisce in tale spazio una superficie,
nel senso ordinario, che indicheremo con £, e I’equazione
y = f(x) definisce una curva I' di X.

Se: ‘

dy
(6) l-i—’;= Pr(x7y; %1,%,....,9!,,; PisPeyeeeyPns Gy Qas-yqn)
(r=1, 2,...,n)

sono le »n radici dell’equazione (II), e se nel secondo membro
delle (6) si sostituiscono alle %, p;, ¢; (j=1,2,...,n) le n fun-
zioni %; (x, y) (=1, 2,..., n), date dalle (5), e le loro deri-
vate, le (6) definiscono sulla superficie 2 n sistemi di curve, che
chiameremo ancora curve caratteristiche.

Nei punti della curva I' le » tangenti caratteristiche sono deter-
minate dalle funzioni assegnate: 2 =§; (z); p, ==, (¢); ¢; =¥, ()
(=1, 2,..., n) indipendentemente dall’ipotesi che siano note
le n funzioni (5). Si consideri ora, in particolare, il sistema
delle = tangenti caratteristiche nell’origine; per le ipotesi fatte
nessuna di tali tangenti coincide colla tangente alla curva I'
nell’ origine. Si faccia ruotare di = la tangente alla curva I' nel-
I’ origine nel - piano tangente a X ; tale tangente si sovrapporra
successivamente a tutte le tangenti caratteristiche nell’ origine. Si
considerino la prima e 1’ultima di queste; partendo dall’origine
si faccia variare con continuitd il punto lungo la curva I' e si
congiderino in ogni punto la prima e !’ ultima tangente caratteri-
stica, collo stesso ragionamento tenuto per I’origine. Se p, e p,
sono le radici dell’equazione (II), corrispondenti a queste due
tangenti, si prendano come linee coordinate su ¥ proprio i due
sistemi di curve caratteristiche, definiti su £ dalle due equazioni:

dy ‘
E‘x=Px(”’1‘/374“%:,--';%»;191,1’2,- -,Pn;%,q:,.--,q..);
UR
Y .
d_;':':Pi(xv Y5 %1, Xaseeey Rns PryPaye-oy Prs iy Gaye- oy Q)

6 w
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Si introducano su X due parametri A, p., scelti come se-
gue (*!): sulla curva I' di X, nei punti della quale & y = f(z),
sia A =, p. =—=z (cosi che nei punti di ['é: A4 p =0), e
i due sistemi di curve caratteristiche, definiti dalle (7), abbiano
equazioni g = cost., A = cost. rispettivamente.

3. - Introdotti cosi i parametri A, p, nei punti di 2 le
xz, ¥; %; 05 ¢ =1, 2,..., n) sono funzioni di A, p; pre
cisamente sia:

=z (\,p), y=y A, 0); z=2 (\,p); pi=

®) _ _ (
=p; (A, ‘-")3_91':91’ (A p) U=1,2,..,n).
Si ponga:
o F, o F, o F, .. .
Xi= ax" Y= ay‘;zl,j=azj‘ @,7=1, 2,...,n)

(‘fiF) X¢+ZZ4;p.H(dF )=Y‘+jZ::1Zijqj

Jj=1
(=1, 2,...,n).

Si consideri il sistema di curve caratteristiche p = cost.,
corrispondenti, come si & detto, alla radice p, della (II); lungo
tali curve sono soddisfatte le (12):

(11) Circa il modo in oui sono introdotti i parametri A, pn, cfr.: K.
FriepricHs #. H. LEwy, L ¢, 1 Teil, § 8, p. 206.

(12) Per il sistema delle equazioni (IV,) cfr.: E. GouRrsAT, Legons sur
Vintégration des équations aux dérivées partielles du second ordre & deux va-
riables indépendantes, t. I1., Paris, Hermann, 1898, Chap. X, n. 214, form. (30),
(33), (34), pp. 318 - 319. Vl ) qul qualche dlfferenza nelle notazwm, inoltre
alle equazioni: (a) Fs (%, ¥; %, %2 5y xn»Perza o Py Gooe nq»)—O
considerate dal GOURSAT, sono qui sostituite le equazioni che si ottengono,
derivando le (x) rispetto a A, e non si é tenuto conto della equazione (34),
data dal GouURSAT, perché la (34), come osserva il GOURSAT stesso, &
conseguenza delle precedenti.



?/A'—"lel;;jl:];jxl—l—aj 9 V=1,2,...,n)
d F;
' (dx) H’(dz,)yl+Z(Pul’u+@:f9n)
(Ivy)
G=1,2,...,7)
. d F;
;hﬁ (d )wl—;-‘;h‘)l",pn_o

dove le B (=1, 2,..., n) soddisfano il sistema delle (13):

9) Y (Pyp— QK =0  (=1,2,...,m),
=1

certo risolubile per valori non tutti nulli delle 2! (=1, 2,...,n),
perchd p, & una radice dell’equazione (II). .

Lungo le curve caratteristiche A = cost., del sistema corri-
spondente alla radice p, della (II), si considerino, fra le equa-
zioni analoghe alle (IV,), soltanto le:

Yp = P27,

(IVy) § »
Se(42)e+ F s

= $4j=1

dove le k¥ soddisfano il sistema lineare, che si ottiene dal si-
stema (9), ponendo in esso p, al posto di p,.

Si considerino ora gli altri #» -—2 sistemi di caratteristiche,
corrispondenti alle radici p;, p,,..., p, della (II). Nei punti delle
caratteristiche del sistema corrispondente alla radice p, (r= 3,
4,..., n), X e p sono funzioni di uno stesso parametro #,; lungo
tali caratteristiche si consideri, tra le equazioni analoghe alle
(IV,), D’unica equazione:

Z o P, flﬂ =

(r=3,4,..., n)

(13 Cfr.: E. GoursarT, L. c. form. (32), p. 319.
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dove si & posto:

d g d\ . dp
(10) at. = ax di, T ap di,

(r=3, 4,..., n)

e il rapporto tra le quantitd ar dp & determinato dalla:

dt, ' dt,
d dz
(11) =g (r=38,4,...,m),

e dove infine le A{" soddisfano il sistema, che si ottiene dal si-
stema (9), ponendo in esso p, al posto di p,.

4. - Dopo avere introdotto nel precedente n. 3 il sistema
delle equazioni (IV,), (IVy), (IVs), si vede facilmente che se
esiste uno e un solo sistema di integrali x;, =z%; (z,y) (=
=1,.2,..., n). del sistema (I), che soddisfano le condizioni (III),
allora ammette uno e un solo sistema di soluzioni il seguente:

ProBLEMA ). « Determinare un sistema di funxioni.: x (A, p),
AR HEA U P‘); v, ()" w5 g (A ) U=1, 2,..., n), defi-
nite almeno per |\|, || abbastanza piccoli, e ivi DY - L,
che soddisfano il sistema costituito dalle equaxions (IV,), (IV,),
(IV3), e che inoltre sulla retta \ + p = 0 soddisfano le con-
dixions :

3_-'(1, — N =X, y(la—l)’:f()\); i
M0 —=N=LM:p 0 =N N=50);¢K —2=x0
U=1,2,...,n)>.
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§3

1. — Nel precedente § 2 si & provato che se esiste uno e
un solo sistema di integrali del sistema (I), che soddisfano le
(IIT), allora ammette anche uno e un solo sistema di soluzioni il
ProBLiMA @), ivi enunciato. Ora si dimostra facilmente che tale
problema ammette effettivamente uno e un solo sistema di solu-
zioni; infatti esso & wun caso particolare di una questione (14)
studiata nel nostro lavoro, gia citato in principio.

) Occorre verificare se sono soddisfatte tutte le ipotesi introdotte

in tale lavoro citato. Le condizioni di derivabilita sono certo soddi-
sfatte, per le ipotesi fatte in principio sulle F; (z, y; 21, 3s,..., 3.;
Pryv Peyeers Pny @1y Qaye-y ‘In) e sulle Cj(x)a 1tj(x)a Xj(x)
(J=1,2,...,n). Le (5) del § 1, n. 2, p. 160 del lavoro ci-
tato sono pure soddisfatte, se si tiene conto delle posizioni fatte
nella nota (%), e delle diseguaglianze:

FF)Fe.Ih, FO); GO, LA, G
(1) “l()‘))us()‘)v"'a“"()‘);XI()‘)7X2()‘))"'1X~()‘)]
(r= 1, 2,..., n),

(14) M. CinquiNi-CiBraRIO, 1. c. nella nota (6), §1,n.2; cfr. in particelare
il teorema di p. 164. Il sistema delle (IV,), (IVy), (IV;) si riconduce al si-
stema (1) di p. 159 di tale lavoro, quando si ponga p =p;, 0 = i;

Pe
u (A, 1) =yR, p); up (A, p) = x(x, p), si indichino con u3 (A, p),

%, (A, 1), .., %m (A, ) lo altre funzioni incognite z; (A, ), p; (A, 1), g5 (A, 1)

(j=1,2,...,n), si ponga b = 2n 4 3,k =2n +4,/,=2n+5,
lL,=2n+4+86,..., lses=3n+1, m =3n+2 (qQuindi lya =10 + 1.
s=1,2,...,n —4), e infine si ponga: U, (A) =7f(x), U, }) =1,

U= X (r =8,4,...,n+2;5=1,2,..,,n); U,(A) = =n; A)
r=n+38,n4+4,...,22 + 2; j=1,2,...,0),U.Q) =0} =
=2n+4+ 8,2n +4,...,8n+2; j=1,2,...,n). L’ equazione della
curva y del piano A, p, introdotta a p. 160 di tale lavoro e ivi indicata
con p = f(A), oppure con A = g (), nel caso presente si riduce semplice-
mente a A +p=0.
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che seguono dall’ipotesi fatta che la tangente alla curva I' non
sia una tangente caratteristica. Tenendo conto del modo, in cui
nel precedente § 2 si sono introdotti i parametri A, p, si vede
facilmente che & soddisfatta 1’ipotesi A) del § 1, n. 2, p. 160-161
del nostro lavoro. Circa le condizioni (4) del § 1, n. 2, p. 160
del lavoro citato, esse, tranne la prima, sono conseguenza im-
mediata del fatto che il sistema (I) & del tipo iperbolico. In
quanto alla prima di tali condizioni (4) gia citate, si vede facil-
mente che nel caso attuale, in cui il sistema & quello delle (IV)),
(IV,), (IV,), tale condizione & soddisfatta se &:

(2) P$0; Q%0,

dove con P e Q si indicano i due determinanti, definiti dalle
(3) del § 2, n. 1 del presente lavoro, e se inoltre, posto:

I N

R hP.... AY

(3) H=
MO RP ... R

o:

() H%0.

Ora per le prime due delle (4) del § 2, n. 1 del presente
lavoro, i due determinanti P e Q sono diversi da zero, almeno
per |z|,lyl;l%l;lp 1509 =1, 2,..., n) (e quindi per
IN|,|w|) abbastanza piccoli. -

Bastera dunque provare ancora che & diverso da zero il de-
terminante H .

2. - Per provare la (4) si ragioni per assurdo;seé H = 0,
si possono determinare delle quantita &, &,.:., §, non tutte
nulle (15), in mobdo che valgano le:

G Y EE =0 (s=1,2,...,m).

(43) Poiche le h(l", hy), veey hg'), per un dato », non sono tutte nulle con-
temporaneamente per il modo, in cui sono state definite, si vede subito che
almeno due delle E,, E,,..., E» non sono nulle contemporaneamente.
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Si considerino le:-

6) Y (Pup— QIEP =0 (r=1,2,...,n;¢=1,2,...,n),

s=1

che definiscono.le A{’; per ogni ¢ fissato si moltiplichino le (6)
per & e si sommi per _r variabile da 1 a n; tenuto conto delle
(), si ottengono le:

n »

) Y P K ek =0 (t=1,2,...;n).

=1 r=1

Poiché il determinante P & diverso da zero, almeno per |A|,|u |
abbastanza piccoli, segue che:

®) D e 6 =0 (s=1,2,...,n).
r=1

Confrontando le (5) e le (8), segue che, se ‘il determinante
H ha caratteristica » — 1, &:

bon _Gp_ _bps
(9) P Pz ] o i [ ’

da cui segue che almeno due delle radici p. (r =1, 2,..., n)
dell’ equazione (II) coincidono (18), contro 1’ipotesi, fatta nel § 1,
che I’equazione (II) abbia radici tutte distinte.

Se la caratteristica del determinante H & n — k, il sistema
() ammette % sistemi linearmente indipendenti di soluzioni:
Wir=1,2,...,n;1l=1,2,...., h); poichd, per le (8), anche
le 8¥p,(r=1, 2,..., n) costituiscono, per ogni indice ! (I =
=1, 2,..., h), un sistema di soluzioni del sistema (5), segue
che si pogsono determinare delle quantita u,, u,,..., »,, in
modo che valgano, p. es., le;

.3
(10) e, =) &w r=1, 2,..., n).
j=1

(16) Cfr. la precedente nota (15).
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Si supponga ora, p. es., che sia diverso da zero un minore
estratto dalle ultime » — kh colonne; si possono dare ad arbitrio
& &0, 8P, t=1, 2,..., h), in modo da avere h sistemi
linearmente indipendenti di soluzioni. In particolare si pud porre:

AN 8 =10r=1,2,..., ;8 =00,l=1,2,..., h;7%0).
Dalle prime A delle (10) segue ‘subito :

(12) U= Uy =Ug=...=u,=0;

e quindi dalle successive:

(13)  &henn = Bhp Bhapre =8 pye. 8 pa =V pr-

Se allora una almeno delle ¢’ (r =h+1,h+ 2,...,n) 8
diversa da zero, & in corrispondenza p, = p,, contro 1’ipotesi fatta
che I’equazione (II) abbia radici tutte distinte. Altrimenti dalle

(5) segue:

(14) B =h) =. .. — M =0,

il che non &, per il modo in cui sono state determinate le h{"
(s=1, 2,..., n) mediante le (9) del § 2, n. 3.

Riesce cosi provato che il determinante H & diverso da zero,
almeno per |A|,|w| abbastanza piccoli.

~

3. - Nei precedenti nn. 1 e 2 si & verificato che sono sod-
disfatte nel caso attuale tutte le ipotesi introdotte nel nostro
lavoro citato; il ProBLEMA @) ammette quindi uno e un solo
sistema di soluzioni.
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§ 4

1. — Nel § 3 si & dimostrato che il ProBLEMA @) ammette
uno ed un solo sistema di soluzioni:

¢} e=zh,w,y=yk, W, % =2 (A, p); p; =
=phwig=qMhp (G=1,2,.,n).

Dall’ unicita di tale sistema di soluzioni e dalle considera-
zioni del § 2 segue che esiste al pii un sistema di integrali
x; =2%;(x,y) del sistema (I), che soddisfano il T. I. Si deve
ora provare che, viceversa, il sistema di soluzioni (1) del Pro-
BLEMA a), di cui si & dimostrata |’ esistenza, porta effettivamente
a costruire un tale sistema di integrali del sistema (I).

Le funzioni (1) soddisfano, nel campo in cui sono definite, le:

Filz (1), v 0w Zl(k,u)ink,u),~.-,?n(l,z»);
@ s, P )y el )5
ql()‘ap'),ql()‘vl"')a--'1Qn()‘ap')]=O (z.”—_lag"-'a”)'

Infatti per le (IV,) &:

. dFI[...]
3) . —ar =0,

e le (2) sono soddisfatte per il valore particolare di \: A\ = — p.,
come segue dalle condizioni (V), e dalle (2) del § 1.
Le funzioni:

(4) x=x()\, P‘)) ?/=y()*,l’-)

definiscono un cambiamento di variabili che, come si vede facil-

mente, & invertibile, almeno per |z|,|y| abbastanza piccoli 17);

(1) Si tenga presente che per A =p =0 8 & = y = 0, e che nei punti
della curva y = f(x), corrispondente a X + p = 0, &, come si trova subito:
d@,y _ (ee— ) —1)

ai,p Py
che & diverso da zero (cfr. le (1) del § 3, n. 1; si ricordi inoltre che
pe £ p, in tutto il campo D, perché le radici dell’ equazione (II) sono tutte
distinte).
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ottenute dalle (4) )\, w in funzione di xz, y, sostituendo nelle

%\, W, 2\, 1), q; (A, p), si ottengono certe funzioni z; (x, y),
D; (x, ¥), 9@, y), (J=1, 2,..., n) che sono definite almeno
per |z|,|y| abbastanza piccoli, sono D" —L, soddisfano il si-
stema di equazioni (I) e le condizioni (III).

Per provare che le funzioni x; (x,y) (j =1, 2,..., n),
cosi costruite, soddisfano il T. I, basta provare ancora che:

- ax X ax, X K . )
() —’a—(;’l)=pj(x,y);—'a(7’i)-=qj(z,y) U=1,2..,m).

Ora dalle (IV,) segue che:
(8) zn()‘al"):l—’;‘()‘ap‘)xl"_aj()‘aP‘)?/l U=1,2,...,n).
Per provare le (5) basta verificare che & anche:

Mzl =p0 Wt g Wy, (G=1,2,..,0).

2. - Dalle (6) segue, tenuto conto delle (V):

A
— e _ (
: @) %j (P NANTH) CJ( P‘)+/}l[?; (V,p,)xv\y’p')_l_v
+6;'(V,*L) y, (v, w)]dv, =1,2,...,n),

da cui, derivando rispetto a ., eseguendo una integrazione per
parti, e tenendo conto delle (2) ‘del § 1 e delle (V), si ottiene:

9 xR0 w=p0wr, ey + LR,
V=1,2,...,n)

dove:

dlp; (v, ), (v, W]
Lo w = ” j d(n, v +

d[qj(v,p«),y(\',pu) d
d(w, ) ] ’

(10)

_|_.
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Con calcoli piuttosto laboriosi, nei quali si tiene conto delle
(Iv,), (IVy), (IVy), delle (6) del § 3, n. 2 e delle (2) del pre-
sente paragrafo, si trova che valgono le (18):

”» n

y .
(1) S PyIy = ——23 Wz, I,  (r=1,2,...,m).

ij=1 T 4=l

Si considerino le (11) come un sistema di equazioni diffe-
renziali ordinarie nelle I, A\, p) j =1, 2,..., n), si tenga conto
che il determinante dei coefficienti delle derivate I, (A, ) (j =
=1, 2,..., n) & come si vede subito, il prodotto dei due de-
terminanti P e H, che, come si & visto nel § 3, sono diversi
da zero nel campo A, p considerato, e si osservi, infine, che
dalle (10) segue:

(12) L(—p,p)=0.

Se ne conclude che, nel campo in cui sono .definite le

2,y 0w, wp0 ;a0 G=1,2,.,n),
& identicamente:

13) . Lk, p)=0, J=1,2,...,m)

e che, tenuto conto delle (9), valgono le (7) e quindi le (5).

Le funzioni z;(x, y) (j =1, 2,..., n) costruite sono dunque
integrali del sistema (I), che soddisfano il T. I, nel campo in
cui esse sono definite. Poiché i ragionamenti fatti nei §§ 2 -4,
relativi all’ intorno di un punto determinato della curva y = f(x),
si possono ripetere nell’intorno di un qualunque altro punto
della stessa curva, il T. I & completamente dimostrato.

('8) Si tenga presente che, per la scelta fatta nel § 2, n. 1 degli assi
coordinati, &: (pr Jo =0 (r =1,2,..., n) (cfr. le (4) del § 2, n. 1), e quindi
P,-.:!:.O(f = 172;“-:”)1 almeno per |x|7ly|y|xj Iv |pi | ’IQJ l (.7=
=1,2,..., n) abbastanza piccoli. : .
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§5

Un cenno a parte merita il caso » = 2; in tal caso |’ equa-
zione (II) ha due radici soltanto, e si considerano solo le equa-
zioni (IV,) e (IV,) e non le (IV,). Il sistema cosi semplificato
rientra in uno studiato da H. Lewy (1?), e ripreso recentemente da
noi, con alcune riduzioni nelle ipotesi (2°0).

Tenendo conto dei risultati di tali lavori, il T.I si pud, in
questo caso, dimostrare sotto ipotesi piu larghe; & sufficiente che
le” funzioni:

Fi(@,y;2,%;,p;50:5 @1, @);  Fao(x,y; %1, 225 Py Pes @1y 02)

siano funzioni D" — L nel campo D, in cui esse sono definite,
che 1’ equazione: -

P,dy —Qndx= Pdy— Qdx

(I Pody—Q, dx Pydy —Q,eda|

abbia, in tutto D, due radici reali e distinte, che le funzioni
L), G@); m (x), me ()5 Y1 (%), Ys(x) siano D' nell’ intervallo
% << x << ,, e soddisfino le altre ipotesi enunciate nel § 1 (2).
Le funzioni x,(x, y), 2, (2, y) che sono integrali del sistema:

Fy(z, 5%, 223 D1y P2y 1y @) = O,

Il
@) F:(xay;xlazz;l’npz;%) q:) =0

(19) H. Lewy, Ueber das Anfangswertproblem einer hyperbolischen
nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen xwester Ordnung mit xwes
unabhingigen Verinderlichen, Math., Ann., t. 98, 1928, pp. 179-191;
cfr., in particolare, il § 2, p. 186.

(2% M. CiNQUINI~- CIBRARIO: Intorno ad wn sistema di equazxtont
alle derivate parxiali del primo ordine, Rendic. dell’Istituto Lombardo,
Vol. LXXVI, 942 -43.

(2!) Se si danno soltanto le §, (z), £ (2), e le &, (%), m; () ; X, @), X2 (%)
si determinano mediante le (2) del § 1, in cui si ponga n = 2, bisogna sup-
porre che le f(2), §, @), §, (¥) siano DU, e che il sistema delle (2) del § 1,
in cui si ponga n = 2, sia risolubile t» modo wnico nelle =, (x); =, (x);
X1 (®), X2 (®) nell’intorno di ogni punto z = z, dell’intervallo », < 2 < z,.
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e soddisfano le condizioni (*):
2 [1‘; f(x)] =04 (z); z [z, f(x)] = Cz(x) ’
(II) pilz, f(@)] = m (@); p: [7, [(2)] =7 (2) 5
ale @]l =00); ¢l /(@] =1 @

riescono, nel campo &, in cui sono costruite, semplicemente’ D",
anzichs D" — L.

§ 6

1. - Si consideri ora, in particolare, il caso in cui ¢/ si-
stema (I) sia quasé - lineare, ciog sia della forma:

(VI) ZAV[(xay;zlazh"»zn)pj+B0(x,y;zlazza"'fzn)‘b]:
ji=1 .
= Ci (@, y; 21, Zay-.y 3a) . t=1,2,...,n).

Le funzioni Ay (z, ¥; 21, Zsy. ., 2.); By(2,9521, 32,...,%,);
Ci(x,y; 3, 33,..., 3,) siano definite in un campo D e siano ivi
D" — L; nel campo D il sistema (VI) sia del tipo iperbolico,
- cio® 1’equazione:

A, dy— By,dx A,;dy — B,dz...A,,dy — B, ,dx

Ag.l dy -_— Bl,l dx A’_g dy b Bg_g de... A"“ dy—— Bg_” dx

(VII) =0

An‘l dy—B”‘l dx A”.? dy—B",g dx LY A"-ﬁ dy - B'.'dx
abbia sempre 7 radici reali e distinte, comunque varino z, y;
By, Bgy...4 34 06l campo D,
Sia dato nel piano z, y un arco di curva y = f(x), dove
f(z) & definita noll’intervallo z, <<z <<, ed & ivi D" --L;

siano poi assegnate 7 funzioni §, (z), (s (2),..., . (), definite
‘nell’ intervallo z, << 2 << a,, ivi D" — L, tali che tutti i sistemi

di valori:
z,f(@);8(2), LE),..., (@

per ogni « dell’intervallo z, =< x <<, siano interni al campo D,
e inoltre tali che, se nella (VII) 4, By (¢,j=1,2,...,n) si
calcolano per y =f(z), 3; = {;(x) (r,<<z=<<,), il valore

(3) Cfr. per le condizioni (II') quanto si & detto nella nota (%).

7
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dy
dz
sia x nell’intervallo z, <<z << z,. In queste ipotesi vale il:

= ' (x) non sia mai radice dell’ equazione (VIf), comunque

Trorema II. - «Esiste uno e un solo sistema di integrali
3 =23(x,y) =1, 2,..., n) del sistema di equaziont (VI),
che sono definitt in un campo 8 abbastanza piccolo, contenente
Varco di curva y = f(x), sono tvi D — L, e nei punti della
curva y = f(x) soddisfano le condizioni (33):

(VI 3z, [@]=4@) @m=<z<z:;j=1,2,...,m)».

2. — Il T.-II si dimostra con ragionamenti del tutto analoghi
a quelli fatti nei §§ 2 -4 per dimostrare il T. I.

Il sistema delle equazionit(IV,), (IV,), (IV,) & qui sosti-
tuito dal sistema:

’ylzplxl;ypzp’x

Zh()on)‘—Zh“)C‘x;\
4J=1 I
IX
) thA‘, . =Zh‘f’0‘xp
=1 =1
‘;hMA‘jdt tho‘dt ' (r=38,4,...,n),

(23) Nel caso del sistema (VI) non occorre considerare anche le funzioni
@, %@ (G =1,2,...,7). Come si & gid osservato nella nota (%), nel
caso presente tali funzioni sono determinate in modo unico per z, <z <z,
dalle: -

C;(¢)=Tt;(x)+)u(3)f'(w) (j=1y2s"-)'n)

Y. [4ile, 1@ 6@, @, G @) @ + By [z, F@);

J=1

£@, 5@, L@l @] =0 [@, f@; & @) & @), ..., Tn@)]
t=1,2,...,m,

e cid in conseguenza dell’ ipotesi fatta che il valore % = f’ (¥) non sia

mai una radice dell’equazione (VII) (in cui si ponga y =f@); x5 = §; (x);
J=1,2,...,n; 5, <ew).
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dove le h{) (i,7 =1,2,..., n) sono definite dalle:
1) Y (4gp,— By b =0 (j=1,2,...,n;7=1,2,...,n).
i=1

Nel sistema di equazioni delle caratteristiche compaiono quindi
soltanto le = (A, 1), ¥ (A, #); Z; (A, p), e non le p; (A, w);°g; (A, p)
G=1,2,...,n).

Analogamente a quanto si & fatto nel § 2, ci si riconduce a
provare che esiste uno e un solo sistema di $oluzioni del:

ProsLEMA b). « Determinare un sistema di fungions x N, w,

YR E (N ) U=1, 2,...,n), definite almeno per ||, ||

abbastanza piccoli e tv¢ D" — L, che soddisfano le (IX) e le
condiziont

X) 20 =N=My Q=N =F0;% M —=N=5}
‘ G=1,2,...,n)».

Considerazioni del tutto simili a quelle del § 3 provano che
il ProBLEMA b) ammette uno e un solo sistema di soluzioni.

Come nel § 4, dalle x =z (A, p), y =y (A, p) si ricavano
A, p come funzioni D" — L di =, y, definite almeno per |z|, |y |
abbastanza piccoli; sostituendo nelle z,=%; (\,p) (j=1, 2,...,n),
si ottengono le funzioni 2, = 3;(x,y) (=1, 2,..., n) che, per
il modo in cui sono costruite, soddisfano le condizioni (VIII).
La dimostrazione, contenuta nel § 4, che le funzioni 3z; (z, ¥)
(j=1,2,...,n) che si sono cosi costruite, sono integrali del
sistema (VI), &, nel caso presente, notevolmente semplificata.
Precisamente, posto :

93 9z; .
@ Ta =Py =0 G=1,2,...,m),

- = dx; .
sostituendo nelle ultime 7 tra le (IX) a %, %,,, d—’:i-( J=

=1,2,...,n;7r=3,4,...,n) le loro espressioni in funzione
di p;,q; (7=1,2,...,n), tenendo conto delle prime due tra
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le (IX), della (1) del presente paragrafo, della (11') del § 2, n. 3,
: d .
e del fatto che, come si vede facilmente, x, , wp,-a-;- sono di-

versi da zero, almeno per |A|, || abbastanza piccoli, si trovano
le:

” ”

@ Zh(") Z(AtjPﬂ‘B«qu')—C« =0 (r=1,2,..,n),

=1 i=1

dalle quali, tenuto conto che, come si & visto nel § 3, il deter-
minante H definito dalla (3) del § 3, n. 1, & diverso da zero,
almeno per |1, || abbastanza piccoli, seguono immediatamente
le (VI).

.

3. - Anche qui vi & qualche riduzione nelle ipotesi nel caso
particolare n = 2. Precisamente, se » = 2, & sufficiente che le
funzioni A, C; siano D'— L, e che le funzioni f(z), {; (2)
(=1, 2,...,n) siano D'; le funzioni 3, =2;(z,y) (=
=1, 2,...,n), che si costruiscono e soddisfano il T. II, sono,
in questo caso, semplicemente D



