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A PROPOSITO DI ALCUNI TEOREMI

SULLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE

di GIUSEPPE SCORZA DRAGONI (a 

In questa Memoria rispondo in modo precipuo alle seguenti
pubblicazioni del CiNQuiNi:

I) Probleini di veclori al contorno per equaxioni differen-
ziali (non lineari) del secondo ordine (1),
con speciale riguardo all’

Aggiunta (1)
che compare alla fine della àlemoria ; .

II) Sopi-a una recensione del Signor SCORZA DRAGONI (3) ;
e:

III) Sopra un’ osservazione del Signor SCORZA DRAGONI Sit

ttn problema per le equazioni differenziali ordinarie (I).
Per dare un certo ordine alla mia risposta, prendo di

mira la Nota III) : 1’ esame di questa ci condurrà in modo

del tutto naturale a discorrere dei lavori I) e II) e, credo, di
tutti gli altri che il CINQUINI ha dedicato negli anni 1933 -1942
alle equazioni differenziali o iiitegro - differenziali, a prescindere
da una Nota pubblicata nel vol. XVII del « Bollettino dell’ Unione

matematica italiana.
Debbo avvertire il lettore che i §§ 1 e 2 non hanno, spe-

cialmente il secondo, nessuna consistenza scientifica. In essi mi

difendo da alcuni appunti, mossimi dal CiNQUiNi e riferentisi in

parte a delle mie sviste. Non è colpa mia se queste sviste non

(1) « Annali della R. Scuola Norniale Superiore di Pisa », serie 11, vol.

VIII (1939), pagg. 1-21.
(2) ibidem, serie Il, vol. VIII (1939), pagg. 2 t-22.

(3) ibidein, serie II, vol. XI (1942), pagg. 105-106.
(4) ibidein, serie li, voi. X (194~),), pagg. 217-221.
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hanno nessuna importanza e se il discorrere su di esse mi co-

stringe a scendere a delle considerazioni banali. Maggiore con-
sistenza presentano i §§ 3 - 7, nei quali sottopongo a critica i

contributi del CiNQuiNi allo studio dei problemi al contorno per
le equazioni differenziali.

Questa risposta è esauriente e definitiva. Dopo di essa non
ne darò altre al CINQmNI sull’ argomento, qualunque cosa sull’ ar-
gomento possa egli dire in futuro. Anzi non prenderò nemmeno
in considerazione quel qualche ’cosa ch’ egli certamente dirà

nell’ illusione di poter replicare efficacemente a questa mia.

§ 1.

i. - Nella III), il CiNouiNi tenta, in modo precipuo, di re-

spingere alcune critiche contenute nella mia Nota :

A) Un’osservazio?ie su problema per le equazioni dif-
ferenz ali ordinarie (5), 

’

dedicata al problema al contorno

con f (-r, uo, ..., u_i) definita nell’ insieme

e 

Precisamente il CINQUINI, prescindendo dall’ ordine con cui

egli svolge gli argomenti :
1 ) presente che anche il criterio, a cui lo SCORZA DRA-

GONl dedica la nota sopracitata, si può dedurre, come è ben na-

turale, in poche parole da un caso particolarissimo di un ~ suo

citato anche dallo SCORZA. DRAGONI V) » (cioè dal caso

(5) « Atti del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti tomo
CI, parte II (1941-42), pagg. 203-212.
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che la f sia limitata, - i numeri in cifre romane si riferiscono

a postille del CINQUINI);
2) cerca di replicare alle critiche, cui si è alluso all’ inizio

di i questo numero.

2. - Le parole riportate in 1) chiudono la prefazione di III).
Ma in quella prefazione è taciuto che, in A), anch’ io noto

in modo esplicito [loc. cit. (5), pag. 211, Oss. II)] che il mio
, 

criterio « si riconduce facilmente al caso che 1 sia limitata » t

Questa mia Oss. II) è passata sotto silenzio anche alla fine
della pag. 219 di III), che si chiude con questo rilievo:

3) c ... è bene ricordare che tale risultato dello ScoRZA.

DRAGONI è effettivamente nn’ immediata conseguenza anche del

teorema di BiRKHOFF e KELLOGG da noi citato 

rilievo assolutamente banale quando si sappia che il mio

criterio si ricondùce al caso che la f sia limitata ! - per tacere
del fatto che in A), anche a prescindere da quella Oss. II), io

mi riconduco appunto al teorema di BIRKHOFF-IKELLOGO citato dal
CiNQUiNi nella postilla vI) di III) ; o, per essere più precisi (v.
n. 28), mi riconduco a un risultato, che attribuisco a CACCioppou,
e di cui sfrutto soltanto un corollario immediato, che, se si

prescinde dal tipo meno generale di condizioni al contorno, in
sostanza coincide appunto con quel teorema -.

Quella mia Oss. II) è citata dal CINQUINI soltanto alla fine

di 11I), ed in nl0do ambiguo e reticente.
Nel n. 2 di 111), il Cinquiiii, dopo di aver riprodotto 1’ e-

nunciato del teorema che dimostro in A) (6), dice infatti:

(6) Nel riprodurre questo enunciato, il CiNquini appone la seguente nota
a piè di pagina :

«Nella ’Posizione del problema " ( n. 1, pag. 205) lo ScopZA DRAGO.’ZI
suppone che in ogni porzione limitata la funzione f sia in modulo minore
di una funzione della sola x integrabile, ma questa ipotesi, almeno per noi,
ò del tutto superflua, mentre lo ScoHZa DRAGONI non dice, in modo esplicito,
di abbandonarla ».

verissimo, quella ipotesi è del tutto superflua. Ma è proprio sicuro il

CINQUINI ch’ io non 1’ abbia abbandonata esplicitamente ? Non ha notato che

nel " Criterio di risolubilità " (n. 3, pag. 207) io enuncio di nuovo tutte

le ipotesi del n. 1, sopprimendo quella relativa all’ essere f, in ogni por-
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 Per la dimostrazione basta definire, con un noto artificio 
una funzione g (x, g, ..., ponendo : g ~ f, ove è 1 f 

zione limitata, minore in modulo di una funzione sommabile della sola x ; r
Ad ogni modo, dato e non concesso ch’ io non mi sia accorto che quel-
l’ ipotesi, abbandonata di fatto nell’enunciato e nei ragionamenti svolti nel
n. 3 della stessa A), era del tutto superflua, il CINQUINI crede davvero che
fosse opportuno farmi quell’ appunto in quella forma? In tal caso mi sia

permesso di far rilevare quanto segue.
Nel teorema II) della Memor ia :
IV) problemi di valori al co’ntorno per equazio-iii integro -

differegiziali
[«Annali di Matematica pura ed applicata », serie IV, tomo XX (1941 )~
pagg. 257-270], CINQUINI fa la seguente ipotesi «... esistano quattro fuqí-
x,ioni aj (x) (j 0, 1, 2, 3) non negative e integrabili su/l’intervallo

(xo , xi )... » 
’

Occupandomi di questo teorema in :

B) Un’ osservaxione un co&#x3E;ilorno per un’equaxioqie inte-
yro- differenziale
[«Atti del R. Istituto Veneto di Sc., Lett. ed Arti », tomo CI, parte II
(1941-42), pagg. 695-710], mi sono accorto che l’ipotesi della sommabi-
lità di a~ (x) [che corrisponde alla mia 8 (x) della pag. 707 di B)] era del
tutto inutile, cosa che ho fatto presente con la semplice postilla : « Sarebbe

superfluo supporre ~ (x) sommabile in i », e senza far rilevare che questa
condizione era stata esplicitamente posta dal CINQUINI. Se mi rammento bene,
anche il ragionamento del CINQUINI si sarebbe potuto atteggiare in modo
da riconoscere che l’ ipotesi della sommabilità di a~ (x) non era essenziale

[se mi rammento bene, sarebbe bastato porre, nella pag. 266 di IV):

in luogo di

ma questo è un punto su cui non val la pena di insistere. Piuttosto, porrò
in rilievo che il CINQU lNI soltanto a proposito del caso particolare che enun-
cia a pag. 267 di IV), nota che in quel caso 1’ ipotesi della socnmabilità di
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quazione ; dt si può

applicare un caso particolarissimo del nostro teorema citato

in III), e in modo evidente ne segue 1’ asserto ~ .

Ed ecco la postilla la III) non avendo evidentemente
alcun interesse per noi -:

Tale artificio è indicato anche dal prof. SCORZA DRA-
eoNi tn. 4, Osservazione II), pag. 211], ma in modo inesatto,
perchè lo SCORZA DRAGONI pone : g = f, là dove I f = H,
là dove 

Questa citazione è reticente ed ambigua. Essa infatti tace

che cosa io mi proponga di fare in quell’ Oss. II), introducendo
quell’ artificio. Ed è molto improbabile che il lettore di questa
postilla e delle parole ricordate in ,1 ) e in 3) possa immagi-
nare che, in quell’ 0ss. II), io mi proponga appunto di far rile-

vare come il mio criterio si possa ricondurre al caso che la f
sia limitata.

3. - Ecco infatti il testo completo di quella mia Oss. II) :
«Il teorema del n. 3 si riconduce facilmente al caso che

Itl sia limitata in tutto S. Scelto H in modo che dalle (4) segua
la (5), si ponga g = f là dove Ifl ~ H, g = H là dove Ifl &#x3E; H.
Allora se r (x) è un elemento unito per la trasformazione ana-

loga alla (1) con g al posto di f » [cioè se r (x) è una solu-

zione dell’ attuale problema al contorno (1) con g al posto di f J
 per questo risaltano soddisfatte disuguaglianze analoghe alle (6);
esso è quindi unito iinche per la (1) » [cioè è una soluzione

anche per l’ attuale problema (1)].

«2 (x) è inutile [vedi 1’ Oss. al n. 4 : ivi I’ ipotesi dell’integrabilità di az (x)
è naturalmente sostituita con un’ altra, che serve appunto a garantire sempre
soddisfatta una certa condizione del teorema 11) di IV), relativa alla somma-
bilità di certi prodotti az (x) p, (x, 2)] ; nel teorema III) di IV) il e IN Q UI I 1
~ condotto dalla pressione stessa delle cose a non supporre la sommabilità

di una certa funzione ma soltanto quella di certi prodotti in cui

questa funzione compare [si veda anche l’oss. I al n. 6 di IV)] ; ma il caso

é, diverso da quello prec..
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L’ ultima deduzione fra virgolette è, immagino, appunto quella
che si nasconde sotto il c e in modo evidente ne segue  as-

serto » del C NQUiNi ! - beninteso, ciò non vuoi dire che quel
tipo di deduzione compaia nella mia Oss. II) di A ) per la pri-
ma volta -.

Un pedante potrà osservare che, in A ), non indico esplici-
tamente dei criteri di risolubilità per la (1) di A) con la g al

posto della f. A un simile pedante risponderei che il far questo
sarebbe stato un portar nottole ad Atene, specie dopo tutte le

citazioni là contenute nella prefazione.
Per il seguito (v. nn. 25 e 40) ci sarà utile 1’ avere rile-

vato esplicitamente che il CiNQUiNi ha ammesso, in modo inequi-
vocabile, che il « risultato dello ScoRzA DRAGONI è effettivamente
un’ immediata conseguenze » di un teorema di BIRKHOFF-

KELLOGG (’), esteso da ÒCHàUDER (8) e ritrovato indipendente-
mente (9) da CACCIOPPOLI 

4. - Quanto all’ inesattezza, di cui nella postilla è

quistione d’ intendersi.
Nella mia Oss. II) di A) si legga : g = f, là dove 

là dove Ed allora la mia inesattezza as-9 
if

sume stranamente la stessa importanza di un errore di stampa! r
Ma si sarà poi trattato di un errore di stampa o di un lapsus
calami ? Vattelpesca. ,

(7) G. D. BIRKHOFF e 0. D. KELLOGG, Invariant points in function space
[«Tmnsactions of the American Mathematical Society ~, 23 (1922),
pagg. 96-115].

(8) J. S C H A U D E R, Zur "l’heorie stetiger Abbildunge91 in Funktional-

(Mathematische Zeitschrift, vol. 26 (1927) pagg. 4?-65] ; Bemerkung
xu meiner Arbeit "Zur Theorie stetiger Abbildungen in Fiinktionalráu-
men " [ibide1n, vol. 2, pagg. 41?-431] ; Der Fixpunktsatx iza Fvnktional-
rdumen [« Studia Mathematica », vol. 2 (1930), pagg. 171-180].

(9) R. CACCIOPPOLI, Un teore1na generale sull’ esistenxa di elementi

uniti in una trasformaxione funzionale (c Rendiconti del!a R. Accademia
Nazionale dei Lincei serie 6a, vol. XI (1930), pagg. 794-799].

(10) R. CACCIOPPOLI, Sugli elementi uniti di trasformazioni funxionali :
un’ os,servaxione sui problemi di valori ai limiti [ibidem, serie 6a, vol.
XIII (1931), pagg. 498-502].

5 *
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§ 2.

5. - Già altre volte CiNQuiNi ha battezzato per « errori »

delle mie sviste di nessuna importanza. Precisamente nei lavori
ricordati in I), loc. cit. (1) e (’).

Per chiarezza, ripigliamo la questione ab ovo. Ecco di che

si tratta.

Nella mia Nota liiicea :

C) A proposito di alcuni teoremi relativi ad un proble-
ma ai li ziti per un’ equazione di#eren.,-,iale del secondo or-

dine 

mi occorreva di prolungare ulia funzione y (x, y, y’), continua

e limitata nell’ insieme x b, y, (x)  y ::s:: Y2 (x),
- m  y~  -f= in modo che la funzione prolungata,
t~ (x, y, y’), risultasse continua e limitata per x in a x -,- b

ed y, y’ qualunque, crescente rispetto ad y per y (x) ed
y ~ j/z (X). Che un tale prolungamento fosse possibile era evi-

dente. Per comodità ho .preferito esplicitarne uno, ed ho posto :
cp, là dove era già dennita, = se 1/ (x), e

~ 9,, se con

Ora è evidente che in tal modo la funzione q, risulta cre-

scente soltanto se cp (x, y~ (x), y’) è sempre positiva. Ma è anche
evidente che basta porre

perchè tutto vada a posto.
Il CI.I;IQUINI ha richiamato l’attenzione su ciò nella prefa-

zione di I), con le seguenti parole :

(1’ ) «Rendiconti della R. Accademia Nazionale dei Lincei », serie 6a,
vol. XXII (1935), pagg. 44-48. 
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« La dimostrazione... data dall’A. [din10strazione che va op-
portunamente corretta VI) 1 sfratta un teorema... »
ed ecco la postilla VI) (i corsivi sono del CrrTenrm) :

« VI) Infatti le funzioni Cf (x, y, y’) e p (x, y, y’) - contra-
riamente a qnanto afferma 1’ A. - non sono sempre 

rispetto ad y, perchè la 9 (x, y, y’) non è supposta diversa da
zero » .

E ci troviamo di nuovo di fronte a delle afferrnazioni, che

non dicono affatto, a chi non vada a controllare ~ originale,
che si tratta di sviste inessenziali !

Perciò ho approfittato dell’ occasione che mi veniva offerta
dall’ aver ripetuto la stessa svista nella Memoria.:

D) Su 2cn pi-oblema di valori ai liiniti per le equaxioni
differenziali ordina;ie del secondo ordi?ie C!),
stampata allora allora, per farle seguire una

Aggiunta C3)
in cui ridavo alla quistione il suo giusto valore.

Questa Aggiunta si chiudeva con le parole : « Al OINQUINl
evidentemente è sfuggito che nemmeno la 0 sarebbe suffi-
ciente per garantire la crescenza delle gi rispetto ad y , pa-

, role che venivano riferite alla postilla VI)), or ora citata.

’ 

6. - A queste mie osservazioni il CiNQmNi ha reagito con

ricordata in I). In essa egli afferma, tra l’ altro :

« Lo SCORZA. DRAGONI tiene, cos , a far sapere ai suoi lettori

che 1’ errore da Lui commesso è più grave di quello che risul-
terebbe dall’ osservazione che io avevo fatto ; e a tal riguardo
nulla avrei da aggiungere.

Ora nella mia Aggiunta io avevo detto in sostanza che

« la forma effettiva » delle funzioni prolungate « non aveva alcun
interesse ~ , bastando che fossero soddisfatte alcune « condizioni

qualitative, palesi e non implicanti, evidentemente, contraddi-

zioni » e che avevo « preferito esplicitare il prolungamento per

(12) ~~ Rendiconti del Seminario Matematico della R.. Università di

Roma ~ , serie 4~, vuoi. 2 (1938), pagg. 177-215.
(13) ibide?n, serie IV, vol. 2 (1938), pagg. 253-254.
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comodità &#x3E;&#x3E; ! Non occorrono commenti. Qualunque lettore può
giudicare da sè della buona fede del CINQUINI.

7. - Senza dilungarmi sulle altre anguillesche affermazioni
dell’ Aggiunta del CINQUINI (*), ricordata in I), ne riporto la fine :

"-

(*) Aggiungo una nota a piè di pagina sulle bozze di stampa, perchè
voglio evitare che il mio silenzio possa essere interpretato come un ricono-

scimento implicito della impossibilità di replicare efficacemente a quanto
dice il CINQUINI.

Riporto quindi il resto del passo esaminato nel n. 6, dividendolo in partir
intercalate dalle mie osservazioni.

«Ma siccome 1’ affermazione dello SCORZA DRAGONI vorrebbe essere

un appunto a me rivolto, ... ».
La mia osservazione non voleva essere, bens  era un appunto ri‘ olto al

CI NQ UI NI. Quello ch’ essa voleva era questo : fare rilevare che il CI N Q UI NI
commetteva, nell’ atto stesso in cui me la rimproverava, una svista analoga
alla mia.

«... debbo rilevare che i fatti la smentiscono completamente e che nulla
effettivamente mi è "sfuggito,,, perchè, pur essendo ricorso in alcune mie

dimostrazioni (’vedi, per esempio, n. 1) ad un artificio analogo a quello dello
SCORZA DRAGONI, 1’ ho fatto, a differenza da tale Autore, in modo perfet-
tamente corretto, ... . ..

Questo si chiama cambiar le carte in tavola. L’ appunto mosso al CI N-
Q UI NI si riferisce alla nota vi) a piè della pag. 2 di I) e non a quanto si
trova scritto nel n. 1 di I); e basta rileggere quella nota vi), qui riprodotta
nel n. 5, per riconoscere che i fatti confermano la mia affermazione.

... come lo stesso SCORZA D R A G O N ha riconosciuto nella 

giunta " , nella quale ha utilizzato proprio la mia costruzione per correggere
i suoi errori !) ~..

Il nel fatto, ha anche lui bisogno di prolungare la funzione
y, y’) in modo da ottenere una nuova funzione continua, limitata, cre-

scente in y se y C yl 1 (x) oppure se y &#x3E; y (x) ... ; ed a questo scopo pro-

cede in sostanza come nel n. 5 del testo, ponendo però

invece di far ricorso alle (4).
Certo che non ho la minima intenzione di contestare che in questo modo

il CI rtQ UINI ha rispetto a me la priorità di avere indicato esplicitamente
un prolungamento effettivo di quella funzione ~, che soddisfaccia a quelle
taii,codldizioni « palesi e non implicanti evidentemente contraddizioni ~..

E se io non avessi ritenuto trattarsi di banalità tali che non valesse
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Non sarà inopportuno aggiungere che allo SCORZA DRAGONI
è completamente sfuggito il fatto che l’ essenziale nell’ errore da

davvero la pena di insistere su cose del genere, nella mia Aggiunta non avrei
mancato di far rilevare la priorità del CI NQ UI NI.

Ma visto che il CI NQUI NI ha ritenuto opportuno di osservare esplici-
tamente che io ho «utilizzato proprio la sua costruzione per correggere i

miei errori », mi sia permesso di fare a mia volta qualche altro rilievo.

Nella sua Aggiunta il Ci NQ Ui NI ammette dunque di aver fatto ricorso
nel n. 1 di I) ad un arti Scio analogo al mio. Ma questo egli lo riconosce in
una c Aggiunta fatta nel novembre 1938 » [vedi loc. cit. (2), pag. 21] ; mentre
lo aveva taciuto nella Memoria I), già stampata nel maggio del 1938 [com’ egli
stesso ci fa sapere, loc. cit. (2), pag. 21].

Non sarà poi male approfondire un po’ di più il contenuto di quel n. 1

di I). Quel n. 1 incomincia con le seguenti parole :
«Teorema I (dato dallo SCORZA DRAGONI: nuova dimostiazione) » ;

mentre questo teorema si può formulare nel modo che segue [ved. C), loc.

cit. (11)] : .
Se cp (x, y, y’) è continua e limitata nel cilindro C : a  x  b,

y, M_ y (X) (yl (x~ (X) - ao C Y’  -~- ~0 e se t’equaxione
y" _ ~ (x, y, y’ } ha y, (x) e y. (x) come integrali in tutto a x  b,

ammette sempre alrneno una soluzione, yo (x), per lac quale sia

yo = Yo, yo (x,) = y,, se a  x~  b, 1/1 (x.)  yo (xo),
y! (Xi)  y~  Y2 (01)- 

- - --

Esaminiamo dunque la linea direttiva di quella «nuova dimostrazione»,
prescindendo naturalmente dai dettagli, ma limitandoci ai punti essenziali,
che sono i seguenti : .

a) prolungamento della funzione 9 (x, y, y’) in una funzione j (x, y, y’)
continua e limitata in tutto lo strato a ~ x  b, ~ y ~ C -E- ~o , j y’ ~ ~ -1- oo ,
coincidente con cp (x, y, y’) in C, crescente rispetto ad y nei due insiemi

-1- ’S) ed + aJ ;

b) dimostrazione del fatto che il problema al contorno y" (x) =
(x, y (x), y’ (x)), y (xo) = yo, y (xl) = Y ammette almeno una solu-

]

c) dimostrazione del fatto che, in virtù delle condizioni imposte a

c~ (x, y, y’), risulta Yi (x) C x (x)  y2 (x), di guisa che x (x) è anche una

soluzione delle Y" (x) = cp (x, y (x), y’ (x)), y (xo) = y = Y~.
1 Questa è la strada che il CI NQ UI NI segue nel n. 1 di I). Questa però

è anche la strada che io avevo seguita nella mia Nota lincea del 1935. Il

Ci NQ Ui NI in I) cita s  la mia Nota lincea, ma soltanto per riportarne il
mio teorema e per dire che la mia dimostrazione «va opportunamente corretta
.. , sfrutta un teorema di unicità, provato nella Nota stessa, ed è basata su

un risultato ottenuto dal CACCIOPPOLI con considerazioni topologiche, che
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Lui ripetutamente commesso sta appunto nel non essere verifi-
cata la disuguaglianza y i{= 0. Infatti, se fosse c  0, si avrebbe,

parecchi anni prima avevano introdotto BIRII-HOFF e KELLOGG· ; e ram-

menta una mia Memoria, pubblicata sul «Giornale di Matematica di Batta-

glimi la H) qui citata nella nota (25), ed una mia Nota, pubblicata nel
vol. 105 dei «,IIatheii-iatische Annalen , soltanto per dire, a proposito di
quest’ultima: «Rileviamo che anche lo SCORZA DRAGoNi dà una dimostra-
zione elementare di un caso particolare del teorema sopra riportmo : nel-
1’ ipotesi che la funzione cp soddisfi alla condizione di Lipscnnz rispetto alle
y e y’ » [cfr. I), nota vII) a piè di pag. 2] ; e, sempre a proposito di que-
st’ ultima : «in virtù di un ragionamento elementare già fatto dallo ScopZA
DRAGONI » , ~cfr. I), n. 7, si badi bene, n. 7 non n. 1 !]. Debbono passare se’

mesi prima ch’ egli si decida a concedere, bontà sua, di avere utilizzato
 un arti ficio analogo a quello dello ScopZA DRAGONI»!

Esaminiamo ora i punti a), b) e c).
Quanto al punto a), come s’ è già detto, si tratta di cose che si possono

palesemente fare.
Anche il punto c) si esaurisce facilmente, una volta prolungata la cp in

modo che w soddisfaccia alle condizioni dette in a). Le dimostrazioni relative
mia e del Ci NQ UI NI sono entrambe estremamente semplici un lettore, che
non vada a controllare gli originali, potrebbe forse essere condotto a credere,
dal modo come il CINQUINI si esprime nella nota piè della pag. 6 di I),
che la mia non sia altrettanto semplice ; nel fatto non è cos , anzi le due
dimostrazioni non sono concettualmente diverse, per chi sappia guardare alla
sostanza delle cose; entrambe poi non sono concettualmente diverse da una
data da S. B E R NST E I 11T ln Sttr les équations du calcul des variations [An.
nales Scientifiques de F Ècole Normale Supérieure, serie III, vol. 29 (1912),
pagg. 431-485], n. fi j ; la mia però è più aderente all’ essenza delle cose,
di guisa che essa ha permesso di applicare il procedimento dimostrativo
delineato da me anche ad altri casi [cfr. per es. la mia Memoria E), citata
nella successiva 4 e, in special modo, il n. 71.

E veniamo al punto b).
In C) io 1’ ho esaurito con l’applicazione di un teorema di B RKHOF’F-

KELLOGG-SCHAUDER-CACCIOPPOLI i [se ne vedano i lavori qui citati
nelle note (7), (8), (9~ e (10)].

In I), invece, il CINQUINI non vuole utilizzare quel teorema, bens  vuole

applicare un metodo di approssimazione dovuto a SEVRRiNL Questo consiste:
b’) nell’approssimare la funzione (p (x, y, y’) mediante funzioni (X, y, y’),

XP2 (x,y, y), ... continue, equilicnitate, lipschitziane rispetto a y ed y’ ; i
b") nel dimostrare che il problema al contorno y" (x) = ~p y (x), y~ (x)!,
= = y(xl) i = yi è risolubile;

b"’) nel dimostrare che dalle soluzioni dei problenii approssimanti si può
estrarre una successione convergente verso una soluzione del problema limite.
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data la continuità della 1’’1 o sempre 9 &#x3E; 0 - ed allora nessun

appunto potrebbe essere fatto alla dimostrazione dello SCORLA

Questo il metodo.
Vediamo ora che difficoltà si potevano presentare nell’ applicazione fat-

tane dal Ci  Qui Ni al caso concreto in esame.

Intanto è evidente che il punto b’) non poteva presentarne, allo stato

attuale dell’ Analisi.
Allo stesso modo, lo sviluppo del procedimento delineato in b"’) non

rappresentava attualmente nulla di pi i di un facile esercizio, anzi di una
facile applicazione di procedimenti noti.

L’ ultima, anzi 1’ unica difficoltà poteva quindi annidarsi nella dimostra-

zione del fatto enunciato in b"). Ora una simile dimostrazione non eia dif-

ficile. Ma anche cuncesso che lo fosse stata, vi è sempre da rilevare che una

dimostrazione del fatto accennato in b") si trova già, p. es., nella mia Tesi

di Laurea Memoria H’, citata qui in ( 5) e in I) in Iv), n. 12; e che il

CI Q UI NI esaurisce il punto b") « proprio » facendo ricorso allo stesso ragio-
namento usato ivi da me.

Con ciò io non intendo fare una rivendicazione di yríorità : il ragiona-
mento che ho utilizzato nel n. 12 di 1‘~), si trova anche sfruttato, p. es.,
nel passo di citato nella successiva nota ( y5) e di cui non ero

a conoscenza quand’ io scrissi la mia Tesi di Laurea. Quello che io intendo

è soltanto di far rilevare che, alla resa dei conti, nella dimostrazione che il

r battezza per nuova» (dopo di aver detto che la mia aveva

bisogr.o di essere «opportunamente corretta ») di concettualmente nuovo non
vi è nulla. .

Non so poi se per il CINQUINI questo fosse implicito nel seguente pe-

riodo, tolto dalla prefazione di I): «Nel presente lavoro mi propongo ...
di dare una dimostrazione di carattere elementare vii) del teorema sopra
citato dello SCORZA DRAGONI, riprendendo, con opportuni accorgimenti,
il metodo del S E V E RI NI che si basa sulla considerazione di equazioni dif-
ferenziali il cui secondo membro approssima il secondo membro della (I) ed

è lipschitziano...: ciò permette di condurre la dimostrazione in modo da

non aver bisogno di ricorrere al criterio di e KELLOcc...,
sull’ esistenza di un elemento unito in una trasformazione funzionale ».

Il passo in esame dell’Aggiunta, del CINQUINI si chiude con un:
K E vero che in tale costruzione, in luogo di una semplice funzione

razionale da me usata, Egli ha preferito adoperare una trascendente, ma
questo dipende soltanto dalla diversità delle nostre tendenze~.

Basterebbe far rilevare che io ho fatto uso di una trascendente elemen-

tare, la tangente iperbolica, in un ordine di idee nel quale debbono essere

familiari nozioni un po’ piii elevate di quella del numero e o della funzione

esponenziale, per coprire di ridicolo quanto dice il C ( 1B Q U I N I. Ma non ne

vale la pena. Il prendere sul serio roba del genere sarebbe troppo poco serio.
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DRAGONI - o sempre q C 0 ed allora sarebbe bastato il semplice
cambiamento del segno più nel segno meno davanti alla funzione
tg h, perchè, nella Nota lincea, tutto procedesse regolarmente ! ».

In queste righe si trovano :
a) uno svisamento della questione,

perchè il problema, di fronte al quale ci si trovava nella mia
Nota lincea, non era di prolungare la funzione rp, mediante fun-

zioni del tipo

in modo da farla risultare continua, ecc... ; bens  quello di pro-

lungare la funzione 9 in modo da farla risultare continua), ecc...

~) gratuita,
quella che io non mi sarei accorto «che l’ essenziale nell’ errore

da ~ me c ripetutamente commesso » starebbe « appunto ecc... »: ed
infatti, appunto per quanto è detto in a), io non ero ’affatto

tenuto a rendere pubbliche delle osservazioni ridicole su quello
che si poteva ottenere giocherellando con delle funzioni del

tipo (5);
-~) una contraddizione con tutto il tono dell’ del

CINQUINI,
perchè il passare dalle (3) alle (4) è altrettanto semplice che il

passare dalle (3) alle

B) di nuovo una svista analoga a quella che nii 

attribuita (gratuitamente, 
infatti, se ci permettiamo di ricorrere sia alle (3) che alle (6),
non è più essenziale che sia sempre 0, come vuole il Cm-

QUINI; basta che sia 

Vorrà dire che, se 9 (x, y, (x), y’) e Cf (x, ,y~ (x), y’) sono di segno
contr~~,rio, si dovrà sostituire una conveniente delle (3) con una
conveniente delle (6).

Domando scusa al lettore, se per rispondere al CINQUINI
sono costretto a scendere a considerazioni cos  banali.
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8. - Riprendiamo in esame la Nota III) ; ci rimane a con-

siderare il punto 2), di cui al n. 1 della Memoria presente.
Le osservazioni che CtNQUiNi tenta di respingere sono:
4) una mirante a fissare i termini di una situazione di

fatto, creatasi in seguito ad una lacuna essenziale presentata da
un suo ragionamento, svolto in

V) Problem,i di valori al contorno per equazioni di f fe-
renziali ordinarie d’ ordine n (l) ;

e :

5) una riguardante la dipendenza di un suo teorema [loc.
n. 1] da un teorema d’ analisi funzionale.

9. - L’ osservazione, di cui in 4), si trova esposta in una

postilla a piè di pag. 204 del lavoro A), citato in (1), qui ripro-
dotta nel n. 19.

A proposito della quale postilla si può fare subito un’ os-

servazione d’indole generale.

(L4) «Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa~, serie II,
voi. IX (1940), pagg. 61-77.

La lacuna, cui si allude nel testo, si trova nella nota x) di V), a piè
delle pag. 66-67, nel tentativo di estendere c un noto ragionamento di ca-

rattere elementare » [V), pag. 66 ) ; ed è stata rilevata da C. MIRANDA.

[vedi la recensione di V), pubblicata nel «Zentralblatt fiir Mathe,uatik.,
vol. 22 (1940), pag. 339]. Essa consiste essenzialmente nell’ ammettere che

una funzione cf (x) [ sulla cui continuità non si può dire nulla], definita in

a C a? " b, negativa in a e positiva in b, si annulli in un punto com-

preso fra a e b.

11 ragionajnento di cui il CINQUINI fa uso nella nota x) era stato

già sfruttato da G. Zw N.., in:

a) Su un problema ai limiti per le equazioni differenziali ordinarie
del terxo ordine

[« Atti del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti » tomo XCVIII,
parte 11 (1938-39), pagg. ti9-78 ; Nota presentata il 20 novembre 1938 e

licenziata per le stampe il 3 marzo 19391, però ZwiRNER lo applica in ma-

niera ineccepibile, perchè nelle sue ipotesi egli riesce a dimostrare (loc. cit.,
n. 6) la continuità della sua funzione ip (x).
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Essa è una mise au di dati di fatto. È redatta in
modo da sintetizzare la situazione del momento, facendo gra-
vare la mano meno di quello ch’ era possibile fare. Quindi essa
sarà sempre inattaccabile, adesso e nel futuro, qualunque possa
essere la situazione attuale o futura.

Nella fattispecie si può osservare che il CINQUINI, per porre
fuori discussione un’ affermazione di fatto, ch’ egli aveva dichia-
rato di ritenere nota, ha finito col farsela din osti-are dal BRU-
SOTTI C5).

10. - Per poter procedere con chiarezza, è bene ora entrare
in qualche dettaglio ulteriore.

Lo studio del problema di NICOLET’1‘I per un’ equazione o un
sistema di equazioni differenziali ordinarie di tipo normale si
può ricondurre alla risoluzione di un sistema del tipo

e sostanzialmente al

Teoremal) - Il sistema (7) arnmette soluxioni nel 14ettan-

golo q - dititeiisionale R q: a, bl, ..., aq xq bq bj),
se le ~~ ivi e soddisfanno alle

sulle faccie di ~.

H. - Rimandando ai numeri successivi chiarimenti ulteriori

in proposito, possiamo ora dire qualcosa di più preciso, circa
l’errore commesso dal CINQUINI nella x) di V), cui si è già alluso
nel n. 8 e nella nota C4) di questa Memoria.

() L. BiiusoTTt, di un lemma algebrico que-
-5tioni d’analisi [ c Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa », serie
II, vol. XI (1942), 211-215].
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Esso consiste in sostanza nel credere che il sistema (7) si

possa risolvere applicando con molta faciloneria un procedimento
di eliminazione delle variabili.

Infatti, supposto per semplicità q = 2, il CixQUiNt ragione-
rebbe come segue. Nelle ipotesi poste, per ogni x, e bi
esiste (alnaeno) un valore di x,, diciamolo , (x,) , tale che

~(~,X(~))=0. Poichè ~(~(~))0, P~ (b~ , À Cb~) ) &#x3E; O,
esiste tale che 4&#x3E;, (xi , ~1 (xo» = 0; quindi ecc.. Ora 1’ esi-

stenza di xÌ non è certa, poichè À (Xl) potrebbe anche essere

discontinua. ,

Guardando le cose da un punto di vista geometrico, 1’ er-

rore appare ancora più evidente. Esso consiste nel credere che

il 1 luogo ~~ (x, , x~) = 0 coutenga una curva continua, rappresen-
tabile (cartesianamente, cioè) nlediante un’ equazione del tipo
3"2 == À (a-1), per (e quindi capace di dividere il

rettangolo 1 in due parti). Ora una pretesa del genere è inam-

missibile, anche se il luogo 4&#x3E;1 (xl , x) = 0 è ua curva di JORDAN.
I.Ja deduzione è invece esatta, se per ogiii x, d i a, à xi 

esiste un valore di x, che verifichi la 4&#x3E;2 (Xl’ x~) = 0, per-
chè allora quella tal funzione (x,) risulta automaticamente (de-
terminata in modo unico e) continua; quel tal luogo si riduce

ad una curva continua, suscettibile di una rappresentazione car-
tesiana, ecc. E nel lavoro a) di ZWIRNER, citato in e4), si verifi-

cava appunto una circostanza del genere ; epperò in quel lavoro
ZwiRNKR ha potuto applicare il procedimento di eliminazione

in modo ineccepibile [vedremo nella successiva nota (SO) che per
q = 2 il teorema I) si può dimostrare facilmente facendo vedere
che il luogo ~Q (x~l , x2) = 0 contiene un continuo che congiunge
i due lati xi - a, , = b, , a2:::;: x, di 

12. - ,Questa è la sostanza dell’ errore commesso dal CIN.

QUiNt, una volta liberatolo dalle sovrastrutture inerenti alla par-
ticolare applicazione del teorema I) ch’ egli fa in V~.

’ 

Egli i invece, nelle pagg. 217-218 della Nota III), parla di

quella lacuna tenendo conto di quelle sovrastrutture e dice

perciò (le postille con cifre romane corrispondono a note a piè
di pag. apposte dal CINQUINI, e prive di interesse per la qui-
stione di cui si tratta):
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nel lavoro V) c ... al solo scopo di non usufruire di un

risultato stabilito da BIRKHOFF e KELLOGG VI) mediante conside-
razioni di analisi funzionale, abbiamo accennato sommariamente
in una nota a piè di pagina [lunga circa una pagina, nella
quale il caso del problema (1) per n = 4 è trattato con abbon-

danza di dettagli, e non per cenni sommari !] ~ in qual modo si

possa estendere ai problemi in questione il noto ragionamento
elementare con cui si stabilisce, in condizioni particolarmente
semplici, l’ esistenza di almeno un integrale di un’ equazione
differenziale del secondo ordine congiungente due punti prefissati.

Come abbiamo già avuto occasione di rilevare VIII)), C6), il

contenuto di tale nota a piè di pagina, il quale è apparso in-

completoIx),» [e qui il CINQUINI cita la recensione del MIRANDA,
ricordata in (" )J «si illumina completamente tenendo presente
un’ osservazione sugli zeri comuni a q funzioni continue di q
variabili. Questa nostra osservazione, che avevamo comunicata a
C. MIRANDA, i  quale x) 1’ ha trovata equivalente al noto teo-

rema di BROUWER» sull’ esistenza di punti uniti nelle trasforma-
zioni continue di 22, in sue porzioni, « può senz’ altro enunciarsi
nei seguenti termini... ~ ;
e qui il CiNquiNi enuncia il teorema I), e poi continua (i corsi-

vi essendo suoi):
« Abbiamo inoltre rilevato XII) che tale nostra oíservazio ie

è un’ immediata conseguenza del caso particolare in cui le

( j = 1, ..., q) siano funzioni razionali caso nel quale
ritenevamo la nostra affermazione come già nota ~.

13. - Circa il primo alinea del CiNQuiNi, riportato nel n.

prec., osservo quanto segue.
Intanto è verissimo che se si sfrutta il teorema di BiRKHOFF

e KELLOGO è possibile evitare l’ insidia in cui il CINQU1NI è caduto

(ls) Qui Cisomsi allude al n. 8 della sua conferenza:
VI) Problemi di valori al contorno per equazioni differenziali ordi-

narie [« Rendiconti del Seminario Matematico e fisico di Milano », vol. Xtv
( 1940), pag. 157-170].



77

nel lavoro V). La cosa è evidente per chi abbia una certa co-

noscenza di queste teorie (17).
Ma non è meno vero che 1’ unica difficoltà, da superare

nel!’ ordine di idee che il CINQUINI seguiva in V), poteva even-
tualmente presentarsi soltanto nell’ evitare il teorema di BIRKHOFF

e KELLOGG!
So bene che nella prefazione del lavoro V) il CINQUINI dice

invece:

« voglio ora mostrare in qual modo il metodo già seguito »
in I) e VII), loc. cit. (’) e C8), « che si basa sulla considerazione

di equazioni ausiliarie ... con secondo membro continuo e ...

lipschitziano. rispetto alle variabili diverse dalle x, « possa riu-

scire altrettanto utile, quando sia opportittiamente niodificato e

generaliz’Xato, per» studiare il problema (I);
« il procedimento seguito nella dimostrazione del primo teo-

rema della presente Memoria generalizza uno dei metodi già se-

guiti, per n = 2 » in I) e VII) «utilizzando ancora, in modo op-
portuno, la classica successione dei polinomi di STIELTJES,...»;

«per stabilire il secondo teorema, siccome l’ uso dei poli-
nomi di STIELTJES non sarebbe stato altrettanto efficace, abbiamo
ricorso ad un altro metodo di approssimazione, il quale si giova

(17) Pel CINQUINI sarebbe bastato sapere che il problema ( 1 ) è risolubile, se
,..., un.i ) j I risulta minore in ~S’ di una funzione della sola x,

sommabile in I: a [ x  b.

E sfruttando le considerazioni di analisi funzionale introdotte nei lavori
citati in (7), (s), (9) e (LO) è appunto facile rispondere alla questione. Per
uno sviluppo delle deduzioni relative nel caso &#x3E;1 = 2, si veda il mio lavoro

E) Elementi uniti di trasformazioni (unxionali e problezni di valori
ai limiti,
[ « Rendiconti del Seminario matematico della R. Università di Roma »,
serie IV, vol. 2 (1938), pagg. 255-275 ], § 3. Pel caso del problema (1), si

veda, per es., il n. 34 del lavoro presente.
(18) Si allude al seguente lavoro di CiNQuiNi:
VII) Sopra i problemi di valori al contorno per equaxioni 

xiali del secondo o1"dine

[«Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa», serie If, vuoi. VIII

( 1~J39), pagg. 271-283J.
Avverto infine che il carattere corsivo dei passi che seguono è usato

qui, non negli originali.
r
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di una classe di funzioni ... introdotta da TONELLI nelle sue ri-

cerche sulla quadratura delle superficie. Peralto, 1’ uso di tale

classe di funzioni noya viene fatto immediatamente, 1na è subor-
dinato ad itiz’operazione preliminare, in virtù della quale la

successione di funzioni fm , con le quali, in definitiva, viene

approssimata -la funzione f, soddisfa alla disuguaglianza 
Questa seconda dimostrazione mette in l2cce il fatto che, per
quanto le nostre ricerche non vengano mai meno al loro carat-

tere estremarnente elementare e traggano il loro spunto dalle ben
note ricerche del SEYERINJ, il metodo seguito si rinnova in ogni
singolo caso, 1ttilizzando nuovi originali procedinzenti approssi-

che si presentano particvlarmPnte e f ficaci ;
so bene che in un altro suo lavoro CINQUINI dice C9), a propo-
sito di una questione aualoga :

«pongo in evidenza che delle difficoltà da .superare
nei procedimenti già seguiti è costituita dal fatto che le funzioni

con cui si approssima la f debbono verificare una disugua-
glianza analoga a quella cui soddisfa la f ~ ;
so bene tutto questo. Ma sta di fatto che già a quell’ epoca,
l’unica difficoltà che si poteva eventualmente incontrare nello

stabilire i teoremi di V) era quella di stabilirli evitando il

teorema di BIRKHOFF e EjELLocc, o i teoremi derivati.
Infatti il CINQUINI nella V) dimostra prima che, nelle sue

ipotesi, le eventuali soluzioni delle (1) e le loro derivate prime,
seconde, ... (n - 1) - esime sono limitate: e in quelle ipotesi
la cosa era abbastanza evidente per chi conos;eva quanto a quel-
1’ epoca si sapeva già sulle equazioni del secondo ordine.

Giunti a questo punto basta applicare 1’ artificio usato da

l wIRNER in : 1

b) Sopra un teorema sulle equazioni differenziali del se-

eoiido ordine (2°),

( ~9 j Nella Nota :

VIII) sopra i problemi di valori al contorno per

l’ equazione y" = f (x, y, y’),
[ « Boll. dell’ Unione mat. it. ~, serie II, vol. II (1939-40), pagg. 322-325],
a piè di pag. 323.

(20) « Rendiconti del Seminario matematico di Padova », ;ol, X ( 1939) r
pag. 65-68.
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il quale artificio permette di ricondurre con sorprendente
semplicità i teoremi considerati in V), a proposito del proble-
ma (1), al caso che la f sia in modulo minore in tutto S di
una conveniente funzione della sola x, p (x), sommabile in I:

(21) . Ed approssimare una tal f mediante funzioni
gm, minori in nodulo della t1 (x), misurabili rispetto ad x,

continue e lipschitziane in senso generalizxato rispetto ad

2co , u, , ..., ecc ... è cosa talmente semplice che non val

la pena di insistervi [comunque si veda la nota (62)].
Tutto è quindi ricondotto a risolvere il problema (1) per

le y(n) = gm, perchè poi da queste si risale facilmente alla 
’

== f, applicando il metodo del SEVERiNi e il teorema del pas-

saggio al limite sotto il segno di integrale. 
’

Tutto è ricondotto a quel punto, ma è qui che al CiNQuiNi è
venuta meno la possa : o, per meglio dire, che il CiKQUiNi ha pen-
sato, in sostanza, di risolvere il sistema (7), nelle ipotesi del teo-

rema I), applicando un procedimento di eliminazione, buono se

le (7) fossero state lineari o giù di l .

14. - Osserviamo incidentalmente, che dalla rapida esposi-
zione fatta nel n. 13 si trae in particolare che, allo stato at-

tuale dei problemi finora presi in esame, non è affatto neces-

sario rinnovare in ogni singolo caso il metodo di SEVERJKI, uti-

lizxandu originali procedinenti approssimativi. Il proce-
dimento d’ approssimazione può essere sempre quello accennato

verso la fine del n. 13, e tutte le difficoltà incontrate dal CIN-

QUINI, e dal CINQUINI poste in rilievo con abbondanza di dettagli,
si dissolvono (’2).

(~1) L’ artifizio consiste in sostanza nell’ introdurre una 9 (x, u. ...,

un.i ) ponendo : g = f, là dove 1 f C w (x) ; g = g = - ~,,

là dove f  - ~,. Con ciò la g soddisfa senz’ altro a disuguaglianze ana-

loghe a quelle verificate dalla f, ecc.

Un artifizio analogo era stato sfruttato da me nel n. 9 della Memoria

E) citata in (17).
Il lettore avrà riconosciuto 1’ artifizio ricordato nel n. 2.

(22) Non sarà inopportuno aggiungere che la Nota VIII) del CINQUINI,
citata in (19), [ dalla quale abbiamo tolto quel periodo :
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L’ utilità dell’ artificio usato da ZWIRNER nel lavoro b), ci-

tato in 1’°), è stata peraltro riconosciuta anche dal CINQUINI in IV)

« pongo in evidenza che una delle difficoltà da superare nei procedi-
menti già seguiti è costituita dal fatto che le funzioni fnt (x, y, y ) con

cui si approssima la ~ f (x, y, y’) debbono verificare una disuguaglianza ana-
loga a quella cui soddisfa la f ... »
ricordato nel n. 13, ] si riferisce alla mia Nota :

F) A proposito di un teorema sulle equaxioni ordinarie,

[ Rendiconti del Seminario Matematico della R. Università di Padova », vol.
X (1939), pagg. 90-100 ].

Orbene, per 1’ appunto a pag. 95 della mia Nota F) è sfruttato 1’ arti-

fizio dello ZBVIRNER proprio per approssimare, senza difficoltà di sorta, la mia
funzione f mediante una successione di funzioni (eh’ io chiamo ,qm ) soddisfa-

centi ad una disuguaglianza analoga a quella verificata dalla f! - vero si è
che io conduco la dimostrazione in modo da non aver bisogno di supporre
le gm lipschitziane. ’

, 

E visto che ci siamo, parliamo un poco di questa Noticina VIII) .
Essa si apre coa :

« Un lavoro di G. SCORZA DRAGONI », [ la Nota F)] « apparso in questi
giorni, ha per oggetto .un complemento ad un mio recente teorema »: il teo-

rema II), n. 2, della Nota VII) citata in (ls;.
Ma è del pari vero che quel teorema II) di VII) ha per oggetto un com-

plemento ad un teorema, dato da me nel § 4 della Memoria I; ) citata in (L7)
e da me esteso nella Nota :

G) Intorno a un criterio di esistenxa per un p -oblema di 2·alori ai
limiti

[ « Rendiconti della R. Accademia Nazionale dei Lincei », serie 6, vol. XXVIII
(1938), pagg. 317-32~ ] - riconoscendo cos  esatta una presunzione avanzata
nella nota (113) a piè di pag. 271 di F) -; e che questo complemento, o
meglio la possibilità di ottenere complementi, analoghi a quello effettiva-
mente ottenuto dal CINQUINI, è chiaramente espressa nel n. 11 di K) ed e

ripetuta nella chiusa dell’ introduzione di con la dichiarazione ch’ io non

intendevo occuparmene perchè non doveva essere cosa diffici le a farsi ! t

A pag. 323 di VIII) dopo di avere rienunciato il teorema II) del n. 2

di VII), il CINQUINI dice :

 Nel lavoro » F) « citato, lo S c o Rz A DRAGONI i si occupa del caso in cui
si può sopprimere 1’ ipotesi ~ i u C 1; qp (u), e dimostra che, se è in tutto

(a, b) CP~ (ae) - O, tale condizione è superflua. Nelle seguenti righe (n. 1)
desidero mostrare che tale risultato si deduce rapidissimamente dalla dimo-

strazione stessa del mio teorema sopra riportato con un’ osservazione molto

somplice, ma che può essere utile anche in altri casi V) » [ e qui, nella nota
v) gli acappa quel « pongo in evidenza che una delle difficoltà ... » ] c si ha

cos  una nuova dimostrazione del teorema dello SCORZA DRAGONI, la quale,



81

[loc. cit. (6), pagg. 258-2591: ivi infatti egli ammette che a
differenza da quanto » egli aveva « fatto nei .. , precedenti lavori

oltre ad essere ottenuta con il mio solito procedimento elementare, offre, in
confronto a quella dell’ Autore citato, il vantaggio di nou richiedere il pro-

lungamento della funzione f (x, y, y’), per y (x) e per y &#x3E; y2 (x) » ;
ma in F) non mi ~occupo soltanto del caso in cui si possa sopprimere l’ipotesi

(u), ma ridimostro tutto il teorema II) del n. 2 di VII) [come
affermo esplicitamente nelle ultime due righe della prefazione di F) ], con
procedimenti e ragionamenti a proposito dei quali dico [ Nota F), pag. 94 ] :

« Il procedimento che seguo non lascia nulla a desiderare dal punto di

vista della semplicità V) » [ed ecco la nota y) : « Specie dopo la dimostra-

zione estremamente elementare che ZVVIRNER ha dato di un mio teorema ...
fondamentale per il l procedimento... » ] «I ragionamenti nella loro sostanza

coincidono con quelli che ho svolti nei miei lavori » E) e G).
Nella Nota F) io prolungo effettivamente la f (x, y, y’) per y (x)

e per y &#x3E; Y2 (x), ma che il non farlo rappresenti un vantaggio è una af-

fermazione gratuita del CINQUINI [anche nei riguardi del teorema del n. 2
di VIII)].

Anzi adesso al lettore può venire un sospetto :
Il CINQUINI, per fruire di quel vantaggio, non si sarà messo, nel redigere

la VII), su una strada, che lo portava a dover realmente incontrare delle

difficoltà per costruire delle funzioni fm, soddisfacenti ad unà certa condizione
di LiPScniTZ, ed astrette ad approssimare la f e a soddisfare contempora-
neamente ad una disuguaglianza analoga a quella verificata dalla f?

Ma non è necessario approfondire qui questo punto. Per quello che

stiamo dicendo, la cosa non ha interesse. Quelle difficoltà si dissipano,
per incanto, quando questi problemi si guardano [cfr. la mia da quello
che è il punto di vista che loro spetta. E tanto basta a noi.

Il CINQUINI tutt’ al più potrebbe osservare che in E) io non ho esaurito

subito la questione con la stessa generalità con cui la tratto poi in G).
Verissimo: ma già in E), nella nota a piè di pag. 271, dissi che non rite-

nevo essenziale una certa ipotesi ; e in G) dissi che non mi era stato

difficile eliminarla.

Un’ultima cosa : nel riguardare le Note VII) e VIII), mi è venuto fatto
di osservare quanto segue :

Nella nota gv) a piè di pag. 283 della VII) [sulla quale avremo oc-

casione di tornare nella successiva nota (62)] ] il CINQUINI dice fra 1’ altro :

« ... Inoltre (per quanto la dimostrazione dello ZwiRNER presenti alcune

varianti rispetto a quella del n. 1 del presente lavoro, nella quale io mi

sono attenuto al metodo seguito nel § 1 della mia precedente Memoria, »
[cioè la I), loc. cit. (i) J «lo ZivIRNER ha utilizzato proprio il prooedimento
(opportunamente semplificato) di approssimazione che io avevo seguito, in

condizioni diverse, nel § 2 della stessa mia Memoria, e che ho ripreso nel

,’ * 

’
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e per [il corsivo è mio] due certe proposizioni [analo-
ghe ai teoremi di V), ma relative ad un’ equazione integro-dif-
ferenziale] «non vengono dimostrate in modo diretto, ma ven-
gono dedotte ... facendo uso di un artificio recentemente intro-

dotto da G. ZWIRNER per le eqaazioni differenziali» [e qui CrnT-

QUINI cita il lavoro b)] e che egli « estende (sie!) » al caso là con-

siderato ; ed il riconoscimento è ripetuto dal CINQUINI in :

IX) Sopra. i problemi di al contorno per i sistemi
di equazioni differenziali ordinarie (!3),

n. 2 del presente lavoro, con opportune varianti per superare nuove e

maggiori difficoltà» [ il corsivo è mio ] ; 
° 

.

- ed il CfNQUiNi è stato talmente impressionato dall’ idea di queste « nuove
e maggiori difficoltà » da ritenere opportuno di porle di nuovo in evidenza

appunto nella nota v) della VIII), riprodotta per intero nel n. 13 di questa
mia -. 1

Ma allora, perchè nella prefazione di VII), parlando e di quel tale pro-
cedimento del § 2 della I), con riferimento all’ uso che ne farà nel n. 2

della VII) &#x3E; e di quell’ altro tenuto nel § 1 della stessa I), egli dice « ambedue
questi procedimenti sono immediatamente applicabili alle nuove condixioni
dello ScoRzk DRAGONI, come mostrerò nelle pagine che seguono » , J [ anche
questo corsivo è mio ] « utilizzando il primo di essi per provare una pro-

posizione più generalo del primo teorema dello ScoRZA DRAGONI, a cui ho

sopra accennato, e l’ altro per stabilire un’ altra proposizione » [ quella del
n. 2 di VII), di cui si è discorso ) ~ anch’ essa più generale del secondo
teorema del citato Autore » ? 

’

Ed il CiNouiNi ncii ci venga a raccontare ora che quei tali procedimenti
si applicano s  immediatayrcerate nel caso delle mie condizioni, e che le

nuove e maggiori si incontrano soltanto quando si dànno quelle
proposizioni più generali. Egli sa che basta esaminare i nn. 2 e 3 della sua

VII), ’I per accorgersi che questo non è sostenibile [anche senza tener conto

del fatto :.he tin dal n. 11 di E) io avevo già considerato esplicitamente
condizioni analoghe (analoghe, non identiche) a quello ch’ egli considera nel

n. 2 di Vtf) 1. Egli sa che la risposta da dare a quella domanda è un’ a ltra :
nella prefazione di VII) bisognava dare addosso a me, nella nota XV) di

VII) bisognava dare addosso ad un mio scolaro. d il Ci,,NouiN,i non si è

accorto che, a voler calcare la mano contro tutti e due, ci scappava fuori

una contraddizione.

Circa il teoreala che il CiNQUiNi dà nel n. 1 della VII), si veda la

successiva nota (7-l) ; circa la nota Yv) di VII), si veda anche la successiva

nota (3 ), già ricordata.
( ~) «Rendiconti del R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettoro» vuoi.

LXXV (!941 42) , pagg. 195-210.
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dov’ è detto, a pag. 196 : « la proposizione in questione viene
dedotta in modo molto [anche questo corsivo è mio]
« dal precedente teorema, usufruendo di un artificio usato da G.

ZWIRNER per il caso di una sola equazione differenziale » in b)
« e che viene qui esteso (sic I) ai sistemi di tali equazioni ».

A favore del CINQUINI si pnó osservare che quando egli ha
scritto la Menioria V), il lavoro b j di ZwiRNER forse non era

ancora uscito. Non so se le cose stiano proprio cosi. Ma in ogni
caso resta che 1’ unica difficoltà da superare in V) poteva al

massimo essere quella che si è detta, cioè quella di evitare il

teorema di BIRKiioFir-KELLO(iG-SCIIAUDER-CACCIOPPOI,,I.

15. - Si potrebbe obbiettare che ad una visione cosi lim-

pida del procedimento delineato nel n. 13 ci si è giunti soltanto
adesso, dopo la Memoria V) del CiNQUINI.

Ora il procedimento delineato nel n. 13 è proprio quello
che ZWIRNER ha tenuto nella Nota:

c) Problemi al contorno per le equazioni dif°fernziali or-

dinarie del ordine: teoremi di esistenxa e di unicità (2’),
per dare relativamente al caso n = 3 teoremi analoghi a quelli
dati da CINQUINI in V), e questa Nota è stata redatta da ZWIRNP,R

pressapoco nel periodo di tempo in cui C NQuiNi scriveva la V).
Il lettore che rammenti quello che si è detto all’ inizio del

n. 13 si domanderà naturalmente : e lo ZWIRNER evita o non

evita il teorema di BtRKHOFF-EMLLOoo nel dimostrare i teoremi

di c) ?
Ecco : ZWIRNER evita il teorema di BIRKHOFF-KELLOGG, pòi-

chè egli risol ve il problema ( 1 ) [per n = 3, e per e p, (x),
ecc...], riportandosi al teorema 1) [per q = 2]; e questa volta

non in condizioni da poter ricorrere ad una eliminazione di va-
riabili come ha fatto in a), loc. cit. (1~), ma utilizzando, sia pure
se non enunciandolo esplicitamente, il teorema I) per q = 2 ! t

(2~) « Atti del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti », vol.
XCIX (1939-1940), parte II, pag. 263-275. 

’

Per quella che potrebbe essere la visione attuale della quistione, si veda
procedimento dello STAMPAUCIliA, delineato nella successiva nota (17).
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Ma allora 1’ osservazione che il problema di NICOLETTI per
le equazioni (oppure per i sistemi di equazioni) differenziali

ordinarie, ecc... si può ricondurre al teorema I) è del CINQUINI,
come apparirebbe dai periodi di .questi riportati nel n. 12, o il

CINQUINI è stato sostanzialmente preceduto?
Il lettore legga quanto dirò nei numeri seguenti a proposito

del secondo degli alinea del CINQUINI riportati nel n. 12, e dia
la risposta che gli sembrerà più giusta. 

16. - Passiamo dunque a questo secondo alinea. E rifac-
ciamo la storia del come il problema di NicoLETTi è stato ricon-
dotto al teorema I).

Nel caso di un problema, diciamo, uni dimensionale [il pro-
blema (1) per n = 2], questa riduzione è abbastanza semplice e
si trova, p. es., nella mia Tesi di Laurea:

H) Il p1’oble’"ma dei valori ai limiti studiato in grande
per zcn’ eqTCaziorie differenziale del secondo or-
dine e~5); ’

in questo caso ci si riporta al teorema I), per q - 1, e la ridu-

zione è appunto quel noto ragionamento elementare, cui il CIN-

qui.N-i allude nei passi riportati nel n. 12.

. 
Nel caso di un problema, diciamo, bidimensionale, ZWIRNER,

dopo di avere evitato nel lavoro a) citato in (’4) 1’ insidia in cui
è caduto il CiNQuiNt nella Memoria V), nella Nota:

d) Su un problema di valori ai limi ti per le equazioni
differenziali ondioarie del quarto o1.dine e6),
più vecchia ancora della c), tratta appunto un problema al con-
torno per un’ equazione del quarto ordine riconducendolo al teo-
rema I) per q = 2 (2’). In questa Nota ZwiRNMR dimostra il teo-

(25) «Giornale di matematiche di Battaglini », vol. 69 ( 1931 ), pagg.

77-112; n. 12.

Ma si veda anche: T. H. GRONWALL, 0 the existence and properties
o f solutioi s o f a certain equation of the second order [4C Annals of

Mathematics », serie II, vol. 28 (1927), pagg. 355-864]" n. 4.

(26) « Rendiconti del Seminario matematico della R. Università di Pa-

IX (1938), pagg. 150-155.
(27) Si racnmenti che a pag. 153 di c), ZWIRNER dice : « .., gli archi

-~ "(~, y’, y4’ sono contenuti rispettivamente nell’ interno dei rettangoli... »;
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rema I) [sempre senza enunciarlo esplicitamente], supponendo
q .--- 2 e ricorrendo alla nozione di ordine di un punto rispetto
ad una curva e dice, a piè di pag. 131 :

« Il procedimento non sembra legato al carattere bidimensio-
nale del problema» [al contorno considerato] «a patto di ricor-

rere alla nozione di ordine di un punto rispetto ad una varietà ~.
Ora nella Nota d , ZwiRNKR sfrutta la nozione di ordine di

un punto rispetto ad una curva soltanto per dimostrare il teo-

rema I) lel caso q = 2 (sia pure senza enunciarlo, 1’ enunciato

esplicito non occorreva); sicchè, nelt’ estensione cui lo ZWIRNER ac-
cenna in queste righe, 1’ uso della nozione di ordine di un punto
rispetto ad una varietà non può essere invocata altro che per
dimostrare il teorema I) nell’ ipotesi di q qualunque. Non mi

sembrerebbe quindi di dire cosa senza fondamento, se affermassi

che ZwmNER allora sapeva già che il problenia di NICOI,ET’1’I si

poteva ricond’urre al teorema I). Ma anche senza arrivare tanto
in là, resta il fatto ch’ egli ha osservato espl icitan1ente questa
possibilità, in un caso particolare ed ha accennato ad una strada

e questa frase equivale appunto a dire che per un certo sistema (luale il

(7), con q = 2, sono soddisfatte disuguaglianze quali le (8).
Più generalmente, è facile riconoscere che il teorema 1) equivale alla

seguente proposizione :
Il centro di Rq è interno a ogni r ottellulo defo -mando Ru

con eontznzcità, in modo che le faccie di Ilq contenute negli iperpia’lli
x; - qj , xj - b, ( j - 1, ... , q) si ioesiemi rispettiva-

, o t + bj zj aj 
(opptcre .. zn-ai - 2 xj - (oppure in in-

siemi -iqpettiva ?eizte interni ai semispaxi

caso che si riconduce al precedente a mezzo di una simnetria rispetto al
centro di Rq ).

E questo teorema lo si può dimostrare con quello stesso ragionainento,
di cui L. E. J. BnouWER si è servito in Beweis rler Invarianz der Di1nen-
sioiienzahl [« Matheiiiatische Annalen », vol. 70 (1911), pagg. 161-166, 1]
pér riconoscere che : il centro di R~ .sarebbe interno a r, se Rq fosse un
cubo e se la deformaxione co titiua di Rq in r spostasse ogni pulllo di
Rq di una quantità minore del semilato di Rq .

Lo Zw 1 R N E R evidentemente non era a conoscenza di questo 1°agi0Ba-
lnent0 di BROUWER.
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che conduce in modo del tutto naturale ed evidente a ricono-

scere il valore generale della sua osservazione.
La quale è stata applicata da ZWIRNP,R in : 1

e) Problemi di valori ai limiti per equazioni differenziali
ordinarie (~a),
per eliminare alcune ipotesi restrittive introdotte in a), ed infine
in c), loc. cit. (21) in tutti questi casi egli tratta problemi, dicia-
mo, bidimensionali; nel lavoro c) applica la sua osservazione ad
un caso in cui il secondo membro dell’ equazione che considera
non è limitato, ma è minore in modulo di una funzione della

sola x sommabile in I : a  x  b.

17. - Come appare da quanto si è detto, dopo la pubblica-
zione dei lavori a) [dico a) e non c) ], d) ed e) veniva alla luce
la Memoria V) di CiNQUiNi, che provocava 1’ obbiezione mossa-

gli da MIRANDA, pubblicata in seguito nel « Zentralblatt fiir Ma-

thematik&#x3E; (’) e qui ricordata nella nota (1).
Fra MIRANDA. e CINQUINI Segu  allora uno scambio di idee,

come appare dalla Nota di MIRANDA :

Un’ osser1’azione sul teorema di BROUWFR 

(28) «Rendiconti del Seminario matematico, dPlla R. Università di Pa-

dova », vol. X (1939), pagg. 35-45 [se ne veggano in ispecial modo le

pagg. 38-39] .
(~9) Non sarà inopportuno osservare che entrambi i, lavori d) ed e) di

ZwiRNER erano conosciuti dal CINQUINI prima che la V) fosse licenziata

per le stampe. Si veda infatti la nota v) di V). Se il CINQUINI avesse letto

più attentamente i lavori d) ed e) ed il lavoro a), citato in e), egli si sarebbe
accorto delle’ insidia nascosta nel ragionamento svolto nella nota X) della

stessa V). Invece il CisouiNi enuncia là un paio di giudizi tranchants sui
lavori d) ed e) [su lavori non letti attentamente, si badi bene] e tira via.

Un’ nltima avvertenza. L’ obbiezione del Mr RAKDA si trova pubblicata
nel fascicolo 8 del voluiiie 22 del «Zentralblatt fiir Mathematik », pubblicato
con la data 25 lugho 1940. Ma MIRANDA ha mosso la sua obbiezione al CIN-

verbalmente in occasiopo del II Congresso tenuto dall’ Unione Mate-
matica Italiana a Bologna nei primi dell’ aprile 1940.

(30)  Bollettino deirrniore mat. it. », serie II, vol. 111 (1940-4l),
pagg. 5-7.

In quell’ occasione phbi a dire a Mf RANDA che ero già a conoscenza delle

applicazioni possibili del teorema I) alle equazioni differenziali e che anzi di
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Da quanto MIRANDA dice in questa Nota si apprende che:
in occasione di quello scambio’ di idee il CINQUINI gli comu-

quel teorema io conoscevo una dimostrazione pel caso q = 2, quella cui

MIRANDA allude nella sua Nota, fin dal tempo delle mie prime ricerche

sull’ ultimo teorema geometrico di cioè fin dal 1931-32 : j nel
caso q = 2 il teorema I) mi permetteva di dimostrare immediatamente

che una tras(orma:&#x3E;vione top-glogica di una corona circolare annnette due

punti uniti distinti, se ruota le due eircon ferenze in versi opposti,
avvicina al centro tutti i punti di uno dei ragg  della mentre ne

allontana tutti quelli di un altro [ la trasformazione non può essere allora
un autoomeomorfismo ; nel caso degli autoomeomorfismi 1’ultima condizione va
sostituita con: avvicina al centro tutti i punti interni ad uno dei raggi, mentre
ne allontana tutti i punti interni ad un altro ; questo caso si può ricondurre
al precedente considerando una conveniente corona interna a quella data ;
oppure si può trattare corne il precedente, osservando che nelle (8) i segni
 e &#x3E; si possono sostituire c;on ! e &#x3E; ] ~ ; ; gli accennai alla eventuale

possibilità di dimostrare il teorema I), per q qualunque, ricorrendo alla no-

zione d’ indice di KRONECKER. Riassumo qui la mia vecchia ditnostrazione

del 1931-32 [ che si può atteggiare in modo da supporre che nelle (8) val-

gano i segni C e &#x3E; ] :
Si faccia q = 2, e si considerino tutti i punti di R2, che si possano

congiungere con un punto P d~’l lato x. = ~ b2 mediante una

curva aperta di Jordan, contenuta in P2, sulla quale sia sempre c~.~ zz) 
 0 [ 4Y , C 0, se nelle (8) valgono i segni ~ e ~ ] ; e sia F’ il loro insieme.
La froatiera di E’ individua nel piano x, x al più un’ infinità numerabile

di insiemi aperti e connessi, di cui uno, ed uno solo, E, illimitato. L’ insie-
me E è semplicemente connesso per la definizione di connessione semplice
adottata in questo punto si veda B. v. Kf1:HÉK.JÀRTÓ, Vorlesu gen über Topo-
logie, I [ Springer, Berlino (t923) ] pag. 10;) I ; e la sua frOLtiera è quindi
un continuo, che si presenta come somma del lato x, a2 b2
di R., ; di due s©gmenti dei lati a 21 ai C x, 1 e x2 - &#x26; ,

x, C bi ; di un continuo K, che ha (almeno) un punto sul hrimo e

un altro (almeno) sul secondo di (Iiiesti. Su Ki la q. (,Ci, X2 è identicampnte
nulla. Arrivàti a questo punto si può o osservare che 4~ x2) [ se non
si annulla rnai nei punti di 1(1 per cui è X2 -=- ~r., uù .1:2 = b2, inciso neces-
sario soltanto se nelle va!gono i spgni  e ~ ~ J assume valori di segno

.contrario in h’,, e quindi si deve annullare almeno una volta nel continuo

oppure si può costruire per la (X1, X2) un aontiiin-&#x3E; 1i2, analogo a Kl,
e dimostrare poi che 11 e K2 hanno almeno un putito comune.

La dimostrazione esposta sfrutta il cos  dotto metodo della separazione
delle variabili [ cfr. v. KERÉIiJÈIR’fÚ, IOC. cit , uota a pie di pag. 199 ; si ve-
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nicò che il problema di NICOI,ETTI si poteva ricondurre al teore-
ina I);

dano anche lo pagg. 191-191 per altre applicazioni dello stesso metodo ].
Questa dimostrazione non è estendibile con altrettanta semplicità al

caso di q qualunque.
Ma sostanzialmente era stata già estesa prima ancora che io costruissi

per mio conto la dimostrazione esposta.
Infatti H. LEBESGUE nella Memoria Sur les correspondances entre les

points de deux espaces [«Fundamenta Mathen&#x3E;aticae », vol. 2 (1921), pagg.
256-285 ; nn. 3-8 e 14] svi luppa, in uno spazio a q dimensioni, dei ragionamenti
che in sostanza estendono quelli esposti per q = 2 e portano ad un lemma, di
cui il teorema I) è una facile conseguenza. LEBESGUE aveva già enunciato il suo

lemma in una Nota pubblicata nel vol. 4-0 (1911) dei « Mathematische An-

nalen»; ma la dimostrazione che ne aveva accennato era incompleta. Una
dimostrazione del lemma di LEBESGUE è stata data fin dal 1913 da BROUWER

in Ueber den natúrlíchen Di1nensionsbegrif{ [Journal fiir die reine und

angewandte Mathematik », vol. 142 (1913), pagg. 146-152; vedi anche ibidem ,
vol. 153 (1924), pag. 253]. ,

Io non, ho approfondito abbastanza la dimostrazione del teorema I) data
dal BausoTTi (1’ approfondirla non era necessario ai fini della polemica ; po-
trà sembrare strano ma è proprio cos  ; si veda difatti quanto dico nei nn. 21
e 32 di questa). Ma non credo che sarei cattivo profeta se avanzassi la pre-
sunzione che BRLTSOTTI ha indicato un altro metodo per superare proprio
quegli stessi ostacoli che si sono parati dinnanzi al LEBESGUK nella sua Me-
moria dei « Fundamenta Mathematicae ~ ; e che quindi il sostrato della dimo-

strazione di BRUSOTTI sia topologico nella sua essenza.
Lo ZwiRNKR nei lavori e), d), e) citati in (:4), (26), (28) ha tenuto ancora

un’ altra strada.
. 

Circa la quale vi è qualche osservazione da fare. Essa nel caso q = 2
presenta certamente un interesse didattíeo. Infatti, in quel caso, ZWIRNER
dimostra il teorema I) ricorrendo in sostanza ad una proposiziono notissima,
che risale a càucHY efr. W. ’. OsGOOD, Lehrbuch der Funktionentheorie

[Teubner, Lipsia, 4a ed. (1933 ], vol. I, pagg. 2i9-220j, di teoria delle fun-

zioni di variabile complessa : La funzione f (x) della variabile x sia continua
(derivabile o non) nel cerchio i z i  1 e mai nulla ivi, allora, se si pro-

lunga per continuità lungo la circonferenza x == 1 una determinazione di
arg f (x), questa si riproduce ad ogni giro completo dell’ origine.

La strada tenuta dallo ZWIR NER per dimostrare il teorema I), ap-

plicata al caso q &#x3E; 2, presenta invece un interesse al più teorico. Infatti

essa si basa sulla nozione di ordine di un punto rispetto ad un ciclo ; ma
con questa nozione si può dimostrare il teorema di BROUWER cfr. P. ÅLE-

XAXDROFF e H. HopF Topologie, I [ Sprioger, Berlino (1935) ], pag. 480 Il ;
ma il teoreina di BROLwER e il teorema I) sono stati riconosciuti equiva-
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che :

in quell’ occasione il CINQUINI diede una dimostrazione del

teorema I) per q = 2 ;
che :

tale dimostrazione non sembrava facilmente estendibile al

caso di q qualunque.
Pertanto in quella Nota MIRANDA osservò che il teorema I)

è equivalente al teorema di BnouwER sull’ esistenza di punti uniti

lenti dal Comunque è effetti,-an&#x3E;ente molto probabile che il teo-

rema I) si possa dimostrare basandosi sulla nozione di ordine di un punto
rispetto ad un ciclo [ oppure, se si vuol dir cos . su quella d’ indice di

KRONRCKKR ], senza passare attraverso il teorema di BROUWER SUII’ esistenza

di punti uniti nelle trasformazioni dell’ elemento q - dimensionale in sè.

E questa presunzione è confermata dal fatto che la dimostrazione del

teorema I), implicitamente data da BROUWER nel lavoro ricordato in (v7),
sfrutta conc©ttí strettamente legati a quello di i indice di KRONECKER.

Ritengo, anzi, che il teorema I) si possa dedurre appunto da quello stesso

teorema di PoiNCARÈ-BoHL [ ALFXANDROFF e HOPF, loc. cit., pag. 459 ], da cui
si può dedurre anche il teorema di BROiiWER ( ibidem, pag. 480 ]. Una di-

mostrazione del teorema I), sviluppata dallo ZWIRNER per q = 2 seguendo
questo suggerimento, è molto elegante e si può certo estendere al caso

q &#x3E; 2. Tutto ciò, dopo la Nota di MIRANDA [per tacere dei lavori di

BROUVtTFR e di LKBESGUK citati qui e in (~7)], ha sempre un valore di curiosità

pi i che altro ; tant’ è verso che la nota di iViiRANDa è stata per lo ZWIRNER,
un motivo di più [altri sono esposti nella successiva nota (s8) ] per non rite-
nere opportuno di insistere sull’estendere la sua trattazione del problema di Ni-
COLFTTI al caso di problemi tri-, quadri -, .., dimensionali [ naturalmente questa
notizia finora non era pubblica]. Comunque, appunto a titolo di curiosità,
lo Zw RNER riprenderà ld questione in un prossimo lavoro.

[ Zw i R N E R ha effettivamente completato le sue considerazioni, che si

trovano esposte in un lavoro che comparirà in questo volume stesso.
In questo stesso volume sarà pubblicata anche una mia Noticina, in cui

dò un’ altra dimostrazione brevissima del teorema I), deducendolo sempre dal
teorema di Questa dimostrazione e quella di ZW IR N ER

però non 800.0 essenzialmente distinte da quella implicitamente data da

B R o vw E R in 100. cit. (27); e che cos  debba essere è facilmente prevedibile
a, priori, appunto perchè i concetti sfruttati in quest’ ultima sono stretta-

mente affini all’ indice di KRO NECKER.
Sono ritornato sull’argomento in una Nota presentata nel febbraio 1946

alla Pontificía Acarlemifl Scientiarum; in ossa svitup,-),) la deduzione del

teorema 1) dal lemma di LirBF..I GUF., che enuncio in un modo indicato espli-
citamente da SP E R N E R (aggiunto sulle bozze di stampa; ] .
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nelle trasformazioni continue in sue parti dell’ elemento q - di-

mensionale [e formulò anzi il teorema I), sostituendo nelle (8) i

segni  e &#x3E; con ~ e à, il che peraltro è evidente che può
farsi].

Nel n. 8 della Conferenza VI), citata in (1&#x26;), il CINQUINI fa

vedere in modo esplicito come un problema di NicoLETTi relativo
a un caso, diciamo, tridimensionale si possa ricondurre al teo-
rema I), facendovi q = 3.

Il prócedimento tenuto dal CINQUINI in questa Conferenza,
posteriore ai lavori d) ed e) [se non al lavoro c), che è

stato licenziato per la stampa il 10 marzo 1940, mentre la Con-
ferenza VI) è stata tenuta dal CINQUINI il 23 aprile 1940, come
appare dalla pag. IX del vol. XIV dei Rendiconti del Seminario
mat. e fis, di Milano], differisce da quello tenuto dallo ZwiRNKR

solo per lati formali : per es., chiunque abbia una certa dime-

stichezza con queste teorie capisce subito che differenze sostan-

ziali non potevano essere portate dal fatto che pel CiNQuiNi il se-

condo membro dell’ equazione era minore di una funzione som-

mabile della sola x, mentre in d) ed e) ZWIR.NER suppone quei
secondi membri limitati [peraltro in c) lascia cadere questa ipo-
tesi e ne fa una analoga a quella del CINQUIN£]; differenze for-

mali sono quelle portate dalla diversità dei problemi considerati ;
sostanziali non erano nemmeno le differenze dovute al fatto che

il problema considerato in VI) era tridimensionale e non bidi-

mensionale (3’).

(31) L’unica attenuante che il C£NQUINI possa invocare si è che lo

ZWIRNF-R non ha mai enunciato in modo esplicito il teorema I) [ perchè non
aveva bisogno di farlo ]. Se il C NQU NI vuole invocarla, anche dopo quanto
ha detto a proposito dei lavori d) ed e), nei passi cui si è alluso qui in (29),
faccia pure ! 1 Ma non dimentichi che il lavoro e) si trova ricordato anche in

VI), proprio alla fine di quel tale n. 8 di VI) con le parole seguenti-,
più cortesi bisogna riconoscerlo di quelle che aveva usato nei passi qui ri-

cordati, ricordati non riprodotti, in (’9) - :
 Ricordiamo ancora che G. in e) « ha esteso XIII ) al caso

n &#x3E; 2 un teorema stabilito dal TONELLi, per n = 2, nel lavoro citato

in ...» [ pag. 170 di ’PI) ] ; ed ecco la postilla Xll’) :
« G. ZWIRNER» Nota e) «n. 3. La dimostrazione dello ZWIRNER si gio-

va dai risultati di BI RKHOFF, KELLOGG, CACCIOPPOLI, ma può facilmente mo-
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Bisognava dunque o esporre una o rimandare ad una di-

mostrazione del teorema I) pel caso q = 3 : questa era 1’ unica

novità: orbene, a questo proposito, il lavoro VI), nella nota Xii)
a piè delle pagg. 168-169, contiene questa frase stupefacente:

« Questa conclusione » [cioè 1’ esistenza di radici pel sistema
(7), nelle ipotesi del teorema I) e per q = 3] J « se non sembra

evidente nelle attuali ipotesi in cui le 4&#x3E;j sono funzioni continue »
di tre variabili « si deduce nel seguente modo dal caso-, che rite-

niamo noto, in cui le Pj sono funzioni razionali intere » nelle

tre variabili da cui dipendou o ;
dopo di che segue la deduzione (che occupa una metà circa

della pag. 169); ma circa il caso ritenuto noto punto e basta!
Rammentiaino incidentalmente che la VI) del CiNQUiNi aveva

(vedine il n. 1) «un ben preciso obbiettivo (vedi n. 5) » : quello
(vedine il n. 5) «di indicaré ivi qual modo il metodo del SEVE-

RINI, usato in maniera sisten1atica e con opportune tuodificazioni,
abbia permesso di stabilire in modo semplicissimo e senza far

mai uso nè del citato criterio di BIRKHOFF e KELLOGG, uè di altre

considerazioni topologiche, nuovi teoremi generali e di riottenere,

dificarsi in modo da divenirne indipendente ~ .
Dunque il ClKQUjM si è accorto che, nel n. 3 di e), ZwixxER ha fatto

ricorso ai metodi di BIRKHOFF, KELLOGG, CACCIOPPOI.I nel caso di problemi,
diciamo, (n - 1 -dimensionali ; mentre invece non si è accorto che, nel n. 1

di e), ZwiRNER, nel caso di uu problema, diciamo, bidimensionale, ha svi-
luppato proprio quel metodo che il CINQUINI stesso applica nello stesso n. 8
della stessa VI) ad un problema,, diciamo, tridimensionale.

Il CINQUINI non avrebbe fatto meglio a leggerlo tutto il lavoro e) dello
ZWIRNER? tanto più che questi nella prefazione di e) [ loc. cit. (28), pag. 36 ]
dice «La dimostrazione che dò è più aderente alla natura dell’ argomento.
Questo implica infatti (come del resto sarà chiarito) la soluzione di un siste-

ma di due equazioni (non lineari) in due incognite, soluzione che qui è fatta
dipendere da teoremi sulle trasformazioni piane anzichè dal procedimento
di eliminazione tenuto in a) ! t
’ 

Osserviamo incidentalmente che nella postilla XIII) di VI) il C NQ U NI I
dice s , che la dimostrazione di si può facilmente modificare in

modo da svincolarla dai risultati di BI R K H OFF - K E L L 0 C (; - S C H A U D E R -

CACCIOPPOLI, ma non dice che questo si può fare a patto di ricorrere a1

teorema I), cioè ad un teorema di cui egli allora non conosceva alcuna dimo-
strazione.
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per via elementare, risultati conseguiti da altri autori con diversi
procedimenti » !

Osserviamo incidentalmente [vedi questo numero e la nota

e9) J che dal confronto delle date risulta che MIRANDA ha mosso
la sua obbiezione al Cmevwo una ventina di giorni prima che

quest’ ultimo leggesse la sua Conferenza VI).

18. - Cos  i fatti. Invece un lettore dell’ u ltimo alinea del

CmQum riportato nel n. 12 [« Abbiamo inoltre rilevato XII) che

tale ’nostra osservazione è -tcra’ imniediata co seguenza del caso

particolare in cui le ~j (j = l, ..., q) siano funzioni razionali
irztere, nel qual caso ritenevamo la nostra affermazione come già
nota»; ed ecco la postilla XII) «Luogo cit. in VIII), nota xII) a
piè delle pagg. 168-169 »], che non vada a controllare 1’ origi-
nale, può essere condotto a pensare che in VI) :

il CINQUINI abbia sfruttato il teorema I) reputandolo conse-

guenza immediata di un’ altra proposizione ; 
°

che il CINQUINI abbia creduto questa proposizione già nota,
anzi classica, anzi tanto classica da non ritenere nemmeno ne-

cessario di indicare esplicitamente un posto ove essa fosse di-

mostrata.

Questo fraintendere, dirà il CINQUINI, è reso impossibile dal
fatto che poco dopo egli riporta, in calce alla pag. 218 di III),
il seguente mio periodo tolto dalla nota V) a piè della pag. 20~
di ha osservato altrove, e la cosa è banale, che è

sufficiente stabilire questo fatto quando le funzioni ~j sono dei

polinomi, nei riguardi del qual caso egli si limita a dire di ri-

tenerlo noto. Già, il periodo è riportato, ma è riportato sotto la
taccia di ambiguità (cfr. il successivo n. 20) : nel testo infatti di

quella pag. 218 il CixQui,,zi scrive, alludendo a quella mia nota V)
di « Ora, presa conoscenza di quanto scrive a tal riguardo,
in forma un po’ ambigua, il signor 8COHZ!. DRAGONI XIII) , ... » ;
e nella postilla XIII): « Dice fra 1’ altro lo SCORZA DRAGONI iel

luogo cit. in " CINQUINI ha osservato altrove...,,. »
Quel fraintendere può essere agevolato dal fatto che in III)

il CiNQUiM dice, s , che nel caso dei polinomi riteneva 1’ afferma-

zione nota, n1a non specifica che egli in VI) (non ha scritto:
° 

«questo caso si riconduce al caso noto dei polinomi, bens )
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ha scritto a un dipresso « questo caso si riconduce al caso

che riteniamo noto... », Sicchè potrebbe sembrare che quelle
parole «nel qual caso ritenevamo la nostra affermazione come

già nota» non siano parole scritte in VI), ma parole pubblicate
per la prima volta nella III), posteriore alla VI), quasi per

giustificare una sua aminissione affrettata e non per alludere ad

una sua affermazione curiosamente avventata fatta in VI) [tanto
più che nell’ alinea in discorso si passa dal carattere corsivo al

carattere rotondo proprio ivi uno dei punti principali, principali
non dal punto di vista della speculazione scientifica, ma della

polemica].
Naturalmente non pretendo che 1’ ambiguità sia intenzionale,

ma 1’ equivoco può sorgere, e quando ci si vuoi permettere di

dare dell’ ambiguo agli altri, si deve stare molto attenti a quello
che sei scrive, specie quando quello che si scrive rappresenta, per
chi lo scrive, un piccolo rospo da inghiottire.

Comunque, il fatto non è che il CINQUINI nella nota XIII) di

VI) abbia ritenuto inutile di soffermarsi su una cosa nota, ma
il fatto è (cfr. il successivo n. 20) che egli ha dichiarato di ri-

tenere nota una certa proposizione, e non ci si è soffermato per-
chè egli non era in grado nè di dimostrarla, nè di dire dov’ essa
fosse dimostrata [dopo di che il lettore si domanderà : che cosa

vi è di ambiguo nel passo dello SCORZA DRACOxi riportato in

quella’ tal postilla XII) della pag. 218 di III)?].
Non era in grado di dire dov’ essa fosse dimostrata, tant’ è

vero che nella Memoria:

X) Sopra il problema di NICOI,EZ’TI per i siste1ni di equa-
xioni di f ferenxiali ordinarie (a)
il CiNQuiNi, avendo di nuovo bisogpo del teorema I), ha pre-
ferito dimenticarsi di aver già osservato che il teorema I) era

immediatamente riducibile al caso dei polinomi, ed ha creduto

più opportuno fare ricorso proprio alla dimostrazione datane dal
MIRANDA e pubblicata nel frattempo (~’) ! 

,

(32) ~ Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa », serie II, vol.

X (1941), pagg. 127-138.
(3;) Le cose stanno proprio cos . CINQUINI per colmare quella lacuna

ha fatto ricorso alla dimostrazione di MIRA. NDA. Ed ecco in che modo :

7 7
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Non era in grado di dimostrarla, tant’ è vero che, dopo che
io ho stigmatizzato questo suo modo di procedere con le parole
riprodotte nel successivo n. 19, egli si è fatto dimostrare il teo-

rema 1), nel caso dei polinomi, dal BRUSOTTI [IOC. cit. (l~)] ~ 1

E dire che il teorema I) era proprio praticamente noto,
come risulta ad abuíidaittiani dalle note (21) e (3°) di questa
3Iemoria istessa (* ) !

§ 4.

19. - Nella mia Notà A) a piè di pag. 204, ho stigmatiz-
zato quel tal nlodo di procedere del CINQUINI con le seguenti
parole :

« La dimostrazione di CINQUINI. [si allude al lavoro V) citato
in C4)] « presentava una lacuna in un punto essenziale..., rile-

vata da C. per colmarla sarebbe bastato dimostrare »

il teorema qui chiamato teorema I) ("). « CINQUINI ha osservato

altrove, e la cosa è banale, che è sufficiente » stabilirlo « quando

a pag. 13~ di X) a un certo punto dice, nel testo :

~ ... per una semplice osservazione di cui abbiamo già fatto uso ... »

ed in nota a piè di pagina :
« Rileviamo per il seguito che la nostra osservazione j cfr. luogo citato per primo
in III), » [ cioè la VI)] « n. 8, a) ~ ~ è valida, più generalmente, anche per un
parallelepipedo dello spazio a q dimensioni. Ciò può dedursi immediatamente
con un semplice cambiamento di coordinate dal risultato di C. MIRANDA.:
(,’n’osservar.ioize su un teore-ma di BRouwR [ « Boll. Unione Matematica
Italiana », vol. 111 (1940 -41), pagg. 5-7 ], cui avevamo avuto occasione di

comunicare la nostra osservazione ».
Il luogo citato per primo in 111) è appunto la Conferenza VI); 1’ osser-

vazione è appunto quella dell’ esistenza di soluzioni pel sistema (7) nelle
ipotesi del teorema I).

(*) Si veda anche la postilla aggiunta al n. 23.

(34) Per colmarla si sarebbe potuto anche ricorrere al teorema di BI R-
KHOFF e xELLOGG natllralIllente. Ma non ho creduto necessario farlo rilevare,
dato che uno degli scopi del Cir quiNi nel redigere la V) era appunto quello
di evitare quel teorema : cosa che riconosce egli stesso anche in III) : «... al
5010 scopo di non usufruire di un risultato stabilito da BIRKIIOFF e KELLOGG
mediante considerazioni di analisi funzionale ... » .



95

le funzioni 4Y; sono dei polinomi, nei riguardi del qual caso egli
si limita a dire di ritenerlo noto... Successivamente MIRANDA ha
dimostrato che quel fatto è equivalente alla classica proposizione
di BROUWER; relativa all’ esistenza di punti uniti nelle trasforma-
zioni continue dell’ elemento a q dimensioni in una sua parte e
posta da CACCIOPPOLI a fondamento delle sue ricerche. Ed è a

questa dimostrazione di MIRANDA che CINQUINI fa ricorso nella

sua » Memoria X) [qui citata in a piè di pag. 134.
In definitiva, per il momento, anche CINQUINI rinuncia, implici-
tamente, ad evitare 1’ uso della topologia. Quello che rimane, si

è che per il problema di NICOLETTI, relativo per es., all’ equa-
zione differenziale, ordinaria, di tipq normale, d’ ordine n basta
la topologia uni -, bi -, ..., (~a - 1) - dimensionale. La cosa
era facilmente prev edibile a priori ed era stata già posta in netto
rilievo in casi particolari; cfr., per es., G. ZWIITNFR» lavoro d),
qui citato in (26). -

20. - Il CINQUIN i giudica queste parole come «scritte in

forma un po’ ambiguo», cfr. III), pag. 218.
Il periodo del CINQUINI è un po’ contorto: non si capisce

bene se egli giudichi ambigue soltanto le parole t il CINQUINI ha
osservato altrove, e la cosa è banale, che è sufficiente stabilirlo

quando le funzioni sono dei polinomi, nei riguardi del qual
caso egli si limita a dire di ritenerlo noto» o se, come è più
probabile, egli intenda tacciare di ambiguità tutto il passo ripor-
tato nel n. prec.

Nel primo éaso basta confrontare di nuovo quelle mie

parole con quelle che il CINQUINI stesso scrive nella nota XII)
di VI), già riportate verso la fine del n. 17 :

«Questa conclusione, se non sembra evidente nelle attuali

ipo_si in cui le sono funzioni continue ..., si deduce nel

seguente modo dal caso, che riteniamo noto, in cui i le l&#x3E;j sono
funzioni razionali intere ... » .

Nel secondo caso, il lettore rilegga quel passo e giudichi se
quel passo presenti ambiguità di sorta; e nell’eventualità che

ne riscontri (ambiguità o cose non poste in piena luce) dica,
adesso ch’ è meglio informato sui dettagli della questione, se tutte
queste sono o non solio a favore del CINQUINI.
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21. - Dopo quel piccolo preambolo sulla mia pretesa am-
biguità, il CINQUINI prosegue [in III), nelle pagg. 218-219]: -

« ... abbiamo chiesto l’ autorevole parere del collega prof.
L. BRUSOTTI su tale questione algebrica » [cioè: sulla risolubilità
del sistema (7), nelle ipotesi che le Pj siano polinomi soddisfa-

centi alle (8)]. « Quest’ ultimo Autore non ha trovato difficoltà

a redigere la Nota già citata. [e qui ricordata in «Risulta
ben evidente che la dimostrazione del BRUSOTTI usufruisce in

modo essenziale del fatto che le funzioni in questione siano ra-

zionali intere, e che essa è semplice ed elementare proprio in

virtù di questa ipotesi ».
E tutto questo che c’ entra? chi ha mai contestato al prof.

BRUSOTTI la capacità di dimostrare il teorema I) nell’ ipotesi che
le 4&#x3E;j fossero dei polinomi? e chi ha mai negato che questa ipo-
tesi potesse semplificare il problema ? anzi, chi ha mai negato
che il teorema I) potesse essere addirittura noto ?

Osserviamo incidentaln ente che il BausoTTI dice «Il pre-
sente scritto... è inteso a dimostrare in modo semplice ed ele-

mentare una proposizione algebrica che può essere utile esplici-
tamente stabilire... Ve -aniente è risultato dappri?7ia conve-

niente aggiungere un’ ipotesi che, precisando la tesi, permette
una dimostrazione per induzione matematica. Dall’ enunciato cos
modificato si passa poi facilmente a quello richiesto ~ (il corsivo
è mio), cioè al teorenla I) per i polimoni.

22. - Il CINQUINI invece prosegue:
« D’ altra parte la nostra affermazione», circa la riconduci-

bilità del caso che le 4fi; siano continue al caso dei polinomi
«[in merito a cui il prof. ScopZA DRAGONI sentenzia : ‘‘ e la cosa

è banale,,], è contenuta i1 una nota a piè di pagina del mano-
scritto di una conferenza... rivolta ad un pubblico di cui fanno
parte molti ingegneri.: ora di fronte a tale uditorio 1’ oratore può
riuscire ben più efficace, se non trascura considerazioni anche

elementari ma utili nella pratica [e quindi " banali " soltanto per
il Signor SCORZA DRA(IONI (35)J, che se si abbandona ad una. a-

(35) Il lettore noti che il senso da me dato alla frase ~ e la cosa è ba-

nale » è stato falsato, più o meno abilmente.
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strusa disquisizione sugli elementi uniti degli spazi funzio-

nali (36) ».
Sicchè il CINQUINI, quando espone della matematica pura ad

un pubblico in cui sono presenti degli ingegneri, insiste (") su
quei punti che sono banali (38) (banali per un matematico, benin-

teso, beninteso) e sorvola, dichiarando di « ritenerli noti su

quelli che per lui rappresentano delle quistione non ancora ri-

solte ? Che se poi il CINQUINI, nel tenere quella sua conferenza

VI), si è limitato a leggerne il testo, si dovrebbe dire ch’ egli dà
addirittura per dimostrate cose che, per quanto ne sa lui, non
lo sono (3’) !

23. - A proposito di quel:
« in merito a cui il prof. SCORZA DRAGONI sentenzia " e la

cosa è banale,,»
desidero precisare che l’ idea di sostituire funzioni continue

con polinomi, in quanto idea generale, non è nemmeno 
ma sostanzialmente già rilevata. E da chi? Ma, p. es., proprio
da BIRKHOFF e KELLOGG, nella loro Memoria citata in (~) !

Ivi infatti (n. 2) essi riconducono, con un passaggio al li-

mite, il solito teorema di BROUWER per le trasformazioni conti-

nue dell’ elemento a q dimensioni al caso delle trasformazioni

(36) Il CI NQUINI voleva dire : sugli elementi uniti di trasformazioni ...

(37) Dico insiste, perchè una metà circa della pag 169 di VI) viene

appunto dedicata a dimostrare, sia pure in calce, quell’ affermazione.
(38) Lo ha quasi ammesso anche il CINQUINI, nella stessa III), poche

righe prima di dire «e quindi banali,, soltanto per il Signor ScoRzà DRA-
Go Ni » ! Infatti nella pag. 218 di III) non aveva forse scritto :

«Abbiamo inoltre rilevato che tale nostra osservazione è. un’ immediata
e/ cao 3MX /e ... sMo /Mconseguenza del caso particolare in cui le 4&#x3E;j ... siano fuizzio zi raxionali

intere .... » [ il corsivo è del Cinquini, il grassetto è mio ; il periodo si trova

qui ricordato nel n. 12 ] :r
(39) Nel testo di VI) infatti il CiNQUiNi, dopo di avere osservato che

le Wj soddisfanno alle ipotesi del teorema I), tira avanti con un puro e sem-
plice c Si conclude XII) che c’ è almeno un punto in cui le sono simul-
taneamente nulle » [ loc. cit. (16) ; la postilla XII) è appunto quella, già ricor-
data verso la fine del n. 17, nella quale si finisce col considerare la conclu-
sione, di cui si ha bisogno, come roba già nota ].

7 *
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rappresentabili mediante polinomi. Ora un teorema sull’ esistenza
di punti uniti in una trasformazione è sempre equivalente ad
un teorema sull’ esistenza di radici per un sistema di equazioni...

A questo punto è spontaneo dirsi:
Il teorema I) e il teorema di BROUWER sono equivalenti.

Non sarà quindi per avventura possibile dedurre il teorema I),
nel caso che le siano polinomi, proprio dal lemma per gli

. 
zeri comuni a più polinomi di cui si servono BIRKHOFF e KEr,r.oaG
(loc. cit., n. 1) per dimostrare il teorema di BROUWER nel caso

di trasformazioni rappresentabili mediante polinomi ? e la rispo-
sta non deve essere diffici le (*).

, § 5.

24. - E veniamo al punto 5) del n. 8.

Anche qui sarà meglio riprodurre integralmente il passo del

CINQUINI che intendo esaminare. Spezzerò questo passo in parti,
in modo da essere più chiaro nelle risposte. Il passo in oggetto
si trova a pag. 219 di III), Come al solito i richiami, a piè di
pagina, qui trascritti con cifre romane, si riferiscono a note di III).

« Ma. c’ è di più: lo SCORZA DRAGONI dice inoltre : " ... Que-
sto criterio P stato esteso. da CINQUINI (pel caso di n qualunque)
e da ZWIRNER XIV) (pel caso di n = 3), con procedimenti di al-

tra natura. Ma in seguito ZWIRNER stesso ha riconosciuto XV)
che tutte queste estensioni sono anch’ esse conseguenze dell’ os-

servazione di CACCIOPPOLI ecc. » [questo passo è tolto dalla pre-

(*) La risposta è facilissima. La dimostrazione che cos  si ottiene pel
teorema I), nel caso dei polinomi è immediata. Essa si trova contenuta in

una mia Noticina pervenuta all’ Accademia dei Lincei il 20 febbraio 1946.

Non sarà superfluo osservare che la ragione intima, per cui il sostituire
funzioni continue con polimoni ha successo sia col teorema I) che col teo-

rema di B R O UW E R~ è sempre il fatto che certi indici di KRONECKER di
certi sistemi di funzioni continue sono diversi da zero, e quindi sono diversi
da zero anche gli indici corrispondenti di sistemi di polinomi abbastanza

prossimi alle funzioni (notn aggiunta sulle bozze di stampa).
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fazione di A)] « In merito a questa affermazione ci sono da fare,
innanzi tutto, alcuni rilievi.

a) Lo SCORZA DRAGONI non aveva mai rilevato, per proprio
conto, in circa due anni ciò che lo ZWIRNER ha rico-

nosciuto (4°). Lo ZwiRNKR ha pubblicato la Nota da noi citata

in e apparsa alcuni inesi dopo la nostra Memoria citata

in 1I1) senza che il prof. SCORZA DRAGONI, sotto la cui guida
ZIVIRNKR lavora, si accorgesse che anche il risultato conseguito
dallo ZWIRNER era " conseguenza,, dell’ osservazione di CACCIOPPOLI.

) Lo SCORZA DRAGONI pubblica ora una Nota [da noi citata
in I) ]» [cioè la Nota che qui indichiamo con A) ] « di dieci pagine
per stabilire un criterio che,

y) come risulta dal n. 2 della presente Nota » [cioè della III)],
~ si deduce in poche parole proprio da un caso particolarissimo
del nostro teorema cui si riferisce lo ScoRZe. DRAGONI ;

ò) pertanto il recente risultato del Signor SCORZA DRAGONI

vietíe ad essere, esso pure, una " conseguenza" dell’ osservazione

di i CACCIOPPOLI ;
E) e a tal riguardo è bene ricordare che tale risultato dello

SCORZA DRAGONI è e f fettivamente un’ immediata conseguenza an-

che del teorema di BIRKHOFP’ e KELLOGG da noi citato in VI)» .

25. - Risponderemo in seguito al punto a).
Per quel che ha tratto al punto vogliamo ricontare in-

sieme qaelle 10 pagine ? .

Nelle prime 5 pagine della Nota A) si trovano : la prefa-
zione ; la posizione del problema; la deduzione immediata, da

una notissima formula d’ interpolazione, di un lemma [che è
~ equivalente di quelli usati da CINQUINI e ZWIRNER nei loro la-

vori] ; 1’ enunciato del teorema (che occupa anche qualche rigo
della sesta pagina).

Nelle pagine 6a, 7a, 8a : dimostrazione del teorema.

(4 0) In:
f) Problemi di valori al contorno per le equaxioni ordi-

narie d’ ordine n

IRendicontí del Sem inario matematico della R. Università di Padova »,
vol. XII (1941), pagg. 114-122].
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Nelle pagine 9a e l0a : osservazioni.

Sicchè tre pagine soltanto di dimostrazione. Ma c’ è di più.
Al quarto rigo della 7a pagina si legge «Dopo di che l’ esistenza
di un elemento unito per la (1) » [cioè di una soluzione del pro-
blema (1) del lavoro presente] discende senz’ altro dal teorema

di CACCIOPPOLI ricordato nella nota III)» [qui citato nella nota 

« Per comodità del lettore sviluppo quest’ ultima deduzione nei

suoi dettagli. Sicchè in totale un po’ meno di una pagina di

considerazioni, tutt’ altro che astrnse (41). Comprese le formule,
la pagina consta poi di ventuno righe di composiLione !

Che se poi il CINQUINI i si fosse dato la pena di approfondire
quelle ventuno righe, si sarebbe accorto che in esse io mi ri-

conduco, nella sostanza, proprio a quel teorema di BIRKHOFF e
KELL06G, a proposito del quale egli dice « ed a tal riguardo è
bene ricordare Che tale risultato dello SCORLA DRAGONI è e ffetti-
vamente un’ immediata conseguenza anche del teorema di BIRKHOFF

e KELLOGo da noi citato in VI) » !
Il lettore avrà già capito che lo scopo della mia Nota A}

non era certo quello di pubblicare quelle ventuno righe. 
-

26. - Per il punto y), basta rimandare al § 1 della Nota

presente.

(41) In esse sfrutto in sostanza [enunciandole mediante il linguaggio
della topologia degli spazi astratti ] alcune proprietà notissime delle famiglie
di funzioni equicontinue ed equilimitate. Queste proprietà, stabilite da Gt t;-
no As c o LI e sfruttate poi da C. ARZRALI, sono proprio quelle su cui si
basano quei « metodi della Scuola di CESARE A di cui il CINQUINI
si fa corifeo, come vedremo nel n. 30.

Nello sviluppare la deduzione uso poi naturalmente il teorema di BRou-
wFR sull’ esistenza di punti uniti nelle trasformazioni continue dell’ ele-
mento a q dimensioni in sue parti. Epperò non sarà inopportuno ricordare,
ancora una volta [ un’ altra, 1’ ho già fatto in E), loc. cit. (17), nota a

piè di pag. 267 ], che del teorema di BROU‘ ’ER si conoscono dimostrazioni
da dirsi elementari [ cfr. 1’ appendice - intitolata appunto Eleinentare Be-
weise des Fiaepunktsatxes fiir das 8implex und des Pflastersatx.es - al
nono capitolo della Topologie di ALEXANDROFF ed HOPF citata in (3°) ], anche
se non si vuol ricorrere a quella che MiRANDA e BRUSOTTI hanno finito col
darne nei lavori citati in (1~) e~ (30) [od a quella data da BIRK HOYF e KEL-
LOGG nel n. 2 della Memoria citata in (7)].
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Per quel che riguarda il punto ò), e chi ha l’ intenzione di

negarlo ? Da tutto il contesto della prefazione di A) appare chia-
rissimo che io considero il mio criterio una « conseguenza del-
1’ osservazione di CACCIOPPOLI »

Per quel che riguarda il punto ~), anche qui: e chi ha
l’ intenzione di negarlo? Non io di certo, dato che in quelle
ventuno righe io mi riconduco appunto, sia pure stenza nomi-

narlo esplicitamente, proprio a quel teorema di BIRKHOFF e

EKLLOGG che il CINQUINI cita nella vI) di III) ! Non io di certo,
dato che in quella famosa Oss. II) di A), ho detto che il proble-
ma (1) «si riconduce facilmente al caso che I ti sia limitata in

tutto ,S &#x3E;&#x3E; ! Anzi, come ho già detto (al n. 3), il CINQUINI vedrà
anche nel n. 40 come mi faccia comodo ch’ egli si sia deciso

a fare un’ osservazione quale quella contenuta in g).

27. - Quanto al punto a), potrei far sapere al CINQUINI che
ero sicuro che il suo teorema si poteva dedurre da quello di
BiRKHOFF-KELLOGG-ScHAUDER-CACcioppoLi molto, ma molto tempo
prima dello scadere di quei fatali due anni; e che ZWIRNER,
appunto perchè sotto la mia guida, si è occupato di quella tal
deduzione quando io ho giudicato che fosse venuto per lui il mo-

mento di farlo.

Ma stavolta è molto più semplice adottare la curiosa (~}
forma mentis del CINQUINI, per fare i miei «rilievi».

Infatti, cosa potrei dire del CINQUINI,
il quale, per tre anni, ogni volta che enunciava estensioni suc-

cessive di quel teorema, faceva osservare con tenace costanza (4’)
che esso non rientrava nei teoremi per le eqnazioni differenziali

dati da CACCIOPPOLI in loc. cit. ma «non ha mai rilevato ~ che

quello si poteva diinostrare proprio mediante le stesse considera-

zioni di analisi funzionale con cui CACCIOPPOLI deduceva questi ?

1 

(42) Dico curiosa, perchè, dopo tutto, che male ci sarebbe stato a non

osservare subito la possibilità di dedurre dalla proposizione di BIRK HOFF -
IKIKLLOGG-S(:HAUDER-CAICCIOPPOLi i quelle di CINQUINI e ZwiRNBR?

(43) loc. cit. (1), pagg. 12-13, Oss. al n. 4.
loe. Cit. (14), pagg. 68-69, Oss. Ia e Ila del n. 1.
loc. cit. (32), pagg. 135-136, Oss. c) e d) del n. 3.
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il quale (4~), anzi, messo sull’ avviso dalla mia recensione

del suo lavoro X) citato in (32) - pubblicata nel «Zentralblatt
fiir Mathematik » (vol 25, pag. 324) e terminante con le parole
«Alle diese Resultate sind auch Folgerungen eines topologi-
schen Satzes von CACCIOPPOLI (Rend. Ace. Naz. dei Lincei, VI s.,
13, 498-502 (1931), dies Zbl. 2, 32) », quello appunto contenuto
nella Nota qui citata in (~o) -, invece di rilevare « per proprio con-
to ... ciò che lo ZWIRNER ha riconosciuto », si è affrettato a pub-
blicare il lavoro II), per provare la che mia « asserzione » non

aveva « fino ad oggi » [Foggi di allora, naturalmente] . « alcun
fondamento» - quasi che io in quella recensione avessi detto

«Es ist bekannt, dass alle ... » ! - ?
il quale in II), « per mettere in evidenza che dai risultati

che figurano nella Nota del CACCIOPPOLI, citata dallo SCORZA

DRAGONI, non segue alcuna delÌe» sue «proposizioni» [II) loc.

cit. (’), pag. 106], fa vedere che:
queste non si deducono da nessuno dei teoremi che

CACCIOPPOLI, dedica ivi alle equazioni differenziali, - quasi che io
non avessi detto « Folgeruugen eines topologischen Satzes ...» ! -;

che:

queste non rientrano in quello, ch’ egli, seguendo CAC-

CIOPPOLI, dice essere « il risultato fondamentale che figura nella 
’

Nota di CACCIOPPOLI », senza accorgersi
’ 

che:

pí) il risultato ch’ egli riporta, contenuto nel secondo alinea
di pag. 501 del lavoro citato in (’°), non è un teorema di ca-

rattere topologico, almeno nell’ accezione consueta (lo stesso po-
tendosi dire per 1’ estensione di quel risultato cui CACCIOPPOLI
accenna nel n. 3 della sua Nota in discorso); ,

che:

Pí’) ~ unico risultato di carattere topologico (nel~ accezione
comune del termine) contenuto nella Nota di CACCIOPPOLI, è bens
quello ivi esposto nel penultimo alinea di pag. 500 ;

e che :

~~") da questo teorema seguono appunto i suoi ?

(44) Da questo moniento non è piú necessario attenersi alla forma naentis
del CINQUINI.
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28. - Qui occorre una lieve precisazione. Dal contesto di A)
e dalla nota f ) di ZWIRNER qui citata in 1’°) appare chiaro che il

teorema topologico di CACCIOPPOLI., cui si allude in esse, è ap-

punto quello ricordato sotto cioè, per liberarlo da sovrastrut-
ture inutili per il nostro caso, il seguente, che trascrivo quasi
letteralmente dal passo citato in ~~’):

TEOREMA II). - Sia É 10 spazio metrico delle (unxioni
x £ b insieme con le proprie derivate prime,

seconde, ..., (~a 1 ) - esime, la distanza di due (x)
(x) di 23 essendo data dalla somma max I f (x) c~ (x) ~ 1 +

+ max cp’ (x) - #’ (x)[ + ... + max i (x) ~~"-’~ (x) i ;
sia b (x) (x)] una trasformazione continua di £ in (una
parte allora la b (x) = F’ ~ i (x) ] ammette almeno 2cn ele-

mento unito, se muta icna porxione (chiusa) ~’ di E ill, in-

sieme compatto rispetto a ~’ in essa contenuto, purchè ~’ sia cos
costituita da ammettere, al pari di ~, come modelli topologici
approssinianti campi (chiusi) seffípliceinente connessi. Quest’ ul-
tima circostanza si prese&#x3E;iterà, p. es., se ’ è dedotta da

imponendo un con fine superiore ai valori assol uti (x),
-c’ (x), ..., (x), le c (x) potendosi approssimare con le loro

derivate mediante polinomi, nello spazio dei cui coefficiPnti limi-

tazioni del tipo ora detto staccano insiemi convessi.
Questo teorema io 1’ ho attribuito a CACCIOPPOLI, ma forse ho

avuto torto. Infatti io non ho mai potuto consultare 1’ originale
del terzo dei lavori di citati nella nota (_) ; ma nel
riassunto pubblicatone nello « Jahrbuch uber die Fortschritte der
Mathematik » [vol. 56, parte I (1932), pag. 355] trovo : t Fiir die
von S. BANACH in seiner Dissertation betrachteten linearen, nor-

mierten, vollstandigen Ráumen (B - Räume) kann man auf die

Kompaktheit von H verzichten. Das fiihrt Zl1: Satz II. In einem
B-Raum sei eine konvexe, abgeschlossene Menge H gegeben.
Die stetigè Funktionaloperation F (x) bilde H auf sich selbst ab.
Ferner sei di Menge F (H) in H kompakt. Dann ist ein Fix-

punkt vorhanden . Perchè il CINQUINI non ha fatto lui l’ inda-

gine bibliografica? Se avesse potuto trovare Che quel teorema II)
non è di CACCI4PPOLI, in III) avrebbe potuto dire (magra scusa

in verità e alquanto stiracchiata) che in II) era stato messo fuori

strada dalla mia falsa attribuzione di quel teorema al CACCIOPPOLI.
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° 

Ma questo avrebbe dovuto farlo in III), immediatamente dopo
che la mia Nota A) e la nota di f) ZWIRNER, loc. cit. (4°), su

cui quella si poggia, avevano chiarito 1’ equivoco, che eventual-
mente potesse esser sorto. Invece in III) il CINQUINI non rileva
affatto errori di attribuzione ; e ciò non ostante sembra che egli
creda ancora [cfr. III), nota XIX) a piè di pag. 220] che la II)
costituisca una risposta efficace alla mia recensione, ricordata qui
nel n. 27. -

29. - Circa la risposta datami in II), desideravo ancora far-

presente che, dopo tutto, il CINQUINI, bontà sua!, «non vuole (45)
escludere a priori che riprendendo in forma opportuna e con

quella precisione che non dovrebbe mai mancare, quelle consi-

derazioni che sono state introdotte originariamente da BIRKHOFF
e KELLOGG, il Signor SCORZA DRAGONI o qualche altro autore

possano riottenere con metodo più elevato i» suoi «risultati e

conseguirne dei nuovi .. » [cfr. II), pag. 106]. Certo che per
escludere una cosa del genere,, dopo la mia recisa affermazione,
ci sarebbe voluto un discreto coxaggio.

Il CINQDINI prosegue, nel passo che stiamo riportando, a
questo modo: c ... se cos  avverrà, noi avremo il piacere di con-
statare che le nostre elementari ricerche, (che già in altra occa-
sione sono state ben utili al prof. SCORZA. DRAGONI), avranno dato
origine a nuove scoperte !) che finora non sono state effet-

tuate ! ».

Poichè il CiNQuiNi non ha sentito il dovere elementare di

chiarire che cosa intenda, dicendo che « già in altra occasione

le » sue ricerche mi « sonq state ben utili », sarò io ad avvertire

il lettore che il CINQUINI ha già affermato un’ altra volta ch’ esse
mi sono state « molto utili » : precisamente nell’ Aggizcnta di cui
in 1). E vuol sapere il lettore che utilità ne ho tratta ? La co-

noscenza dell’ « errore (sic !) in cui » ero « incorso nella Nota lin-
cea del 1935 ~ [loc. cit. (~), pag. 22] e di cui abbiamo discorso
abbastanza nel § 2 t È venuto alla luce un topo e sembrava che-
dovessero partorire i monti.

(45) Naturalmente nell’ originale si legge : vogliamo, invece di : vuole.
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§ 6.

30. - Continuando 1’ esame del lavoro III), ci troviamo di

fronte ai seguenti periodi (46), in cui i corsivi sono del CINQUINI :
«Ma è i n utile dil ungarci XVII) , perchè bastano poehe parole,

le qrcecli iiietto to le eo.se a posto in modo chiaro e definitivo,
per rispondere contemporaneamente, sia all’ affermazione dello

SCORZA DRAGONI riportata poco sopra (4’), sia alla seguente altra
dello stesso autore : Il In definitiva, per il momento anche CiN-

-QUINI rinuncia, implicitamente, ad evitare 1’ uso della topologia (48) ".
Infatti, tenuta presente la dimostrazione del BRUSOTTI, è pa-

ci fico che per slabilire tutti i teoremi esistenziali per i problemi
di vatori al contorno (relativi a equazioni difierenziali ordinarie ed
anche a sistemi di tali equazioni), dovuti non solo a noi ma anche ad
altri autori non c’ è biso.f}llo di alle coii-

.sideraxioni di analisi funzionale dovute a BIRKHOFF e KELLOGG

(e riprese otto anni dopo da R. CACCIOPPOLI, il quale ha dovuto

poi riconoscere la priorità degli autori citati), 
topologia degli spazi a un finito di

dimensioni : basta seguire il procedimento elementare che abbia-
mo sviluppato nei nostri lavori e che trae il suo spunto dalle

note ricerche di C. SFOVERINI. 3fa ciò è questione di gusti : a noi
piace dare il nostro modesto contributo a porre in luce i metodi

della Scuola di CESARE ApzRLA; invece, evidentemente, il Signor

(46) Nel passo che segue le postille contrassegnate con numeri romani

sono del CINQUINI e verranno riportate, se non sono state già ricordate,
por quel tanto che b asti .

Inoltre per la chiarezza di quanto segue è bene che il lettore tenga
presente la nota v) a piè di pag. 204 del mio lavoro ~), citato in (5), qui
riportata. nel n. 19 nelle sue linee essenziali.

(47) Quella riportata qui nel terzo alinea del n. 24.
Veramente è un po’ difficile ravvisare una risposta efficace a quella

inia affermazione nel passo del CINQUINI, che stiamo riportando nel testo.
Forse por il CINQU. N, 1 tale risposta è contenuta nella nota XVII); in tal

caso rimando al successivo n. 39. 0 forse nella nota XiX), nella quale egli
rimanda al suo lavoro II) ; ed in tal caso si vedano i nn. 27-29.

(4g) Cfr. n. 19.
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ScoRZA DRAGONI preferisce insistere nel valorizzare le idee di

BIRKHOFF e KELLOGO e9) !
Non ci indugiamo ulteriormente a replicare all o SCORZA

DRAGONI XIx), ma vogliamo far presente che, tenuto conto della

nost14a osser1’axione e del risultato del MIRANDA, la Nota del

BRUSOTTI fornisce una diniostrazione elementare del teorema di
BROUWER».

31. - Il CINQUINI dovrebbe sapere benissimo in quanti e quali
lavori io mi sia avvalso, quando lo ho ritenuto opportuno, di

procedimenti, diciamo, elementari [necessariamente basati pro-

prio sui teoremi di GIULlo Ascou sulle famiglie di funzioni

equicontiniie ed equilimitate, che stanno a fondamento di quei
tali metodi della Scuola di CESARE ARZELI].

Ed il CINQUINI dovrebbe anche sapere che uno dei motivi

conduttori della Matematica è la costruzione di sistemi ipotetico-
deduttivi sempre più astratti, e perciò dominanti in un’ unica

visione sintetica sempre più ampia un numero sempre maggiore
di fatti o di intere teorie.

Ora i teorerni generali di BIRKHOFF e KMLLOoo [ritrovati in-
dipendentemente da CACCIOPPOLI, che naturalmente ha ricono-

sciuto la priorità di questi Autori (50)], di SCHAUDER, di CACCIOP-

POLI e di altri rappresentano il fondamento comune di tante

questioni esistpnziali dell’ Analisi ~natematica. Sicchè il ricon-

durre un risultato staccato (o un procedimento) nell’ ambito di

uno di quei teoremi (o di uno, di quei procedimenti dimostra-

tivi) ha un maggior valore filosofico che non il dimostrare ele-

mentarmente un risultato contenuto in una teoria più vasta.
Ma il CINQUINI è proprio del parere contrario [~ ... se pur

i teoremi da noi stabiliti per via elementare si possono ritro-

vare anche con mezzi più elevati l’ interessante sarebbe

proprio il vicever,.,ga (5‘) ! j ciò non è una semplice " conseguenza "
come il prof. ScoRZA DRAGONI va sentenziando con molta facilità

(49) Nella nota (41) si allude a quest’ ultimo passo.
(3i» loc. cit. (10), pag. 499. ,

Il carattere corsivo nell’ originale è sostituito dal rotondo.
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e con irriducibile insistenza, ma richiede la pubblicazione di

lavori che riempiono parecchie pagine », loc. cit. (4), nota XVII) a
piè di pag. 220 (52) J.

Naturalmente le considerazioni generali, che ho fatto, si

prestano, appunto perchè generali, ad essere svisate. Per evitare
che il CINQUINI si dedichi a questa attività, non sarà inopportuno
fissare in modo esplicito alcune cose, altrimenti superflue: che

il ritrovare elementarmente un risultato, già noto per altra via

più elevata, può avere il suo interesse (se non altro didattico) ;
che in lavori di scoperta ogni metodo è ugualmente interessante;
che una teoria particolare può essere spinta, mediante strumenti
di ricerca particolarmente adatti ad essa, più avanti che non

una corrispondente teoria generale, i risultati della teoria par-
ticolare avendo sempre il loro bravo valore filosofico ; che un

progresso realizzato in una teoria particolare si può riflettere in
uno per la teoria generale e3), e quindi in altri per altre teorie

particolari, ecc.

Un esempio di quest’ ultimo fatto è fornito proprio dalle

ricerche mie e di CACCIOPPOLI. I risultati che ho ottenuti, dicia-

mo, elementarmente nella mia Tesi di Laurea (54) sul problema
al contorno y (xo) = yo , y (x,) = Y per equazioni differenziali

del 20 ordine, sono stati per CACCIOPPOLI [sebbene non appaia
esplicitamente dalla sua Nota citata in (9), e la cosa sarebbe

(52) Ecco il testo completo della nota :
~c Mettiamo ancora in rilievo ohe lo ZV’IRNER impiega una Nota di nove

pagine [ da noi citata in XIV) 1 » [ e qui in (40) ] « per mostrare che il nostro

teorema citato in III) è " conseguenza ,, dell’ osservazione di CACCIOPPOLI : è

dunque ben evidente che, se pur i teoremi ... ».

Se si ripiglia il computo delle pagine del lavoro di ZwIHNFR, con lo
stesso criterio tenuto nel n. 25 per la mia Nota A), si trova che la dimo-

strazione è lunga quattro pagine e mezza e che anch’ essa sviluppa ex novo
tutti i dettagli della deduzione di BiltK H OPIP -KELLO G G - SC HA U D E R -
CacaoPPoLT, applicandola al caso in esame (naturalmente, sebbene non sia

detto, sempre per comodità del lettore).
(33) Purtroppo però (purtroppo non per me, naturalmente) un progresso

nella teoria generale si riflette di solito in un progresso per parecchie teorie
particolari.

(54) Memoria II), loc. cit. in (!5).



108

stata fuori luogo] 1’ occasione per dedicarsi alle sue ricerche sugli
elementi uniti delle trasformazioni fanzionali ; come corollari di

queste egli ha formulato due teoremi su quel problema e5), che
esulavano da quelli da me indicati; di questi due teoremi io

ho dato (estendendoli, ma rinunciando per uno alle quistioni di

unicità) due dimostrazioni, diciamo, elementari (~), che mi hanno
condotto a riunirli in un unico enunciato (57), dimostrato, dicia-

mo, elementarmente (1) ; il quale mi ha servito di modello per
forinulare un nuovo teorema d’ esistenza circa i punti uniti di una
trasfurmazione funzionale (59).

32. - ~... tenuta presente la di mostrazione del BRuSOTTn,
è pacifico che stabílire tutti i teoremi esistenziali per i

problemi di al contorno... 11.011, c’ è alcun bisogno...
nemmeno di usufruire della topologia degli spazio a 2cn 
finito di 

Piano ! bisognerebbe essere intanto sicuri che la dimostra- .

zione del BRVSOTTI non presenti in forma algebrico-geometrica
dei fatti topologici nella loro essenza [cfr. nota (31)]. Io sono un
po’ esente in proposito: per me (e non soltanto per me, credo)
già il teorema sull’ esistenza degli zeri di una funzione continua

che assuma valori di segno contrario in un intervallo è un par-
ticolare travestimento analitico di fatti squisitamente topologioi (60).

(55) Uno nella Memoria Sugli elezne iti uniti delle trasformazioni fuit-
zional1:: teorema di esistenza e di unicità ed alcune sue appl;cavio ii
[« Reudicnnti del Seminario matematico della R. Università di Padova »,
vol. III t19:3~), , pagg. 1-15]. n. 4; l’altro nel n. 2 de!la Nota citata in (ia),

(53) Si veggano i §§ 1 e 2 della Memoria D) citata in (12) ed il § 2 dolla,
Memoria E) citata in 

(5?) Memoria D), § 3 ; Memoria E), n. 4.

(58) E poi dimostrato più semplicemente da L. To NFLL; in Sull’equa-
xione differenziale y" = f (x, y, della R. Scuola Normale di

Pisa », vol. vIIt (1939), pagg. 75-8].
(59) Nella Nota :

I) Un teorema d’esistenza per gli ele’ln6nti uniti di una trasforq ia-
xione ft4nzionale
[ che verrà pubblicata in questi « Rendiconti » ]. ~

(60) Un’ imnzagine continua di ’)J.no spa-,io è con-

2iessa [cfr. Â LEXANDROFF e IIOP]r, IOC, Cit. (20), l ug. 
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. Del resto, diamo pure temporaneamente per pacifico quello
che il CiNQuiNi desidera. E con ciò? Vi è forse per questo un

rigo da mutare nella mia osservazione, riportata nel n. 19 ?

Tutt’ al più nel senso che il CINQUINI ha ancora una volta ri-

nunciato ad evitare 1’ uso della topologia : ha preferito cedere il

ocompito al BRUSOTTI.

33. -  ... per stabilire tutti i teorenai esisteizziali per i

problemi di valori al contorno ..., non c’ é alcun bisogno di
ricorrere alle con.siderazioni di analisi fi,4nzionale dovute a

BIRKIIOI:PF e KELLOGe (e riprese otto anni dopo da R. CdccloP-

POLI...), mac nemmeno... ». 
,

Potrei dire (cfr. il passo citato nel n. 19) che io ero disposto
.ad ammettere che la cosa era facilmente prevedibile a priori.

Ma intendo qui precisare meglio come vada guardata la

questione.
Nel mio passo citato nel n. 19, forse per essere sintetico o

forse perchè non ho mai preso 1’ impegno di muovere al CIN-

QuiNI tutti gli appunti possibili, ho lasciato in ombra un lato

essenziale della questione.
Ora è opportuno metterlo in luce.
Il problema di NICOLETTI si può in sostanza ricondurre al

teorema I) per le equazioni differenziali, ordinarie, di tipo nor-
male, i cui integrali dipendano con continuità dai valori iniziali

(non occorrono qui dettagli ulteriori). L’equivalenza fra il teo-

rema I) e il teorema di BROUWER, riconosciuta da MiRANDAy per-
metteva (una volta in possesso del teorema d’ esistenza e di di-

pendenza continua per le soluzioni del problema dei valori iniziali)
di completare lo studio del problema di NICOLETTI per un’ equa-
zione, soddisfacente a quelle condizioni e d’ ordine n, sfruttando
la topologia uni -, bi -, ..., (n - 1) - dimensionale.

Ma per estendere i risultati che cos  si ottengono a casi in

cui quella dipendenza continua manchi, CINQUINI ricorre a dei

procedimenti di approssimazione, considera successioni di funzioni,
equicontinue ed equilimitate, applica a queste il teorema di AscoLi
(cioè ne sfrutta una proprietà di compattezza), ...: tutte cose

elementari, se si vuole, ma che disgraziatamente sono procedimenti
8

8
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di stretta pertinenza dell’ analisi funzionale. Tant’ è vero che il

contenuto astratto del procedimento d’ approssimazione del SEVE-
l INI utilizzato dal CINQUINI ha il suo fondamento in « una

proposizione elementare di analisi funzionale, del tutto intuitiva
e sostanzialmente formulabile come segue : L’ esistenza di ele-

nenti uniti si conserva, nel passare al limite in una succes-
sione urai formemente convergente di trasfo1.11laxíoni continue di

spazio metrico 1;n sottoinsiemi di zcna sua porzione com-
patta » [cfr. la prefazione della mia Memoria .E’), cit. in (1’)] (fU).

(61) Nel lavoro d) citato in (25) ZwIRNER chiude la prefazione dicendo
« La questione quindi si esaurisce mantenendosi nell’ ambito della topologia
piana ».

A questa affermazione egli è stato condotto dal paragonare la dimostra-

zione là data con quella costruita da CACCIOPPOLI in (9). Quivi CACCIOPPOLI

usa il teorema di BltouwER sui punti uniti delle trasformazioni continue in
sè degli elementi uni - , bi - , ... n - ,"" di mensionali e il teorema di AscoL i

« ma non presuppone nessuna conoscenza sulle soluzioni dell’ equazione ... »
[ Nota d), loc. cit. (js), pag. 15U ] ; ZWtRNER, presupposto il teorema d’ esi-

stenza pel problema dei valori iniziali, usa mezzi di topologia piana nel caso
che gl’ integrali della sua equazione dipendano con continuità dai valori ini-

ziali, per poi ricorrere a procedimenti d’ approssimazione (e quindi a un’ ap-
plicazione del teorema di Ascon).

llrlla questo ZWIRNKR lo ha fatto rilevare implicitamente nel penultimo
alinea-di quella prefazione, dicendo «la condizione di LIPSCaITZ si elimina

poi facilmente con procedimenti noti » ; e nella chiusa di quella Nota, dicen-
do «di qui segue, mediante noti procedimenti di approssimazione, che la

condizione di LIPSCHITZ può essere soppressa senza che il teorema dimostrato

perda la sua validità ~ .

È quindi chiaro in che senso vadano intese quelle frasi dello Zw IRNER

e quella che là aggiunge nella nota zv) a piè di pag. 151 ; « It procedimento
non sembra legato al carattere bidimensionale del problema, a patto di ricor-
rere alla nozione di ordine di un punto rispetto ad una varietà H, a meno di
non volerle far essere inesatto per forza. Precisamente, vanno intese nel

senso che : egli risolve il problema nel caso lipschitziano mediante la topo-
logia piana, presupponendo noto il teorema d’ esistenza e di dipendenza
continua pel problema dei valori iniziali ; nel caso generale, approssimandolo
mediante problemi sempre risolubili mediante la topologia piana ; di guisa
che anche il caso ganerale presenta delle caratteristiche bidimensionali [gli
equivoci- in cui può far cadere questa frase saranno chiariti meglio nel n. 36 ].
Non vanno certo intese nel senso che lo ZwiRNER ritenesse di avere com-

pletamente eliminato 1’ uso di procedimenti di analisi funzionale.

Nello stesso senso va quindi interpretato quel mio « ... Quello che rima-
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Sicchè, anche ammesso che la dimostrazione del BRUSOTTI

non implichi sostanzialmente la topologia degli spazi euclidei

[ma si tenga presente la nota (~)], il CINQUINI ha intanto sem-

pre bisogno di ricorrere nelle sue ricerche proprio a considera-

zioni di analisi funzionale, anche se non le esprime col linguag-
gio della teoria degli spazi topologici astratti.

In quanto precede è implicito che al giorno d’ oggi io mo-

dificherei le ultime righe della mia nota v) della A ), riportata
nel n. 19; ma le modificherei in modo che il CINQUINI non ci

avrebbe nulla da guadagnare nel cambio.
E’ poi evidente che questi cambiamenti non lederebbero

nella sostanza quello, che nel n. 9 ho detto a proposito di quella
postilla. Essa sintetizzava fedelmente la situazione creata dal

modo di procedere del CiNQuiNi. Lasciava nell’ ombra uno degli
aspetti teorici del problema, ma che era irrilevante nei riguardi
degli scopi, che allora mi ero proposto nel redigere quella po-
stilla.

34. - Perchè sia più chiaro o, meglio, più efficace quello
che dirò in seguito, non sarà male esporre in che cosa si tra-

duca, per es., il metodo generale usato da CACCIOPPOLI in (9) [e
risalente nella sostanza al lavoro di BIRKHOFF e KEI,I,OGG citato

in (")], quando lo si applichi al problema (1). Dopo di che lo

paragoneremo con quello che si verrebbe a costruire utilizzando

il teorema 1) ed i procediinenti d’ approssimazione del SEVERI NI.
Considero un caso semplice: quello che in tutto S sia

con p (x) sommabile in 1: a ~ x c b . Suppongo inoltre, (come

è abituale, f misurabile rispetto ad x e continua rispetto ad

ne, si è che per il problema di NICOLETTI ... basta la topologia uni - , t
bi - , ... , (n - 1) - dimensionale .... », cfr. n. 19 ; tant’ è vero che in quel
passo io rimando proprio al lavoro d) dello ZWIR NEn [ cfr. n. 19 ; ma vedi
anche 1’ originale, in loc. cit. (5), nota v) a piè di p8g. 204],’]a lettura
del quale eliminerebbe ogni eventuale equivoco ; - ma si veda anche quanto
dico alla fine del n. 33 -..
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(uo, ui , ..., Il problema (1) equivale ~cfr. A), loc. cit. (5),
n. L] a quello di determinare una funzione unita nella trasfor-

mazione funzionale

la quale trasformazione risulta continua nello spazio metrico E
delle funzioni continue nell’ intervallo I insieme con le prime
n - 1 derivate, la distanza fra due punti h (r) e k (x) di 1:

essendo data dalla somma max h (x) - k (x)i + (x)
- h’ (x) + ... + max r (x) - (x) I, massimi presi in 1

naturalmente. 
’ 

’ 

,

Ciò premesso, dividiamo I in 2P parti uguali (p = 1, 2, ... )
e consideriamo una funzione c (x) [di 1], con derivata (ri 1 ) -
- esima continua in I e lineare in ciascheduna di quelle parti,
la quale soddisfaccia alle

e poniamo

di guisa che ~, (xl) = ... = j~ (x") - 0, da cui, tenuto conto

anche della (9) e della (11),

’ 

con L costante opportuna.
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Se interpretianio i valori assunti da rpj) (x), ..., rp~~-~) (x)
nei 2" + 1 estremi degli intervalli in cui si è suddiviso I, e quelli
analoghi assunti ivi da ~, (x), c~~ (x), ... , c~p -’s (x) come coordinate
risp. di due punti Pp e Qp dell’ SU) reale, euclideo, con w = (2p -f --1 ) n,
la (11) si traduce in una dipendenza continua di Q~ da Pp, men-
tre le (12) ci dicono che questa trasformazione Pp-+ Qp muta
tutto 1’ Sw in una sua porzione limitata. Dal teorema di BROUWER

segue allora subito che per 1, 2, ... è possibile trovare

una fp, (x) tale, che per essa i punti Pp e Q, corrispondenti coin-
cidano. Yal quanto dire, tale che pgl (x) e §§/1 (x) [i = 0, ...,
~a - 1 ; p§1 = ~, §§1 = c~~] coincidano negli estremi di quei tali

intervallini.

In virtù della (9) e della (11), le c~~ -’~ (x) sono equicon-
tinue, n1entre poi sono equilimitate per l’ ultima delle (12); in
virtù della loro linearità e della Pp = Qp sono quindi equicon-
tinue anche le mentre la loro equilimitazione discende
vuoi dalle (10) e dalla loro equicontinuità, vuoi dalla loro linea-

rità, dall’ ultima delle (12) e dalla Pp = Qp. Risalendo si rico-

nosce che sono equicontinue ed equilimitate anche le p (x),
y§ (x), per i = O,..., ~ 2013 2. Per una conveniente successione di
numeri naturali p~ , ... potremo quindi supporre che le due

successioni (x) e (x) convergano (in ~ !) verso due li-

miti ~o (.x), c~o (x) [teorema cioè compattezza rispetto
a E dei due insiemi descritti risp. da rpp (x) e #, (x)].

In tal caso (x~ e (x), con i = 0, ... , n 1, tendono
uniformemente verso due limiti uguali. In particolare avre-

mo cpo (x) e la (11) diventa = (x)]. ~a le

(10) sono soddisfatte da tutte le cp~ (x), sicchè è unita

F [z (x)] e si annulla per x # xí, (i = 1, ... , n).
La deduzione è estremamente elegante e, come si vede, essa

richiede soltanto la conoscenza del teorema d’ AscoLi e del teo-

rema di BROLTWN:R per gli spazi euclidei ad un numero comun-

que elevato di dimensioni [oltre naturalmente al teorema del

passaggio al limite sotto il segno d’integrale lebesgniano e i teo-

remi fondamentali della teoria della misura].
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35. - Non starò a sviluppare il procedimento da seguire
per ottenere lo stesso risultato ricorrendo al teorema I) e ai me-

todi d’ approssimazione ispirati a quelli del SEVERI NI. Ne indicherò
le linee essenziali.

Per quel procedimento occorrono :
il teorema d’ esistenza e T unicità (e quindi di dipendenza

continua) per gli integrali della

verificaclti certe condizioni iniziali, nell’ ipotesi suppletiva che

f (x, uo, U~, ... , u"_1) soddisfaccia ad una condizione di LIPSCHITZ

generalizzata [teorema di CAR.A,THÉODORY, ;
la deduzione, applicando il teorema precedente, e il teorema I)

lfacelidovi q - n - 1 in questo caso], dell’ esistenza di una

soluzione del problema al contorno considerato, nell’ ipotesi che
f soddisfaccia a quella tal condizione suppletiva;

1’ approssimazione (81) di una funzione f, non soddisfacente

(62) E9aminerò soltanto un caso particolare. Si supponga n = 3. Allora

per costruire la f, (x, uo, ui, U2)1 per p = 1, 2, ... , si può procedere nel
modo che segue [cfr. ZWIRNEft, nota c), citata in (~4)]. Si docomponga ogni

iperpiano x = x in cubi mediante i piani uo = 2013 , 
- - p P

uz = 2013(r=0y-±-l,-±2,...)esia T uno di questi . Nei quattro spigoli paralleli
p

all’ asse delle ua si definisca la f, in base alle condizioni di essere lineare

(in uo) e di coincidere con la f negli estremi ; dopo di che la fp sarà indi-

viduata anche nelle faccie di T parallele al piano uo ul , se le si impone di
essere ivi lineare nella ul ; ed infine in tutto T in base alla condizione di

essere lineare in U2. 
_

È facile presumere che si potrebbe decomporre ogni iperpiano x = x in
c simplessi » [cioè in triangoli, se n = 2; in tetraedri, se n = 3 , ...] invece
che in cubi. Per es., per n = 2 si procederebbe in questo modo. Fissato p ,
si suddividerebbe ogni piano x = x (a  x  b) in quadrati mediante le rette

UO == 2013 , i Ui = ~ ed i quadrati in triangoli mediante le diagonali parallele
P p

alla retta uo = ul , e si definirebbe f, imponendole d’ essere lineare in uo ,

Ui in ciascuno di quei triangoli e di coincidere con la f nei vertici del
triangolo stesso. Una simile successione fZ , ... è stata appunto sfruttata
d&#x26; ZWIRNER in : 1
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a quella tal condizione suppletiva, mediante una successione di

funzioni fin , f2 , ... dello stesso tipo della f [in particolare sod-

g) asseruaxione su un problema ai limiti per le equaxioni diffe-
renxiali

[« Bollettino dell’ Unione mat. it. », serie Il, vol. 1(1939), pagg. 334-336].
Per i conoscitori delle teorie di cui si discorre è risaputissimo che le fun-

zioni f2, ... considerate dallo ZWIRNER in g) convergono verso la f, in

virtù della continuità della f rispetto ad uo , u ~ ; essi sanno pure che, se è
soddisfatta la (9), le fp sono minori in modulo di ~-~ (x) e soddisfanno ad

una condizione di Lipscmrz generalizzata.
Chiunque abbia una certa conoscenza del metodo di 8:mVERINI [e del teo-

rema del passaggio al limite sotto il segno di integrale di LEBESGUE] e che
osservi che le fp risultano misurabili nella x oltre che continue in (uo , ul),
è subito disposto a concedere che dall’ esistenza di una soluzione del problema

[esistenza che si può stabilire con metodi analoghi a quelli seguiti da me
in H), loo, cit. (25)] ne debba seguire quella per una soluzione del problema

Ed è appunto questo che lo ZWIR--TZR dimostra in g).
Quanto ho detto basta già per far comprendere ai competenti quanto sia

ridicola la rivendicazione di priorità che il CINQUINI. fa a elanno dello ZWIR-

NER [nella nota XV) a piò di pag. 283 della Memoria VII) citata in (18)] con
questi termini :

« Durante la revisione delle bozze del presente lavoro ho preso visione
della Nota g) «di G. ZWIRNLPR nella quale 1’ A. dà una dimostrazione di
carattere elementare » di un teorema .~ dello SCORZA DRAGONI » [Memoria E),
citata in (17), n. 6]. «Il risultato ottenuto dallo Zwirner in tale Nota. la

quale trae la sua naturale origine dalla mia precedente Memoria» [la I)]
« (non citata da tale A.), è quindi contenuto, come caso particolare, nella

proposizione del n. 1 del presente lavoro. Inoltre (per quanto la dimostra-

zione dello ZWIRNER presenti alcune varianti rispetto a quella del n. 1 del

presente lavoro, nella quale io mi sono attenuto al metodo seguito nel § 1

della mia precedente lZemoria) » [la 1)], « lo ZWIRNER ha utilizzato proprio
il procedimento (opportunamente semplificato) di approssimazione che io avevo
seguito, in condizioni diverse, nel § 2 della stessa mia Memoria e che ho

ripreso, nel n. 2 del presente lavoro, con opportune varianti per superare
nuove e maggiori difficoltà » [a proposito delle quali si veda quanto dico nei
nn. 13 e 14 e nella nota (22) ]. « Ma lo ZWIRNER non cita affatto la mia

Memoria della quale ben conosceva 1’ esistenza, come risulta dal contenuto
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disfacenti tutte ad una disuguaglianza analoga alla (9)], e siffatte
che quella tale condizione suppletiva sia da esse verificata

la considerazione del problema (1) per ciascuna delle equa-
zioni approssimanti = tp; .

la dimostrazione che dalle soluzioni del problema (1) per
le equazioni approssimanti, se ne può estrarre una successione

convergente verso una soluzione dello stesso problema per la
= f 

della Sua nota ") a piè della pag. 335 ... ».

Come ho già detto, quella tale rivendicazione di priorità non sarà mai

presa sul serio dai competenti. Ma ci sono anche degli incompetenti. A
questi farò sapere [ cosa che il CI NQ UI NI tace nella nota yv) della VII) su
riportata] che nella Nota g) lo ZWIRNER avverte che dimostrerà il teorema

del n. 6 della mia Memoria E), ricorrendo ai teoremi di CARATHÉJDORV
ed «applicando noti procedimenti di approssimazione» e che nella nota II) a
pag. 335 di g) [cioè nella nota ricordata da CI NQ UI NI nella sua XV) di VII)]
lo ZWIRNER rimanda alla mia Memoria E) per altra bibliografia ; che nella
mia Memoria E) sone citate le ricerche di SEV ERI NI, MULLEB, MI NZO NI
0 CI NQ UI NI (ed è indicato il teorema generale che soggiace al metodo-
ideato dal F3EVEIRINI). 

(63) In definitiva « il procedimento elemental e che » CINQUINI 
sviluppato nei suoi lavori e che trae il suo spunto dalle note ricerche di

C. SEVERI NI » (cfr. n. 30) si basa:

a) su un teorema d’ esistenza (e di dipendenza continua) di CARATHÉ -
DORY ; i

P) su una riduzione del problema di NI COLETTI al teorema I), che è
stata posta in luce dallo ZwIR NER pei problemi bidimensionali nei lavori

c), d), e), nel secondo dei quali lo ZvYIR NER dice che il proced i mento te-
nuto non sembra legato al carattere bidimensionale del problema [ lavori
ed e) sono citati dal C1 N Q UI Nt nella nota’v) a piè di pag. 63 della Me-
moria V), citata in (14) ; il lavoro e) è citato nell’ osservazione al n. 8) della
Conferenza VI), citata in (16) ; l’ unica citazione esplicita del lavoro c) ch’ io
abbia trovato nelle Memorie del CINQUINI è invece quella che compare
nella nota a piè di pag. 219 della 111), 10c. cit. (4)] ;

y) sul teorema I), di cui finora si conoscono tre dimostrazioni di BROV-

WER, di MIRANDA e di Ba USOTTI J per tacere di quelle che si debbono

poter dare sviluppando le considerazioni accennate nella nota (30) ed alla

une nel n. 23 [adesso le dimostrazioni del teorema I) sono aumentate : si .

vedano i lavori miei e di ZwiRNER citati alla fine della nota (3°) e nella
postilla (*) del n. 23 (aggiunto sulle bozze di stampa)].

E) su lemmi di BERNSTEIN, CINQUINI, 
SATO, ZWIRNER atti ad assicurare che, sotto certe i potesi, gli
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Naturalmente nelle deduzioni precedenti bisogna applicare
quello stesso teorema d’ Ascol,r, quello stesso teorema del pas-

saggio al limite sotto il segno di integrale che sono stati sfrut-

tati nel n. prec....

36. - Ed ora guardiamo 1’ essenza dei due procedimenti,
tenuti per dimostrare 1’ esistenza di un elemento unito nella

definita nel n. 34, cioè di una soluzione del problema (1).
CaccioPPOr.i approssima, diciamo, la = F [z] mediante una

successione di trasformazioni - Fi [cp,], , [c2], ... che in-

terpreta come trasformazioni T, ..., operanti sn spazi euclidei S3n,
S9n, ... , aventi cioè dimensioni tendenti all’ infinito. Dimostra,

col teorema di BpouwMR per gli spazi euclidei, che la Tp am-
mette almeno un punto unito. Passa al limile, e fa vedere, che

l’esistenza dell’ elemento unito si conserva nel fare questo
passaggio.

Sicchè il procedimento di CACCIOPPOI,I ci presenta il teorema
d’esistenza del problema (1) sotto una luce nuova. Esso ci fa

apparire quel teorema come una estensione del teorema di

BROUWER allo spazio a infinite dii»ensioni S ed alla trasforma-

di questo in una sua parte [CACCIOPPOLI stesso-
nel n. 3 di loc. cit. (9) diceva già: nostro teorema estende

allora in sostanza quello di BROUWER allo spazio hilbertiano; e

si applica subito anche in questa forlna alla dimostrazione del.

l’esistenza d egl i integrali i di ut ’ equazione differenziale»];- e lo

integrali di un’ equazione differenziale normale, ù’ ordine n, soddisfacenti
alle condizioni di NicoLETTt I si mantengono limitati insieme colle prime
n - 1 derivate.

8) sulla considerazione di equazioni approssimanti, dovuta al SEVERI NI.
In conclusione credo che I’ «utilità» che il CINQUINI ha tratto o

avrebbe potuto trarre [bisogna adoperare il condizionale, poichè, a quanto
sembra, il CINQUINI non ha letto con sufficiente attenzione le Note dello

zWIRNER] da coloro che hanno contribuito a sviluppare quel metodo è certo
molto maggiore di quella, -,h’io non abbia avuto dalle sue elementari ricerche
e per la quale rimando alla fine del n. 29.
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pone in relazione con quel mio risultato d’ analisi funzionale

già ricordato nel n. 33 e peraltro posteriore alle ricerche di

CACCIOPPOLI - quest’ ultima osservazione non avrà alcun interesse
per il seguito -.

Nel n. 35 abbiamo approssimato la S = F (r) mediante una
successione di trasformazioni funzionali S (r), S==F~(T),...
- dove a Fp (~) è la trasformazione funzionale che, pel pro-
blema al contorno approssimante, ha lo stesso ufficio che la

ha pel problema (1) -. Per F§(r) si è in

possesso del teorema d’ esistenza e di dipendenza continua dai

valori iniziali del CARATHÉODORY. In base a questo, mediante il

teorema I), per spazi a n - 1 dimensioni, o, il che fa lo stesso,
appunto per 1’ osservazione di MIRANDA, mediante il teorema di

BROUWER per spazi - 1 dimensioni, si dimostra che la &#x26;
= ammette sempre almeno nn elemeuto unito. Si passa
al limite; si riconosce che l’esistenza dell’ elemento mito non si

perde nel fare questo passaggio; si arriva quindi al teorema

d’ esistenza pel problema (1).
Il quale teorema si presenta quindi sotto un’ altra luce.

Esso è un’ interpretazione del teorema di BROUWER per gli spazi
ad ii - 1 dimensioni.

CACCIOPPOLI aveva torto a credere d’avere esteso in loc. cit. (9)
il teorema di BROUwER agli spazi hilbertiani (prescindo dalle

questioni di priorità) ? Abbiamo avuto torto a dire che il teore-

ma d’esistenza per la (1) si presentava come un’ estensione del
teorema di BpouwKR allo spazio I? Il problema (1) ha solo

apparentemente caratteristiche dimensionali infinite ? ~

E no, che diamine !

Il problema (1) ha caratteristiche dimensionali essenzial-

mente infinite.

Perciò nella nota (’l) ho accennato ai possibili equivoci della

terminologia dello ZWIRNER,. Ma la terminologia è molto sugge-
stiva e comoda, traduce un fatto reale Lquello che gl’ integrali
di un’ equazione d’ ordine n, soddisfacente a certe condizioni di

regolarità, costituiscono uno spazio a n dimensioni, per cos  dire],
e perciò 1’ ho adottata anche in questa Memoria.



119

37. - Ma prescindiamo pure dalle considerazioni del nume-

ro precedente; e paragoniamo i due metodi delineati nei nn. 34

e 35 da un altro punto di vista.

L’ unico vantaggio che il metodo del n. 35 può vantare nei

riguardi di quello del n. 34, si è che per trattare il problema (1)
esso ha bisogno del teorema I) soltanto per q - 1 - natu-

ralmente dato e non concesso che questo sia un vantaggio.
Ma d’ altra parte, se vogliamo costruire la teoria del pro-

blema di NICOLETTI per un’ equazione d’ ordine qualunque, do-
vremo pur presupporre la conoscenza del teorema I) per q qua-

lunque.
Ma il teorema di BROUWER è equivalente al teorema I), e

I’ equivalenza si stabilisce in modo ilumediato [MIRANDA, loc.

cit. (3°)]. Inoltre CiNQUixi ha subito affermato che la dimostra-

zione del BRUSOTTI per il teorema I) è semplice ed elementare,
quindi il CI NQUI NI deve ormai consideiare [e considera di fatto (64)]
coi-ne elementarmente stabilito anche il teorema di BROUWER (65).

Sicchè la posizione mentale del CiNQUiNi nei riguardi del

problema di NICOLETTI, studiato per equazioni differenziali d’ or-

dine prefissato a piacere è la seguente :
a) deve in sostanza ammettere la conoscenza del teorema di

BROUWER per spazi euclidei ad un numero qualunque di dimen-
sioni, - conoscenza che, in virtù dell’ osservazione di MIRANDA,
non potrà mai superare, in quanto a profondità di pensiero, quella
del teorema I) - ;

~) conosce un procedimento, quello del n. 34, che permette
di dare una risposta affermativa al problema di NICOLETTI [e
non al problema di NicoLETTi soltanto], applicando in maniera
elegante, rapida e semplice il teorema d’ Ascon e il teorema di

BpouwER (oltre a quello del passaggio al limite sotto l’ integrale,
natural mente) :

ma lui- preferisce seguirne un altro
che non è più rapido (presuppone note cose che il me-

(s4) loc. cit. (4), pagg. 220.
(65) Circa la possibilità, già nota da tempo, di dimostrare elementarmente

il teorema di BRO UwER, si rilegga quanto ho detto appunto nella nota (41).
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todo del n. 34 può trattare simultaneamente al problema di Ni-
COLETTI, e cioè una risposta al problema di CAUCHY) ;

che non è più semplice;
che non si è rivelato finora capace di condurre a risultati e

procedimenti cos  proteiformi come sono qnelli che CACCIOPPOLI ed
altri hanno dato, ispirandosi ad una visione geometrica dei pro-
blemi dell’ analisi funzionale (") ;

(69) Non sarà male ricordare qui che una teoria particolare può essere
spinta mediante 1’uso di strumenti di ricerca particolarmente adatti ad essa,

più avanti di una corrispondente teoria generale [e quindi che nei lavori
di scoperta non bisogna lasciarsi tarpare le ali da un malinteso, diciamo,
purismoJ Cos , p. es., N,COLETTT, in Sulle condixioni iniziali che de-
terminano gli integrali delle equazioni differenziali ordinarie del-
1’ Accademia delle Scienze di Torino », vol. XXXIII (1897 - 1898), pagg.
746-759 J, tratta (in piccolo) un problema per l’ equazione a derivate parziali

mentre ZBVIR NER in :

h) Sopra il problema di NI COLETTI per una partieolare classe di
equaxioni differenziali a derivate parxiali
[«Rendiconti del Seminario matematico della R. Unii,ersità di Padova ,
vol. XIV (1943), pagg. 17-36], tratta lo stesso problem t coi metodi di B HK-

supponendo

- si noti che iinche il 8 !B IRA Ni, in Démonstration géometrique de d’ exi-

stence de l’iittégrale dans un type hyperboliqu6 parabolique d’ équations
a2cx dérivées partielles [Bulletin des Sciences Mathématiques, serie li, t.

XXXIII (1909), pagg. 40-47], occupandosi di un problema alla CAUCHY per
la stessa equazione, ha supposto anch’ egli h C m - 1, k  n - 1 . Il risultato

di SIBIRANI è stato ritrovato ed esteso da ZwtRNER in: l

i) Coitdizioni sufficienti per l’ esistena degli integ’1’ali di un’ equaxione
dilfiere.nziale a derivate parxiali a tipo iperbolico
[·~ Atti dell’ Istituto Veneto di Se., Lett. ed Arti», tomo CII, parte Il

(1942-43), pagg. 329-350J.
Naturalmente non sarebbe privo di interesse vedere se la trattazione

svolta dallo ZWIRNER in h) si può atteggiare in modo da comprendere tutto
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che rispetto a quello sviluppato nel n. 3 ~ può avanzare

una sola pretesa gratuita di vantaggio ( ~’j : di richiedere l’ uso

il risultato del NI COLETTI. Dico che non sarebbe privo di interesse, ma
non dico che sarebbe necessario per giustificare la posizione da me assunta
nel testo.

IE qui aggiungo qualche riga sulle bozze di stampa, per avvertire che

la posizione da me assunta nel testo non è infirmata nemmeno dal fatto che
il teorema, dato recentemente da G. ZwiR N E R in ~S’ull’ equazione y’ = ~ f (x, y)
[questi «Rendiconti », questo volume], n. 1, con 1’ uso del metodo di

BIRgHOFF-KELLÓGG-SCHAUDER-GACCIOPPOLI, si può ottenere facil-

mente anche con procedimenti di altra natura, analoghi, p. es., a quelli
utilizzati da me e da GRO NW ALL, nei lavori citati n()lla nota (25). Il risul-

tato si può raggiungere sia previo un prolungamento dell’ equazione, sia

senza di questo. La prima deduzione è forse più rapida. Mi limiterò a un

cenno in un caso particolare.
La funzione f (x, u) sia continua in (x, u), positiva e lipschitziana ri-

spetto alla u nel quadrato .R : 0 ~ x ~ 1, 0  u ~ 1. Allora, secondo

ZWIRNER, per un conveniente valore di X esiste una soluzione della

y’ (x) _ f (x, y (x)), che valga ot per x - = 0 e fl per x =1 

Ol). 
" "

Infatti, si (x, u) = f (x, u), in R ; cp (x, u) =  (x, 0), se u  0
rp (x, u) = f (x, 1 ), se u ] 1. La soluzione y (x I À) della y’ (x) = x ~’P (x, y (x)),
che per x = 0 vale a, è definita in tutto 0  x  1. Inoltre y (b ( 7~) è una
funzione continua di 7~, che tende risp. per À - - 00 e

i - + 00. Quindi esiste un À. per cui y (b _ ~.
Dopo di ciò, attesa la &#x3E; 0, è facile riconoscere che è

monotona; cioè sempre compresa fra a e fi ; e quindi fra 0 e 1 ; epperò
y (r j xc) è anche un integrale della ,y’ (x) = y) ; ecc .

L’ ipotesi della lipschitaianeítà della si eliruina, al solito, col

metodo ecc.

Allo stesso modo si tratta il caso più generale considerato da ZwiRNERJ.
(57) Per converso, ripetiamolo, il metodo del n. 34 permette fra 1’ altro

di dimostrare proprio quel teorema d’esistenza di CARAT iÉO D ORY, di cui

CI NQ UI NI presuppone la conoscenza [per richiedere subito dopo anche
quella del tedrema di dipendenza continua].

Questo è forse il momento più adatto per avvertire che il problema di
NICOLETTI e quello di CA U C H Y si possono trattare simultaneamente, an-
che facendo ricorso al teorema I), ed eliminando anzi (se non altro per lo
meno formalmente) 1’ uso delle equazioni approssimanti. L’ osservazione mi
è stata comunicata dallo STAMP B.CCHIA, che l’ ha applicata in una Nota

ancora inedita.

Ecco, in essenza, di che si tratta.
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del torerna I) in ispazi la cui dimensione è minore dell’ ordine

dell’ equazione per cui il problei»a di NICOLETTI è posto, mentre

Costruiamo le funzioni approssimanti di CARATHt-ODORY-TONELLI,
relative al problema di CA U C H Y per la y~n~ = f. A questo scopo, dividia-

mo 1’ intervallo a _ x _~ b in p parti uguali mediante i punti a = xó 
 x’  ...  x’ p-1  x’ p - b ; e, 

dei parametri reali, indichiamo con -n l’n - pla («, ... , _) e con

la funzione, assolutamente continua in a  x insieme con le sue prime,
n - 1 derivate, individuata ivi in modo ricorrente dalle posizioni

e dalla condizione di avere la derivata n - esima nulla in e

quasi ovunque ugnale a

in x~  x  (i = 1, ... , p) - si sottintende che f soddisfaccia alle solite

ipotesi, in particolare alla condizione semplificatrice espressa dalla (9)
del n. 34 -.

Le funzioni Xp (x ~ ri) sono univocamemcnte determinate epperò
ne dipendono con continuità. Ebbene : si applichi il teorema I) non per di-
nlostrare che esiste un’ integrale di una conveniente equazione approssi-
mante, che soddisfaccia alle condizioni al contorno volute, bens  per dimo-

strare che per ogni p esiste almeno una che soddisfaccia a quelle
condiaioni al contorno ; e poi si dimostri che dalla successione ottenuta se

ne può estrarre una convergente verso una soluzione del. problema (1).
Il metodo del n. 34 e quello qui delineato differiscono grosso modo in

ciò :
il primo considera una successione di classi ~ Cf’2 ~, . " di funzioni

soddisfacenti alle condizioni al contorao ; e dimostra che si può
estrarre una funzione Cfp (x) in modo che la successione ~&#x3E;~ (x), cpy (x), ... sia

atta (non dico a convergere ma) a fornire approssimazioni sempre migliori
di una soluzione, cioè a fornire una sottosuccessione convergente verso una

soluzione ;
il secondo considera invece una successione IX) ~, ~X2~,... di classi di

funzioni, notoriamente atte ad approssimare integrali della y~n~ = f soddi-
sfacenti (nel punto a, ma questo inciso, volendo, può essere soppresso) a
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1’ altro ha bisogno del teorema di BROUWER per ispazi euclidei ad
un numero qualunque di dimensioni.

Se al CINQUINI i piace assumere e compiacersi di mantenere

posizioni mentali del genere, faccia pure; ma non dia ad in-

tendere di avere le cose a posto in 1nodo chiaro e de-

(68).

condizioni di CA U C H Y prefissabili ad arbitrio; e dimostra che da ~ ( t
si può estrarre una funzione Xp (x) soddisfacente alle condizioni volute, con
la presunzione, confermata nel fatto, di ottenere una successione atta a

fornirne una parziale convergente verso una soluzione,
- insomma, il primo cerca delle approssimazioni tra le funzioni che

soddisfanno ai vincoli imposti; il secondo cerca delle funzioni, che soddi-

sfacciano ai vincoli, tra quelle che approssimano gli integrali della y(11) f
(sorvoliamo sulle inesattezze di questa frase) -;

il primo applica il teorema di BROUWFIR, cioè il teorema I), a spazi
euclidei a un numero di dimensioni che tende all’ infinito ; il secondo ap-

plica il teorema I) a spazi dimensioni, se si dà il ruolo di valore

iniziale per la x a uno dei punti Xi’...’ xn) } a gi dimensioni (se, come si

è fatto, si dà il L ruolo di valore iniziale per la x al punto c~, e questo è
diverso da x. ), ma richiede un teorema di dipendenza continua delle

da q ; entrambi sfruttano, ciascuno a suo modo, la continuità in-
della trasformazione funzionate = F(-c) del n. 34.

Credo che potrei esimermi dall’ istituire altri confronti. L’ istituirne non

dovrebbe essere strettamente necessario nei riguardi della polemica. -Ai fini

di questa dovrebbe essere sufficiente quello che ho fatto nel testo : cioè aver

paragonato quei due metodi che sono stati posti a raffronto dal Cixouixi,
ed a proposito dei quali il Ci,-,-QuiNi ha espresso in modo inequiyocabile la
sua preferenza con 1’ intenzione di le cose a posto in niodo chiaro

e 

Comunque non sarebbe inopportuno osservare che anche il metodo,
esposto in questa nota, fa uso tipI teorema del passaggio al rimito sotto il

segno di integrale e del teorema di AsuoLi (cioè di quegli stessi procedi-
menti che entrano in gioco nel n. 34} ; che il vantaggio di aver bisogno
del teorema I) soltanto per ispazi la cui dimensione non superi I’ ordlue
dell’ equazione assegnata, diventa al solito molto illusorio non appena si

richieda di studiare un qualunque problema, di NICOLETTI per equazioni d’ or-
dine prefissato a piacere. Ma non vorrei essere frainteso. Non vorrei che

queste mie righe fossero interpretate come espressione di un giudizio sfavo-
revole a proposito dell’idea di SiAMPACcniA; la quale invece è indubbia-
mente molto elegante.

(68) Spero che siano ormai chiari i motivi, a cui alJudo vagamente nella
nota ~3o), e per cui a suo tempo ho sconsigliato allo di insistere a
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38. - « ... mia vogliamo far presente che, tenuto conto della
nostra osservaxione e del i-isultato del MIRANDA, la Nota del

BRUSOTTI fornisce una dimostrazione ele1nenta14e del teorema di

BROUWER ».

Che la dimostrazione del teorema di BROUWER si potesse ri-

condurre a quistioni sui polinomi era già stato osservato da

BIftKHOFF e KKLLOGG Acfr. n. 23).
La dimostrazione che questi hanno dato pel teorema di

BROUWER, è elementare alla stessa stregua di quella che BRu-

.SOTTI ha dato per il teorema I).

§ 7.

39. - Riprendiamo quel ~c ... se pur i teoremi da noi stabiliti

per via elementare si possono ritrovare con mezzi più elevati...
~ció non è una semplice "conseguenza,,, come il prof. ScoRZA
DRAGONI va sentenziando con molta facilità e con irriducibile insi-

stenza, ma richiede la pubblicazione di lavori di parecchie pa-

gine&#x3E;, già ricordato nel n. 31.

Ed incominciamo subito con un alto là. Io non ho mai par-
lato di «semplice conseguenza » , come itn lettore frettoloso po-
trebbe forse essere condotto a credere dalla lettura del CiNouiNi.
Io ho parlato sempre e soltanto di  conseguenze , mai di « co-

percorrere quella strada che aveva aperta coi lavori c), d), e). Rimane
fermo beninteso che i lavori di ZWIR NER hanno due pregi : quello di avere
mostrato per primi come il metodo, basato sul teorema I), che io avevo se-
guito in H), loc. cit. (~5) [utilizzando il teorema I) per q = 1], si poteva
estendere a problemi più generali ; di avere sviluppato questa estensione in
casi didatticamente interessanti (perchè bidimensionali).

Non sarà inopportuno osservare che per dare un simile consiglio non

era necessario aspettare (come peraltro non ho aspettato) che bIIRA N DA
riconoscesse equivalenti il teorema I) e la classica proposizione di BROUWER.
Non era necessario, perchè la strada che si apriva spontaneamente dopo i

lavori c), d) ed e) di ZwtRNER si poteva seguire t a patto di ricorrere

alla nozione di ordine di un punto rispetto ad una varietà » [ e quindi a

patto di ricorrere al teorema classico di KRO NECKER sulla risoluzione di

un sistema di equazioni non lineari ], cioè a patto di ricorrere a strumenti

.che permettono di dimostrare il teorema di BpouWER.
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rollai»i » ! Con ciò naturaliiieiite non è eseluso cilf’ a talano quelle
« conseguenza » possano sembrare, in tutto o in parte, dei «co-

rollari ».

Che quelle « conseguenze» siano poi « co seguei ze » è stato

din&#x3E;ostiato in lavori, contro i quali il Ci NQUINI I nuora non ha
saputo muovere nessuna obbiezione più seria di quella di con-
tarne le pagine, nel modo che a lui è piaciuto di andandone

cioè a guardare il numero complessivo, senza preoccuparsi di

vedere q nante erano quelle veramente e solamente dedicate alla

deduzione [cfr. il n. 25 e la nota (~)].

40. - Ma v’ è dell’ altro. 
’

Dal lavoro f ) di ZWIRNER citato in 1’°), è facile vedere che

il teorema dato dal CiNouiNi in V), loc. cit. in C4), n 1, ed al

quale il 1 Ci rtQLTI N I nella III) riconduce il mio teorema di A)
[credendo con ciò di darmi una lezione, cfr. § 11, è una 

giieizxa i1nnzediata del teorenia di BIRKHOFF - KELLOGG - SCHAUDER -
CACCIOPPOLI (89).

Anzi, adesso che il CINQUINI. I ha creduto opportuno «sen-
tenziare , senza accorgersi o per lo meno tacendo che il farlo

dopo quelle mie ventuno righe o dopo quella mia Oss. II) di

A) era un portare vasi a Samo : «... è bene ricordare che

tale risultato dello ScopZA DRAGONI è ellettii«a ieiite un’ im-

mediata conseguenza anche del teorema di BIRKHOFF e KKLLOco

da noi citato in VI) » [III), loc. cit. (~), pag. 219], adesso egli
non può più stare a cavillare intorno a certe accezioni della

parola  conseguenza , a meno di non ritrattarsi poco decen-

temente. Ebbene: sappia orà che nelle ultime righe dell’ Oss.
IV) di A) è appunto implicito che il suo risultato del n. 1 di

V) non è soltanto «conseguenza:t, ma è anche 

(;9) La cosa è ancora più evidente se si guarda all’ altro lavoro di

ZWIRNER : t

1) L’n criterio d’ esistenxa 1"elatz.vo a un proble’1na al contorno per
un’ equaxione diflé&#x3E;.eÀx,iale d’ o’l.dine n 

a/ per

[·~ Rendiconti della R. Acc. d’Italia», v ol. III (1942), pagg. 217-222 ; se

ne yeda specialmente il n. 2 ].

9 9
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del teorema di BIRKHOFF - KELLOGG - SCHAUDEH - CAC-

CIOPPOLI infatti pongo implicitamente in rilievo che la mia

(70) Raniment anio che in III) il CI NQUI NI ha scritto [alle pagg.
917-218, cfr. il n. 12 di questa mia] :

« ... al solo scopo di non usufruire di’ un risultato stabilito da BIR-
KHOFF e KELLOGG vi) mediante considerazioni di analisi funzionale ... » ;

e rammentiano ch’ eg.li ivi ha scritto anche [alla pag. 220 ; cfr. peraltro
il n. 30 di questa mia ] :

« ... pe1’ stabilire tutti i teore~ni esistenxiali per i problemi di valof-i
al contorno (relativi a Equazioni differenziali ordinarie ed anche a sistemi

di tali equazioni), dovuti non solo a noi ma anche ad altri autori XVIII), non
c’ è alcitn bisogno di 1.icorrere alle co ísiderctyioíii di analisi fanzio lale,

BIRKHOFF e gELLOGG ... »
Ora non vorrei che il CINQUINI avesse l’improntitudine di basarsi sulle

parole ricordato per sostenere che in esse è implicito che anch’ egli si era

accorto che il suo teorema del n, 1 di V2 era conseguenza irnrnediata del

teorema di BIRKHOFF e KELLOGG.
Per togliergli ogni simile velleità gli rammento ch’ egli nella III) per

il mio teorema di A) dice :
c ’" e a tal riguardo è bene ricordare cho tale risultato dello SCORZA DRA-
Go Ni è effettivame ite un’ immediata conseguenza aiiche del teorema di

BIRKHOFF e KELLOGG da noi citato in VI) »
[ cfr. la pag. 219 di III) e il n. 24 di questa mia ] ; mentre ivi [ nota XVII) a
piè della pag. 220 di III!; cfr. il n. 31 di questa mia ] a proposito del suo

risultato del n. 1 di V) dice :
« ... se pur i teoremi da noi stabiliti per via elementare si possono ri-

trovare anche con mezzi più 0Ie’’’(1 ti ... , ciò non è una semplice " conse-

guenza,,, come il prof. SCORZA DpAGONt va sentenziando con molta faci-
lità e con irriducibile insistenza, ma richiede la pubblicazione di lavori che
riempiono parecchie pagine

Infine, per tagliare la testa al toro, rammenterò al CINQUTNI che la

sua III) è posteriore al lavoro f) di ZWÍRNER, toc. Cit. (4J), al lavoro 1)
dello stesso, all’ Oss. IV) della 1nia A); mentre invece nella II), pubblica-
cata subito dopo il prijmo campanello d’ allarme rappresentato da quel mio

tale riassunto del suo (suo, 4el CINQUINI) lasoro X) [cfr. il n. 27 di

questa mia ] e prima ancora che uscissero i lavori che quel riassunto im-

plicitamente preannunciava ( cioè i lavori f), l) ed q&#x3E;i), citato quest’ ultimo
nella successiva nota (~s? ], mentre invece nella II), dico, egli aveva scritto
[cfr. la pag. 106 di II), oppure il n. 29 di questa mia]:

«Tuttavia, noi non vogliamo esclulere a priori che riprendendo, in

forma opportuna e con quella precisione che non dovrebbe mai mancare,

quelle considerazioni topologiche che sono state introdotte originariamente
da BiRKHOFF e KELLOGG, il Signor ScORZA DRAGONI o qualche altro
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Oss. II) di A) si trasporta concettualmente tal quale dal mio al
caso considerato dal CI NQ U I N I (’1) .

41. - Esplicitiamo queste considerazioni.
Riproduciamo il teorema e 1’ Oss. II) di d.), per quel tanto

che basti a far vedere 1’ assoluto parallelismo fra le deduzioni

dei nn. 42 e 44.

Dovremo basarci sul lemma:
Se z (x) è una funzione assolutamente continua in I: a 

~ x ~ b insieme con le prime n - 1 derivate, che si annulli

n (almeno) n punti di I e per la quale sia, in quasi tutto I,

I

dato da me nel n. 2 di A ) (7;e).

42. - Dopo di ciò ecco il teorema che dimostro in A ) :
Il problema (1) ammette almeno una soluzione assoluta-

mente continua insieme con le prime n 1 derivate in I [e sod-

autore possano ri ottenere con metodo più elevato i nostri risultati e conse-

guirne dei nuovi .... ». ,

( 71) Ecco le ultime righe di quell’ Oss. IV) : «Un ragionamento analogo
a quello dell’ Oss. II) mostra che il criterio di ZWIRNER » [ citato nella
nota (69)] c si riconduce al caso che I f i sia minore, in tutto S, di una
funzione della sola x, sommabile in 7~, cioè in a  z ~~ b. Si tenga pre-

sente che questo criterio di ZWIRNER è più ampio di quello del n. 1 di

V), dato dal CINQUINI.
Si noti inoltre che il lavoro 0 di ZWIRNER, cui si alludeva in quel-

1’ Oss. IV), ora s  in corso di stampa quando presentavo la mia A) all’ Isti-
tuto Veneto, ma osso era già pubblicato quando CINQUINI stampava la

1IL), come si rileva dalla citazione ch’ egli ne fa ivi nella nota xv~~~) a piè
di pag. 220. Sicchè allora il CI NQ UI NI aveva già davanti a sè tutti gli ele-
menti per intendere il significato esatto di quell’ Oss. 

(i2) loc. cit. (5), n. 2. Ivi nell’ ultima parte della dimostrazione mi è

sfuggito un lap.Su8 cala ni evidente : in luogo di n si legga r. Mi sia inoltre
permesso correggere un errore di stampa contenuto nel quarto rigo della

pag. 706 della Nota B) citata in (6): ivi si legga y al posto di g.

9 * *
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disfacente ivi alla = f quasi ovunque], se f (x, 2~, , ..., 
misurabile rispetto ad x e continua rispetto ad (zco , ..., 

insie? e S e se esiste una costante positiva H tale che per

risulti

Ed infatti, scelto H in modo che dalle (13) segua la (14),

si ponga

11 problema

ammette allora una soluzione p (x), assolutamente continua con

p’(x),..., p(ft-1)(X) in I C3); in virtù del lemma e della

1 p(") risulta quindi

epperò, per la (14) in quanto conseguenza delle (13),

da cui 1’ enunciato.

43. - E passiamo al teorema contenuto nel n. 1 di V).
Stavolta ci baseremo sul lemma :

Se t (x) è funxione assolutamente continua in I in.

sieme con le 1~ - 1 derivate, che si annulli in (alrneno)

(73) Si applichi il teorema II) del n. 28, facendovi 2’ = 2, alla trasfor-

mazione analoga alla 5(x) = del n. 34; cfr. loc. cit. (9), n. 2. Cfr.
anche il n. 34 di questa mia. Pel caso n = 2 si può anche vedere il

n. 6 della mia Memoria E) citata in (L~). Il fatto che la funzione g sia limi-
tata non permette di introdurre semplificazioni nel metodo esposto nel n. 34.
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1~ punti di I e per la quale sia, in quasi tutto I, It(~~) (x)’ cp (x),
con 9 (x) sommabile in I, riesce

enunciato esplicitamente da Zwirner in f ), loc. cit. (40), n. 1, i
ma già implicito nella formula (15) a pag. 67 della Memoria Y)
del CINQUINI i [ivi il CINQUINI i riconosce anche la validità del

lemma riportato nel n. prec., quando t(~~) (x) si supponga conti-

nua in I, e quindi la soddisfatta in tutto I ; è poi
superfluo avvertire che nel lemma di questo numero ho intro-

dotto 1’ integrale da a a b di cp (x) in luogo di quello di jt(~~) (x)1
soltanto per comodità]. ’

44. - Ciò premesso, ecco il teorema dato dal CINQUINI nel
n. 1 di V) :

Il probletna (1) (almeno) una soluxione assoluta-
continua in I insieme con le prime n 1 derivate

[e soddisfacente ivi alla y(4) = f quasi ovunque], se f (x, it,,
iii , ... , u"_i) è iiiisurabile rispetto ad x e continua rispetto ad
(uo, Zcl , ..., u"_1) nell’ insie1ne S e se verifica ivi la disugua-
glianxa

dove la ~3 (x) e le oci (x) sotto negative e somniabili
in I, con



130

se

per x ~ a e  b, naturalmenle.~ 

b .

Ed infatti, posto (x) dx, si scelga il numero positivo
a

K in modo ché sia + e si ponga : g = f, là dove

Il problema (1) ammette allora una soluzione p (x), asso-

lutamente continua in I insieme con p’ (x), ... , p~"-’~ (x), quando
si sostituisce la f con la g (’75); in virtù del lemma, della

(x)~ S I § (z) --~ p (x) e della MK + risulta quindi

(7-’) Questo è 1’ artificio, già ricordato nel n. ~a, che lo ZWIR NER ha
ugato in b), loc. cit. (~O), per ricondurre in modo rapido e semplice ad equa-
zioni a secondo membro maggiorato da una funzione sommabile della sola
[cioè, in ultima analisi al teorema di 
- CACCI opPOLl] un altro teorema di CINQUINI [quello del n. 1 della Me-
noria VII), citata in (lg) J. Lo stesso artificio permette certamente di fare

lo stesso anche per gli altri teoremi, e non soltanto pel primo, del lavoro

V) del CINQUINI, che stiamo esaminando. Ma non è certo questione sulla

quale qui valga la pena di insistere. Per lo stesso motivo sorvolerò anche

sui teoremi della Memoria IV), loc. cit. (s), nella quale il CI NQ UI NI ha

finalmente riconosciuta (cfr. n. 14 di questa mia) 1’ utilità che può trarsi

dall’’ artifizio dello ZWIRNER.
(7~) Si cfr. con quanto è detto nella nota (73).
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donde

da cui F enunciato (78).

(76) L’ ultima parte dell’Oss. IV), riprodotta nella nota (71) ed esplicitata
nel testo non infirma il valore di quello che ZwIRNER ha fatto nelle note

f) ed l), citate risp. in (40) e (69) : di due proposizioni di analisi funzionale

a sua disposizione [tanto per intenderci, quella contenuta in loc. cit. (9) e
la sua estensione contenuta in loc. cit. (10)- , egli ha preferito la seconda

piuttosto che la prima. La strada che si veniva a percorrere in questo
modo non era molto più lunga di quella che si sarebbe percorsa nell’ altro.

Cos , per es., anch’ io nella mia Nota B), citata in (6), posteriore alla
A) e quindi all’ Oss. IV), ho preferito ricorrere al teorema contenuto in loc.

cit. (10), invece che a quello del loc. cit. (9).
Si noti infine che le considerazioni svolte si possono fare anche per

1’ altro lavoro di ZWIRNER, sui :

m) Problemi di valori al contorno per sistemi di equaxioni di f feren-
ziali ordinarie

[ « Atti del R. Istituto Veneto di Se., Lett. ed Arti tomo CI, parte II

(1941-42), pagg. 405-418], 
.

in cui egli, fra 1’ altro, riconduce al teorema contenuto in loc. cit. (10) tutti
quelli che CI NQ UI NI dà nella sua Nota X) citata in (32).

Quanto poi ai teoremi che CI NQ UI NI dà in IX), loc. cit. (23), basta

osservare che nella IX) stessa essi appaiono, per chi conosca i lavori prece-

denti, come delle facili conseguenze dei risultati ch’ egli dà in X).

(Pervenuto in Redaxione il 25 Gennaio 1946)


