RENDICONTI
del

SEMINARIO MATEMATICO
della

UNIVERSITA DI PADOVA

GIUSEPPE ZWIRNER

A proposito di una interpretazione geometrica del
lemma fondamentale del calcolo integrale

Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova,
tome 15 (1946), p. 139-143

<http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1946__ 15139 0>

© Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova, 1946, tous
droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Rendiconti del Seminario Matematico
della Universita di Padova » (http://rendiconti.math.unipd.it/) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1946__15__139_0
http://rendiconti.math.unipd.it/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

A PROPOSITO DI UNA INTERPRETAZIONE GEOME-
TRICA DEL LEMMA FONDAMENTALE DEL CALCOLO
INTEGRALE

Nota di Gruseppe ZwikNer (¢ Padova)

Il lemma fondamentale del calcolo integrale & stato esteso
da Cacoroprort e da Perrovsky nel modo seguente: (%)

Se una funzione continua ¢ (tf) ha rispetto ad un’altra
¢ (2), definita nel medesimo intervallo, derivata sempre nulla,
essa ¢ costante in tutto I intervallo,

Il risultato era gia noto se ¢ (f) & a variazione limifata e,
nel caso generale, & stato dedotto dal seguente fatto geometrico
stabilito dal Caccioppor1 (*)

Se una linea del piano xy, immagine continua di¢ un
segmento di relta, é a tangente sempre orixzontale, tutii ¢ suoi
punts hanno una medesima ordinata.

Se si guardano le cose da un punto di vista geometrico
si scorgono subito delle estensioni.

Si & infatti condotti naturalmente a domandarsi se una
curva continua C dello spazio, che abbia in ogni suo punto
tutte le sue tangenti parallele al piano z y, giace su un piano
parallelo a questo.

In questa Nota daré wuna risposta affermativa a questa

(1) R. Caccrorrovri: Sul lemma fondamentale del calcolo integrale
{Atti e Memorie della R. Acc. di Scienze Lettere ed Arti di Padova, vol.
50 (1933-34), pp. 93-98]; J. PETROVSKY: Sur I unicité de la fonction
primitive par rapport & une fonction continue arbitrarie [Rec. Math. Soc.
Math. Moscon, 47, %8-58 (1934)]

(?) Cfr. loc. cit per prima in (1).
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questione nell’ tpotesi che la curva C,, proiexione ortogonale
di C sul piano z y, sia rettificabile ().

Arrivo a questo risultato utilizzando, del teorema di Caccrop-
poLl e Prerrovsky, il risultato parziale relativo al caso che ¢ (?)
sia a variazione limitata.

Le ipotesi di carattere infinitesimale relative alla curva C
sono sempre soddisfatte, se si sa a priori che per la curva C
passa una superficie a piano tangente variabile con continuita
in ogni punto della superficie e orizzontale in quelli che cadono
sulla C.

Quindi, se sono soddisfatte queste condizioni la curva C
giace in un piano orizzontale se & rettificabile la sua proiezione
ortogonale sul piano z y (*).

In questo secondo caso do un’altra dimostrazione del teo-
rema stesso che si basa sul teorema elementare della derivazione
delle funzioni composte e su proprietd elementari delle funzioni
a variazioni limitata.

1. - Indichiamo con

z= ()
y=9$() (h=t<t),
x= ()

le equazioni parametriche della curva continua C ().

(3 Se P= P (t) ¢ il punto corrente della C, riferito a un parametro ¢,
retta tangente alla C nel punto Py= P (%)) é ogni retta che possa pensarsi
come limite di una successione di secanti passanti tutte per il punto 2(Z,) e

per una successione di punti P (¢,), P (f3),..., con lim tn =¢,.
n— R

Sicché 1’ ipotesi posta implica che P(#) non pud essere mai costante in
nessun intervallo. Non sarebbe difficile formulare il risultato in modo da
non dover far ricorso a guesta ipotesi.

(4) Mi é stato comunicato verbalmente che tale questione era stata
proposta da E. Scumipr.

(°) Per quanto abbiamo detto in (3), le furzioni ¢ (f), ¢ (?) e f(f) non
risulteranno mai simultaneamente costanti in nessun intervallo e quindi, per
I’ ipotesi fatta sulle tangenti alla curva C, non risulteranno simultaneamente
costanti in nessun intervallo nemmeno le funzioni ¢ (f) e ¢ (£)-
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Detti P e Q due punti della curva C, corrispondenti rispet-
tivamente ai valori , £ A¢ del parametro, si ha:

lim Ar -
At=0 YA +a¢ +AS

b

ossia :
Y
lim VAg*+-A¢* =0
At—0 VH_ Y
Ag* 4 A¢
da cui

A—0 VEg +aq

Indicata con s(f) la lunghezza dell’ arco di C, corrispondente

As
ai valori #, e ¢ del parametro, dalla (1) e da Vm =1,
segue
lim Af
At—0 A = 0,

per ogni valore di ¢ dell’ intervallo ¢, <<t <<#,.
Ciod la derivata di f(¢) rispetto alla funzione s(f) & nulla,

~

epperd la f(f) & costante, come volevamo dimostrare.

2. - Dimostriamo ora che:

Se F (z,y) é continnua insieme colle derivate parxiali pri-
me mnell’ insieme aperto D, se ¢ (t), ¢ (¢) sono continue e a va-
riaxione limitata e se la curva Y dv equaxioni x =(t), y = ¢(f)
é contenuta in D e se F,(p(t),$(1) = F, (p(t),$()) =0, al-
lora la funxione F(p(t),¢(t)) é costante tn tutio l,<<t<|{,.

A tale scopo approssimiamo (uniformemente) la curva ¥
mediante una successione di poligonali
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TiyTeyeoeyTnye-en-
inscritte nella curva e diciamo
2= M (0), 9 = () (bh<t<t)
le equazioni di y,, scegliendo A,(f) e w,(¢f) in modo da aversi,
uniformemente, kﬁ» A (2) = o (1), nlirczo (8 = ¢ (9).

Poiché y & interna a D, essa ha una distanza positiva 2 p
dalla frontiera di D; quindi F,(z,y) e F,(x,y) sono equiconti-
nue nell’insieme D, dei punti di D aventi da 7 una distanza
non superiore a p. Pertanto, dato e = 0 ad arbitrio, si pud de-
terminare un numero intero e positivo m in modo che per ogni
7> m si abbia, in tutto {, <<t <1,

LFe ha (8), pon () | = 1 Fo (M (8), pn () — Fo (2 (8, 9 () | <&,
[ Fy O (@), pn )] = Ly (Aa (2), pa (8)) — Fy (9 (8, $ ()| <.

Esclusi un numero finito di punti dell’ intervallo #,<<t<C¢,
la funzione F'(A,(f),,(¢)) risulta derivabile con derivata -ivi
continua; quindi &

t
LF (o (8, o () — F (hn (i) e (80)) | = | f F (o (1), o (1)) dl] <

tl)

i t
Sle’()‘n(t)) ta ()] dt=/| Fy(M (), pn (8) M (2) +
ty t) '

+ Ot v ) v () |t < o [ (L0014 1 (0 dt) <26

X lunghezza di ¥, < 2¢ X lunghezza di 7 (%).

(8) Cfr. L. ToweLLi: Caleolo delle variaxtoni [Bologna, Zanichelli,
vol. 1, pag. 44 e pag. 171].
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Da qui, data I’ arbitrarieta del numero ¢ e dato che

bm [F (A, (@), (1)) = F (Aa (&), tta ()] =

= F(9(6), $ (1)) — F (9 (to), § (t)),

segue che la funzione F (¢ (t), ¢ (£)) & costante in tutto h<t<t,,
come volevamo dimostrare.

(Perrenuto 1n Redasione ¢l 5 aprile 19406)



