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LE FUNZIONI DI GREEN PER GLI IPERSTRATI

SFERICI

Nota ~~z ANNA ROCCO BOSELLI a 

1. - Mi occupo in questa Nota delle funzioni di GpEEX

relative agli iperstrati sferici in spazi ad un numero qualunque
di dimensioni.

La funzione di GREEN per la corona circolare si espritne,
coi»e é noto, in forma finita mediante trascendenti ellittiche.

Per lo strato sferico, (1) ha indicato una via per per-
venire ad un’ espressione della funzione di colltet18t1te

funzioni ellittiche ed una quadratura.
1 o dò qui un procedimeuto molto semplice, fondato sul 1ne-

todo delle iiiinia-iiii iterate, adoperato abitualmente per la striscia

e per lo strato piano, che perulette di ottenere la funzione di

per un iperstrato sferico a m dimensioni come somma

di una serie. Ne deduco una relazione ricorrente che esprime
9m+2 mediante le derivate di Trovo cos , dopo aver riottenuta,
som1ando la serie che dà c~? , la nota espressione di qnesta fun-
zione mediante funzioni ellittiche, che le funzioni di per

gli iperstrati sferici ad un numero pari di dimensioni si espri-
mono in forma finita per funzioni ellittiche. Quanto a quelle re-

lative ad iperstrati ad un numero dispari di dimensioni, esse si

possono esprimere mediante le derivate della funzione g3.

(1) Il di I&#x3E;irzclzlet in ecc. (Hend. del Cire.
Mat.’di Palermo, t. XXXTI), nn. 8 e 9.
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Precisiamo che intendiamo qui per funzione di GRKKN
relativa ad un campo r e di polo la funzione

nulla sulla frontiera di h ed armonica in r fuorché nel polo,
dove presenta il comportamento della funzione armonica fonda-

I L d d... 
1

mentale (log , per un campo a due dimensioni e -- --la per
Y. rm-",

un campo a ?n&#x3E;2 dimensioni).

2. - Consideriamo una corona circolare limitata dalla cir-
conferenza interna Cl e dalla circonferenza esterna C2. Diciamone
O il centro e supponiamo, come possiamo evidentemente fare

senza restrizione, che C2 abbia raggio 1,; sia q  1 il raggio
di Ci . 

’

Vogliamo trovare la funzione di GREEN g2 (M, Mo) relativa
a questa corona ed al polo Dobbiamo all’ uopo considerare

del punto 1110 le immagini iterate rispetto alle circonferenze limiti,
e stabilire alcune semplici notazioni e formule, Quexte bi esten-

dono enz’altro, come faremo in seguito, quando in luogo cl’ ul1(l

corona circolare si consideri uno strato o un iperstrato sferico.

Sia l’ inl111agine di Mo rispetto alla circonferenza Cl ;
prendiamoue l’immagine rispetto a C2, diciamo poi M, 3
l’iinii agiiie di rispetto a CI e cos  via. Posto 0 lll, = p&#x26; ,

= pl, ,; , si i ha

Rifacciamo poi la costruzione precedente, operpndo la prima,
riflessione rispetto a O2, 3 la seconda rispetto a Ci e cos  via ;
otterremo una successione di punti che indicheremo con 5

.LW2,2 , ... Posto = P2, k si ha

Indichiamo in generale con Ti, k la distanza fra il

punto ed il punto corrente M(i = 1, 2; 1~ = 1, 2 ...) ;
inoltre indichiamo con 1’0 la d,istanza Mo M.
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Sulla circonferenza G’ suasistc&#x3E;no fra le r le relazioni

Su C~ si hanno invece le altre

3. - Dimostriamo ora che la funzione di (iREi;N per la co-

rona circolare considerata è, posto 

Prov iarllo immnzi tutto la convergenza delle serie a secoiido

11l811lbro. Notoriamente basta provare la convergenza assoluta

delie serie

Per il termine generale della seconda serie si lla ovviamente

,,’i) che prova senz’ altro la convergenza, pereliè 1’L,2n+l l è inferior-

mejlte limitato nella corona, 2,a+1 tendendo ad 0 per 11 00.

Quanto alla prima serie possiamo scrivere il termine ge-
nerale come segue
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essendo e quantità limitate nella corona; se ne trae

l’espressione .

ciò che prova anche la convergenza della seconda serie.

Notia’mo inoltre che la convergenza delle serie considerate

è anche uniforme.

iò posto, essendo come è noto log - - armonica nel piano,g 
Y. 

1

la funzione g risulta armonica, ed ; anche imnediato che essa

si comporta per come Rimane da dimostrare

che 92 si annulla sulle circonferenze Cl e C2 contorno della corona.

Su Cl si i ha

e quindi Y2 si riduce alle due serie. Ma la somma di queste ;

nulla, perchè i loro termini sono ordinatamente opposti, avendosi
in virtù delle (1)

Su O2 il primo termine di 92 si amnulla perchè p = 1 ; si

ha poi in virtù delle (2)

dimodochè il secondo termine di 92 è opposto al pnimo termine
della prima serie, e 1’ ~z’’2° di questo risulta per opposto

della seconda.
Cos  è completamente dimostrato che )10) è effettiva-

mente la funzione di GRKEN relativa alla corona circolare.
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4. - X ella spazio a tre dimensioni, estendendo le notazioni

ed il procedimento precedenti, si trova per la funzione di GREEN

93 (~~1, 1110) dello strato sferico compreso fra le sfere di raggio
~~ e 1, l’espressione

Si vede subito, aiiin-iess,,t la con vergenza delle serie a se-

(-o do membro, che 93 é ari oi ica, per essere arilioi ica la fu 11-

nello SpàZi0 0l’((ilioÌ°iO, e c h e per ,lÒo r s i zi(&#x3E;i e 
&#x3E;. 

iiello spazio or(lii ,,trio, e che per t/ s si com-

porta Co1112 L . Si vede anche, utilizzando come precedente-
l’i)

Jnente le relaziotil le r, sulle superficie sferiche limiti, che
ivi f/3 - 0. Ttitto si riduce dunque a (Iii ostrai,e la convergenza
delle serie.

Ìi evideiite che le serie

convergono. Quanto alle altre due

si ha evidenteinente

perciò la prima serie ammette corme maggiorante la serie
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e la seconda ammette 1’ altra

Queste maggioranti convergono perchè q C 1 , e quindi an-
che le due serie considerate convergono, e dippiù uniformemente.

5. - In generale, conservando tutte le notazioni precedenti,
si trova per la funzione di nei iperstrato dello spazio ad
1rL dimensioni, limitato dalle ipersfere di i-,, ggi q ed 1, F espres-
sione

Si ragiona come precedentemente per 93’ sostituendo solo

atta funzione armonica fondamentale 2013 , 1’ altra - 1-- .
Queste funzioni di ,g" (.’I, (notoriamente simme-

triche rispetto ad e sono in sostanza, per ovvie ragioni
di simmetria, funzioni di tre sole variabili: i raggi p==- OJ!,

e l’ angolo ? fra questi raggi. Agli argo111enti p e y

possono utiln1ente sostituircene due altri, .r = pcosy 
r è 1’ ascissa di Jl secondo !’ asse e jj è la proiezione di

OLlf sulI’iperpiano (retta nel caso del piano e piano nel caso

dello spazio ordinario) perpendicolare ad per O. Possiamo

quindi indicare la funzione relativa allo spazio ad I)2 dimensioni

con ,gnz (P, ~~ o con ~~, (x, 
Nel seguito sottintenderemo per brevità gli i argomenti.
Ci proponiamo ora di stabilire una relazione generale che
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sussiste fra queste yarie funzioni di Propriamente ctinl0-

basandoci sull’ espressione generale trovata, che sussiste
una relazione ricorrente fra due funzioni f/ i cui indici differi-

scono di ’?.

Sempre con le notazioni precedentemente introdotte, si ha

Calcolando la derivata di _qj rispetto ad r avremo

Intanto &#x3E;

. 

e perciò

uvvero

In generale :
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Ovvero

e perciò si ha la formula

Questa formula ci permette di calcolare la funzione di GIZEEN

per l’iperstrato sferico di uno spazio a un numero pari di di-

inensioni, mediante la fuiizione 92’ e per un numero dispari di
dimensioni mediante la funzione ~3.

6. - Facciamo ora vedere come la nota espressione della

funzione 9, 111edlallte funzioni ellittiche si possa ritrovare som-

nlazld0 la serie che abbiamo costruita.

La funzione data dalla (3)

può scriversi anche cos
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-~-- i y, sarà essendo

~ il coniugato di 1:.

Si ricava di qui

Introducendo sotto il simbolo del prodotto di infiniti termini,
anche i fattori messi innanzi, si ha:

Posto , il secondo membro diventa
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e posto ancora

si ottiene l’espressione

Intanto

Introduciamo ora la funzione di WriHRSTRASS relativa ai

periodi 0), w’

Ricorrendo alla formula

1’ espi°essione (8) diventa



15

L’ultimo logaritmo è uguale a

D! altra parte si ha

e ricordando che

si ottiene

5 uguale a

Sostituendo questi risultati nell’ espressione di g2 e ricor-

dando che
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si ottiene in definitiva

7. - A partire da questa espressione di g, si possono tro-

vare, applicando le formole ricorrenti (6), (7), tutte le funzioni

g relative a spazi ad un numero pari di dimensioni espresse in

forma finita mediante funzioni ellittiche. Per es. per ~g4 si trova

dove il è simbolo di parte reale.

Applicando poi alle 1 ad argon3enti binomi il teorema di

addizione della funzione i, e ricordando le proprietà delle fun-

zioni i e p ad invarianti reali, si trova ancora dopo alcune

riduzioni

Dunque, a partire da 9,, le g con indice pari si esprimono
mediante funzioni ellittiche in senso stretto, cioè doppiamente
periodiche.

Quanto alle g relative a spazi ad un numero dispari di di-

mensione tutto quello che possiamo dire è che esse si esprimono
in forma finita mediante le derivate di g3 . Ma la g3 stessa sembra

difficilmente esprîmibile in forma finita, senza introdurre opera-
zioni di quadratura.

Pervenuto in Redaxione il 10 Gennaio 1943-X~’1)


