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A PROPOSITO DI UN TEOREMA SULLE EQUAZIONI
DIFFERENZIALI ORDINARIE

Nota di G. Scorza Dracont (¢ Padova).

In questa Nota ritorno brevemente su un problema di valori
al contorno per equazioni differenziali ordinarie del secondo
ordine, problema che, scritto sotto forma integrale, si traduce
nel dimostrare |’esistenza di una funzione y (r) soddisfacente
alla

z t
y (@)= { dt / f(ey y (w), y' (w))du +
(1) o O
+ Bj_l—a—, lfdt/f(u, ¥ (), ¥ () du—B

a a

(@a—z) 4+ (b—x)a;.

Suppongo f(x, y, y') continua rispetto a (y, y') e misura-
bile rispetto ad . nell’ insieme

Cia<z<b, c(x)gygt(w)a - °°_<.7/’<+°° OF

e intendo I’integrazione nel senso di LesEseue. Sicche y (x)
dovra essere una funzione assolutamente continua nell’ intervallo

lra<<xz<<b

() Ricordo che allora f(x, p(x), ¢ (x)) ¢é misurabile in ¢, se p(x) e
¢ (v) sono funzioni misurabili (e finite) in 2, con o(x) <p(x) <z(z); e cid
almeno finché o(x) <t(x) - se non si fa questa ipotesi f(x, o (), o' (2))
e f@, 1(@), v (*)), p. es., potrebbero non esser misurabili (naturalmente
la costruzione, non difficile, di un esempio adatto richiede il postulato di
ZerMELo, sfruttato in questo lavoro anche attraverso 1'uso di teoremi sulle
funzioni misuarabili).
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insieme con la ¥’ (x), e soddisfare ivi alle
o(z) <y(z)<t(x), y@)=a, y@d)=p
e, quasi ovunque, alla -
y' (@)=l y(2), y'(@)).

In proposito io ho dimostrato (*) che:
Fermo quanto s’ é detto e supposto naturalmente o (a) <<
<a<<rt(a), o(b)<B=<<t(d), ¢l problema é risolubile, se

I) in C riesce
(2) (0, y) <o)+ 1@,

con ¥ (£)=0 sommabile in i, w (u) >0 continua per v <+ =
e verificante le

! w g [
w(u)>xul,fm)—du_fw(u)du——}-oo,
0 d

e se

II) le funxioni o(r)<t(x) hanno derivate (finile €) con-
tinue in v e le
o’ (x)—/ f(u, 0 (1), 6 (w))du, ff(u, t (w), v (u)) du— ' (x)

a

sono non decrescents ive

ed ho riconosciuto (}) che :

La condizione o (u) > iu!| é superflua, se y (x) s¢ annulla
identicamente in i.

Quest’ ultima circostanza si pud ritenere verificata per poco
che y(r) sia quasi ovunque nulla in ¢ (eventualmente basterd

(® G. Scorza Draconi, Intorno a wun criterio di esistenxza per wun
problema di valori ai limiti [Rendiconti della R. Aceademia Nazionale dei
Lincei, serie 6, vol. 28 (1938), pp. 317-325], n. 2,

(®) Loe. cit. nota prec.
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modificare f(z, y, ¥') in una porzione di C contenuta in un
insieme di misura nulla costitnito da piani normali all’ asse ).

Successivamente ZwimNer ha riconosciuto che la (2) pud
essere sostituita dalla

(3) [ fx 9 ¥)<e@ol) +x@,

in cui o(y’) e x(r) hanno lo stesso significato di prima e
9(y)=0 & sommabile in ogni intervallo limitato. In tal caso
perd si & indotti a fare qualche altra ipotesi sulla f(z, y, ¥') -
implicite nella (3) quando ¢(y) =1, cioé quando & soddisfatta
la (2). Precisamente, in un primo lavoro ZwirNer ha supposto
@y ¥)=1@ 9 ¥)+ 0 y, ¥), con [1(z, y, ¥')| limi-
tata in ogni regione limitata di C e |71, (z, ¥, y¥')| < ¥, (#), con
%, (#) =0 e sommabile in 7 (); e in un lavoro successivo (%)
egli ha dimostrato che :

La conclusione del teorema enunciato all’ inizio rimane
tnalterata se, fermo il resto e sostituita la (2) con la (3), st
ammette che da |y’ | <<h sequa

[y, ¥) | < du(2),

con ¢, (x) =0, sommabile in ¢ e dipendente dal numero arbi-
trario h.
Lo stesso teorema & stato trovato anche dal Cimvquivt (°).
Nei riguardi della possibilita di eliminare la o (u)>'wu|,

(9 G. ZwienEr, Su un problema di valori al contorno per equazioni
defferenziali del secondo ordine [Rendiconti del Seminario matematico della
R. Universitd di Roma, serie 4, vol. 3 (1939), pp. 57-70].

Veramente in questo lavoro ZwirNer suppone inoltre che f(x, y, ¥’)
soddisfaccia, rispetto a ¥ e %', a una condizione di Lipscuirz generalizzata
in ogni sottoinsieme limitato di C.

() G. Zwiener, Un criterio di esistenza per um problema di valord
al contorno per equaxiont differenxiali del secondo ordine [Rendiconti del
Seminario matematico della R. Universita di Padova, vol. 10 (1939), pp.
55-64], nn, 1-3.

() 8. Cinquini, Sopra ¢ problem? d¢ valori al contorno per equazion:i
differenxiale del secondo ordine [Annali della R. Scuola Normale Superiore
di Pisa, serie Il, vol. VIII (1939), pp. 271-283], n. 2.
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Zwmrngr ha dimostrato che, nelle sue ipotesi la w(u) > |u| é
superflua, se ((z) =0 e se f(z, y, y') ¢é limitata in ogni re-
gione limitata di C (). Invece secondo il CiNquiNnt lo stesso si
puo dire se y(x), f(z, a(x), a'(x)) e f(z, ©(z), <’ (x)) sono
nulle in ¢ (%). :

Orbene io mi propongo di far vedere che anche in queste
tpotest piw gemerali, la o (x) >>|ul é superflua non appena sia
2« (x) = 0.

Vale a dire :

La (1) ¢é risolubile se, ferme restando le altre ipotesi del
primo teorema enunciato, si sostituisce la 1) con le

1) da |y’ | < h seque
,f(xa Y, y'):gq)h(x),

dove ‘¢, (x), non negativa e sommabile in ¢, dipende dal numero
arbitrario h ;

2) in C riesce
[y, ¥ <e@ol),

con ¢ (y) =0 e sommabile in ogni intervallo lsmitato, o (1)
sempre posttiva, continua e tale che

— OO +e°

7 7
f(;—(zT)du=faT(—u~)du= + oo.
0 0

Come ho gia fatto pel teorema precedente, dimostrerd questo
prima sotto un’ipotesi restrittiva, che eliminerd poi approssimando
convenientemente la f(x, v, ¥').

Precisamente, in un primo tempo oltre alle condizioni gia
dette ammetterd che f(z, y, y') soddisfaccia, rispetto a y', a

(") Loc. cit. (°), n. 4 (cfr. anche loc. cit. (), prefazione).

(8) Loe. cit. (6), n. 3. Ad un esame superficiale della dimostrazione,
sembra che le f(x, o(x), o"(x)), f(z, T(x), 1" (x)) si sarebbero potute sup-
porre soltanto limitate in <.
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una condizione locale di continuita wuniforme generalixxata
lungo le curve y=ga(x), y'=6'(x) ¢ y=rt(), y' =7 (2);
vale a dire, che esista un numero positivo 9, tale che, per
|o' (x) —y' | <8, |v'(r)—y | <& sia rispettivamente (quasi
ovunque) in ¢, ’

[, o(x), o' (2)) — f(x, o(r)y )| < M(z)p(o

@ e v @), @ @) —fl 5 (), ¥) | =A@ wE @) —y),

dove A(z) =0 & sommabile in ¢, mentre p(»), positiva per
0 <|v|= 9 & infinitesima con v e nulla per »=10 (%).

Anche qui, come in altri miei lavori similari, giungo al
risultato prolungando 1’equazione e dimostrando che un integrale
dell’ equazione prolungata, il quale verifichi le condizioni al
contorno, esiste di certo e soddista anche alla (1). Ma non &
naturalmente escluso che allo stesso risultato si possa pervenire
senza uscire dall’ insieme C, sulla traccia, p. es., di quanto lo
Zwirser ha fatto nel lavoro citato in (*), ispirandosi a un altro
mio ragionamento.

Il procedimento che seguo non lascia nulla a desiderare
dal punto di vista della semplicita (*).

I ragionamenti nella loro sostanza coincidono con quelli che
ho svolti nei miei lavori citati.

Implicitamente, essi danno anche una dimostrazione del
teorema in discorso nell’ipotesi che valga la (3), con o (v) >"u'.

1. Incominciamo col dimostrare il teorema nell’ ipotesi ulte-
riore che siano soddisfatte le (4).

(%) . Scorza Draconi, Flenentt uniti di trasformaxioni funzionali e
problemi dié valori ai limiti [Rendiconti del Seminario matematico della
R. Universita di Roma, serie 4, vol. 2 (1938), pp. 255-275], pp. 257-258
e § 3. Nella nota (') di questo lavoro in discorso, vi sono dei chiarimenti
sul come procedere per sostituire la o(x) < t(x) con la o(x) <<t(x).

(1) Specie dopo la dimostrazione estremamente elemeatare che ZwIrNer
ha dato di un mio teorema (loc. cit. (%), n. 6), fondamentale per il procedi-
mento; si veda: G. ZWIRNER, Un' osservaxione su un problema ai limiti
per le equaxioni differenxiale [Bollettino dell’ Unionc Matematica Italiana,
serie 2, vol. 1 (1939), pp. 334-336].
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Si osservi che non & rvestrittivo supporre f(x, y, y') e A(w)
sempre finite, le (4) ovunque soddisfatte e ) (x) sempre maggiore
di 1
Pongasi, per
n=1, 2,...

e per (r, y, y') contenuto in C,

g lry yy ) =fFlry yy y')

oppure
.(/,L(ry oy )“_-1') ( ) (/n(' Yy, Y ) "?n("’)v

a seconda che
Fley yy 4') | << ()

oppure
Flry yy 0) > dale)y [y gy 4) <<—Halr).
Allora riesce
() Iults oy WY=[(ry 0, 0), sy <n;
mentre per ogni » &
(6) Ity 4, 0) =z o(y).

Inoltre, almeno per n abbastanza grande, maggiore di m, ().
dalle (4) e (5) segue

9.2, 0(x). 6" () —g. (1, (@), ¥) T h(r)p(s () —4)
per o' (1) —y <3, e per ¢ (r)—y <3,
g (%, T (x)v v (Q)) — Un (""1 ‘r(;v), .'/l) _ (:l‘) R (r' (x) - .’/')3

mentre le funzioni

(') Basterebbe modificare di poco la delinizione delle yn per potere
supporre senz’ altro wy =1, cfr. loc. cit. (), n. 2.
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z z .
¢’ (2) —fg, (w, o(u), o (w))du, ff(u, t(u), v (u))du— 7’ (z)
a a ’
saranno non decrescenti in <.
Prolunghiamo la definizione di g, (2, y, ') in tutto lo strato
S8:a<2<b, —0o<y<+ o, —o<ly<+wm
mediante le posizioni ulteriori :

9. (xa Y, ?/’) =U0a (xa o (z)a y,) + )‘(x) tgh (y_o(x))

se
y<o(z);
e
9. (zj Y, ?/') =9n (xr 7(‘”)) y’)+ )‘(z) tgh (?/-"t'(x)) )
Se
y>r(@).

Allora in tutto S riesce
igl (x) Y, ."/,) | < ¢u (2) + A (2),

e g,(x, y, ¥y') © misurabile rispetto a z e continua rispetto a
(¥, ¥'). Quindi, per un mio teorema (**), il problema ai limiti

Y'=9.(% 9, 9), y@) =a, y(B)=p
ammette sempre una soluzione: Y (%), assolutamente continua in
¢ insieme con la derivata prima.

Tenuta presente la A(z)=>1 e un ragionamento che ho
svolto in una circostanza analoga (**), si dimostra che in tutto ¢
riesce i

6 () < 9a(z) <7 (=) (n=m,) .

Indi, per la (6), in tutto ¢ & quasi ovunque

[ Ym (2) | <P (¥ () @ (¥ () (n=m,),

(1#) Loc. cit. (%, b. 6.
(%) Loc. cit. (°), pag. 271.
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mentre per ogni »n=m, esiste un punto §, in cui

e =2=2.

Di qui, com’8 noto (™), si trae che da n= m, in poi riesce
loa (2) | <,

dove i, & un namero naturale opportuno.

Dopo di cido & evidente che se nella (1) si sostituisce la
y(z} con la gy, (), la (1) stessa & soddisfatta non appena
n=my,, n=m,. '

2. Completiamo ora la dimostrazione del nostro teorema fa-
_ cendo vedere che le (4) sono superflue.

Si pué ammettere ancora che f(z, y, ¥') sia sempre finita.

Cid posto definiamo le funzioni approssimanti f£,(z, v, ¥'),
f:(z, v, ¥), ... allo stesso modo che ho tenuto nella mia Nota
citata in (*), e che riproduco per comoditd del lettore.

Scelto il numero v > 0 in modo che

<G E@—s),
sia

1 1 \
gy’ 'I:,.(x):-"t(:t)—n_'_v n=12..).

O (2) = 0(1‘) +

Dopo di cid poniamo
fil 9, ¥)=1(z, 9, ¥)
nelle porzioni di C caratterizzate dalle

a<z<b, o)<yt (2), —o<y<<+ x;

('Y L. Towxrx, Sull’ equaxione differenziale y'' = f(z, y, ¥') [Annali
della R. Scuola Normale Superiore di Pisa, serie 2, vol. 8 (1939), pp. 75-88],
n. 6, ¢). Zwirnem loc. cit. (*), n. 1.
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dalle

a<<z<b, oc)<y<o,(x), ¥ =0(1);:
e dalle

az<b, r,(2)<yt(z), ¥ =r (2).

S’ indichi ora con p, (v) la funzione lineare che vale —
n

per «w =10 e si annulla per v = , € si ponga di nuovo

1
n-+v
fuz, 4. ¥)=1F(=, 9, ¥)
quando

e<e<<b, o(@)<y<o.(2), [ (2) =y =p.(y—5 (),
oppure quando
a<z<h, t()<y=t(), (@—y =pE@E—y).

Nei rimanenti punti di C, la f,(z, y, y’j ¢ definita dalla
condizione di dipendere linearmente da y’ in ogni segmento del
tipo

e=% y=7 o=y =c@+pMn—o(),
e=§ y=1 oE—p—ocl)=y=<d@®,

con a <<E<Cb, o(f) <n<s,(£); oppure del tipo

x=§, y=, T'(E)Sy'éf'(é)“}‘lfn(f(&)—ﬂ),
x=§ y=1 TE) —p(r)—)<y'<7 (),

con a < &b, 7, (§)<7m=r(§).
In ogni punto di C non interno a uno di questi segmenti ¢

falze yo ¥') <¢(yjoly).

Consideriamo quello che accade in un punto (z, y, )
contenuto in uno dei segmenti del primo tipo. [Ivi, posto
Py—o(2) ==z, (x, y), si trova
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t..-(:. v) [f (=) 9, o (2) + 7 (=, "y)) (v —0o (2)) +

+ 7z, 9 o (2)) (6" (2) + = (7, ¥) —¥)];

f;(xa Yy y’) =

e quindi
| fa(® 9, ¥) | <p(3) 0 (o' (3) + mu (2, ) + 2 (4) 0 (s (2)).
Analogamente negli .altri casi.
Si noti ora che
¢ (@), % (z, )
sono limitate, che ®(y’) & continua e positiva e che ¢ (y) si

pud supporre sempre maggiore di 1.
Ma allora & evidente che in tutto C riesce

[fa(®, 9, ¥) |<Ekop(y)e(y),

almeno per valori abbastanza grandi  della costante 2; di guisa
che, volendo, si pud sempre supporre

[ falzy ¥, ¥) | <P (¥)0(¥)

a patto di avere scelto convenientemente la funzione o (y).
A

Inoltre £, (z, s(2), ¥') e f. (%, t(), ') sono lineari rispetto

a v, la prima nei segmenti del tipo o (x)—-’—z—Sy'SG' (z),

d(@)=y <d(2)+ »'ll—, e la seconda in quelli ottenuti da

questi sostituendo o’ () con ' (z).
Sicche per f, (z, y, y') sono soddisfatte disuguaglianze ana-
loghe alle (4), con

b=y p) =[], M@=,

dove A\, (%) &, per ogni x di ¢, il piit grande dei quattro numeri

|
y

n‘ f(x, 6(z), 6’ ()t —;1;) —f (=, o(z), o (z))

f(x, t(2), ¥ (2) + i) — (@ (@), 7 (@)

- n

n
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Ma, per la condizione 1), A,(x) & sommabile in 7.
Inoltre f,(x, y, ¥') & misurabile rispetto a z e continua
rispetto a (y, »’). Eppern il problema ai limiti

YV'=71r(x y ¥), y@=a yb) =3¢

ammette almeno una soluzione, y,(x), assolutamente continua in
¢ insieme con la propria derivata,

b—a’

Per ogui n esiste almeno un punto di ¢ in cui y,(2)=
quindi (*®) i tutto ¢ e per ogni n &

fy.(x) < K.

con K costante opportuna. K cid perché in ¢ & quasi ovunque
19 () <e((@o(g.(x) (r=1,2,..)

Dalla 'y (x)|<K e dalla condizione 1) si trae subito, se
K era abbastanza grande (%), fu (2, va (@), 4.(z)) . < dc (2). Ep-
perd . (%)| <<¢x(x), quasi ovanque; e le y (z, y(2),...,
¥ (%), u(x),... sono equicontinue ed equilimitate... Donde,
seguitando a ragionare come alla fine della mia Nota citata in (%),
si trae subito il teorema che vogliamo stabilire,

(%) Si vedano i passi citati nella nota precedente.
(%) Tanto_da aversi anche o/(r) <K—1, v (@), < K—1.



