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ESTENSIONE DELLA FORMULA DEL DOPPIO PRO-

DOTTO VETTORIALE AGLI SPAZI A PIU DI TRE

DIMENSIONI. UNA FORMULA DI CALCOLO INTEGRA-

LE ED UN TEOREMA DELLA DIVERGENZA PER 1
BIVETTORI

di M. Maxarixt @ Bologna

Sunto. — In questo lavoro si estende agli spazi con piu di tre dimensioni
I"importante formula del doppio prodotto vettoriale dello spazio N,
della quale nel contempo se ne di una nuova semplice dimostrazione.
Inoltre viene stabilita una nuova formula di calcolo integrale per |
campi omografici, ricavandone un teorema della divergenza per i hi-
vettori.

Per istituire su basi assoliite, cioé indipendentemente da
sistemi di coordinate, la teoria dei bivettori in un lavoro prece-
dente (') ho dovuto premettere alcune considerazioni sulle omo-
grafie assiali che a quelli sono in stretto legame. Cosi ho di-
stinto le assiali in semplici e multiple, considerandone per esse
il rango. Dopo di che ho logicamente introdotto un postulato
fondamentale che pone in corrispondenza biunivoca i bivettori
semplici e multipli, col rispettivo rango, con le omografie assiali.
Dopo avere istituite operazioni fondamentali sui bivettori, nello
stesso lavoro ho dimostrato 1’ utilita di tale caleolo vettoriale
iniziandone una sistematica applicazione alla cinematica dei si-
stemi rigidi negli spazi S, con numero qualsiasi di dimensioni,

() M. Maxarisi, Sul ealeolo pluricettoriale negli spaxi S, « applica-
viont alla meceanica dei sistemd rigidi. [Annali di Matematica pura e ap
plicata, Serie IV. T. XTII. 1933-34, pp. 75-115].
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sulla quale sono poi ritornato in un lavoro successivo (*). In
altri lavori ho poi iniziato lo studio dell’ analisi relativa ai campi
bivettoriali (°) e, fra I’altro, ne ho fatto applicazione all’elettro-
magnetismo. Altre estensioni del calcolo vettoriale e bivettoriale
assoluto furono da me fatte nelle varietd riemanniane e di Weyy,
ponendovi a base il parallelismo intrinseco-(*).

Il compianto prof. P. Bureartr in una Sua recente memo-
ria (*) ha iniziato I’ estensione ai plurivettori di concetti e criteri
da me introdotti per i bivettori nella citata memoria (1). Ora io
ho I’occasione di riprendere queste ricerche per concludere con
I’ estensione agli spazi S, dell’importante formula del doppio pro-
dotto vettoriale

(0) (@a/N\Nb)Ne=(a@axXe)b—(bXca

e stabilire nuove formule integrali di trasformazione, una delle
quali costituisce un teorema della divergenza per i bivettori.

La generalizzazione della formula (0), formula di frequente uso
nel metodo vettoriale per lo spazio S;, viene da me applicata per
determinare, in modo assoluto, un vettore a dello spazio S” di cui

(?) Sulle omografie vettorialt con applicazioni cinematiche neglc
spaxt S, . IIl. Formula generale per la velocita di trascinamento e com-
posixione det moti istantanet di rotaxione. [Rend. della R. Acc. dei Lincei,
Vol. XXIII, serie 6, 1936 - XIV].

(3) Rotaxione di un vettore negli spaxt S,. [Rend. della R. Acc. dei
Lincei, Vol. XVII, serie 6, 1933, pp. 706-712].

—  Sulla divergenxa det plurivettort negli spaxi S,. [Ibidem, pp.
799-803].

— Interpretaxione vettoriale assoluta det temsori lineart del terxo or-
dine ed applicaxione al campo elettromagnetico staxionario. [Ibidem, Vol
XXI, 1935-XIII, pp. 173-178 e 277-283].

(%) Comsiderazioni sul caleolo vettoriale assoluto in una Vi e sus
tensori doppi a divergenxa wunica. [Rend. della R. Acc. dei Lincei, Vol.
XIX, serie 6, 1934-XII, pp. 201-305].

—  Sugli spaxi di WeyL — Introduxione geometrica vettoriale asso-
luta alla teoria della relativitd gemerale. [Annali di Mat. pura ed appl.,
serie 1V, T. XIV, 1935-36].

(5) Pluridifferenxiali e rotazionali di plurivettori negli spaxi E,.
[Memorie della R. Acc. delle Scienze dell’ Ist. di Bologna, T. IV, 1936-37].
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si conoscono i prodotti scalari per n dati vettori non apparte-
nenti ad uno stesso spazio ad n — 1 dimensioni; problema che
nello spazio S; si risolve assai facilmente ricorrendo appunto alla
formula sopra scritta. Interpretando poi cartesianamente il risul-
tato, deduco una nuova dimostrazione della regola di CraMER per
la risoluzione dei sistemi lineari non omogenei di n equazioni ad
n incognite ed a determinante diverso da zero.

Della formula (0) si conoscono varie dimostrazioni, una delle
quali, alquanto laboriosa, & comparsa ultimamente (°). In questo
lavoro ne espongo una nuova, assai semplice, basandomi sulle
nozioni fondamentali della teoria delle omografie vettoriali. Ed &
appunto tale dimostrazione che mi ha indirizzato sull’ estensione
della formula stessa agli spazi S,.

A proposito del metodo vettoriale assoluto che si viene svi-
luppando con queste ricerche, mi sia permesso di riportare un
" brano della conferenza tenuta a Mosca dal compianto prof. Bur-
aarrt nel maggio del 1934 ("), in occasione del Primo Congresso
internaxionale della geometria differenziale e delle sue applica-
ztoni : - :

« Dalle varie. applicazioni alla geometria, alla meccanica
e alla fisica che ho-avuto occasione di fare per scopi didatlice
e anche per nuove ricerche megli stessi campi, mi sono persuaso
che il calcolo vettoriale ed omografico é dv una grande potenza
e semplicita, e bene spesso pitt aderente ull’intuixione. Amnohe
in queste conferenxe ho veduto che certe formule alquanto com-
plicate, con parecchi simboli e serie di indici, mascheravano
proprieta assai semplici e quasi evidenti con l’uso del metodo
in discorso. L’ uso delle coordinate generali introduce di meces-
sita delle moxiont superflue, come gquelle di componenti cova-
rianti, contravarianti, ecc., e anche problemi fittixs, mel senso
che sono estranei alle questiont intrinseche in esame. Tutta co-

" (6) S. CuapMan and E. A. Musg, The Proof of. the Formula for the
Vector Triple Product. [The Mathematical Gazette, Vol. XXIII, n. 253,
1939, pp. 35-38].

(") P. Bugraarri, Caleolo vettoriale gemerale. [Atti del Seminario del-
I’ Analisi vettoriale e tensoriale dell’ Istit. Mat. dell’ Universitd di. Stato di
Mosca, Fasc. IV, 1934, pp. 333-336].
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testa pesante armatura e l suo relativo simbolismo sparisce nel
caleolo intrinseco che abolisce le coordinate ; il che é gia van-
taggio da tenersi in pregio ; non solo di comoditi, ma veramente
de carattere scientifico ».

« Non tutte pero le alte questioni geometriche e fisiche che
in questi tempi sono oggetto di ricerca si possono al presente
rattare vantaygiosamente con questo calcolo inirinseco come é
stato elaborato sino ad ogyi. €’ ¢ ancora molto da perfezionare
e generalizzare, usufruendo anche delle nuwove <idee introdotte
da vari eminenti geometri ; onde cimentarlo por nei pive mo-
derni campi della ricerca. Il pitv lento progresso di questo cal-
colo rispetto a quello del Ricct dipende dalla ragione che ho detto
prema : ¢ suot cultori som pochi. Ed é per questo che mi per-
metto di richiamare su di esso U atlenzione dei presemti, e in
particolare dei giovans. Io credo che senza awmentare di molio.
le operaziont e ¢ simbols gia in wso, che sono veramente pochi -
e semplict, st possa pervenire a un calcolo generale atto a tutte
le desiderabili applicaziont ».

E non pud non essere di sprone il pensiero dell’ illustre geo-
metra K. Carrax cosi espresso: « L’idéal serait de raisonner et
de calcwler sur les ilres géométriques ewr memes » (%) ; mentre
un altre autorevole geometra, il Weyr, ha creduto di poter di-
chiarare ¢mpossibéle il poter rinunciare al pesante apparecchio re-
lativo al metodo delle coordinate che perd riconosce di avere un
posto troppo vasto e di mascherare la chiarezza intuitiva dei pro-
blemi (°).

Qui ho ancora P occasione di apportare al metodo vettoriale
assoluto, metodo prettamente italiano, il mio niodesto contributo
convinto come sono che, allorché le sue base in un prossimo av-
venire si saranno sufficientemente estese, non potranno mancare
i frutti desiderati per le pit elevate ricerche della geometria,
della meccanica e della fisica—matematica.

(8) Cfr. la sua prefazione alla Tesi del prof. Drvess: Méthodes et pro-
blémes des géometries differentielles euclidienne et conforme. [Gauthier-
Villars, Paris, 1927].

(°y H. WeyL, Rawum, Zeit und Materie. [Springer, Berlin, 1921, vierte
Auflage, pag. 124], oppure cfr. I’ edizione francese, Blanchard, Paris, 1922,
pag. 119.



1. - SULLA FORMULA DEL DOPPIO PRODOTTO VETTORIALE XNELLO
spazio S .

Ricordiamo che se 7 & un’assiale (Ky= — v), essa puo
porsi sotto la forma 7¢ /\ dove, se 4, j, I, costituiscono una
terna fondamentale di versori, &

w=(jXk)i+0kXi)j+ (18 XJ k).

Applicando cio al doppio dell’ assiale della diade I {(a, b)
data da
24AH(a, b)= H(«, by— H (b, a)
si ricava
(1) u=[(@XJ) (bX k) — OXj) (@xXk)]+

+ [(@ X &) (b X 1) — (b X E) (@X§)]j+

+ [fa X @) (bXj) — (b X4) (@ X))]k.
I fattori entro le parentesi quadre risultano i minori della
matrice formata con le proiezioni di @ e b e percid il secondo

membro di (1) esprime lo sviluppo di @ /\ b.
Concludendo possiamo scrivere

H(a, b)_H(bala)’—"(u/\b) A

e applicando al vettore ¢ otteniamo

) (@A\b) \e=I[H (a, b) — H(b—a)]c:
onde risulta
(3) (@N\Nb) Nc=(@aXe)b—(bXc¢)a ¢ d. d.

Per il seguito o utile osservare che la formula del doppio
prodetto vettoriale dello spazio (S;), giusta la (2), si pud porre
sotto la forma

(4) (@ N\b) Ne=24H(a, b)c:

(") Cfr. ad esempio. P Burearin, Elementi di caleolo rettoriale ¢
amografico. [Hoeph. Mudano, 1935 - XV, pag. 85).

1 &
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la qual cosa costituisce 1’ osservazione fondamentale della dimo-
strazione precedente e verra anche sfruttata nel seguito per age-
volare I’ estensione della (3) allo spazio 8,, con n>3.

2. — IPERDIADI. — SCOMPOSIZIONE DI UNA IPKROMOGRAFIA.

Si puo osservare che il secondo membro della (1) rappre-
senta 1’ espressione cartesiana del vettore supplementare al bivet-
tore semplice @ = [a@, b], vettore espresso appunto dal prodotto

2

vettoriale ¢ /\ b. Passando agli spazi a piu di tre dimensioni
sara utile precisare anzitutto alcune notazioni che verranno usate
nel seguito.

Con BuraLi-Form e Bogeio (come del resto ho gia fatto nel
paragrafo precedente ed in altri lavori) userd il simbolo 4 per
indicare l’operatore che "applicato ad un’ omografia p. da la sua
assiale

, A %
(5) . Asx=”——".

Sempre seguendo gli stessi éutori, per I’ iperomografia p.
2

I’ operatore A soddisfera alla condizione
(6) (Ap)a=A(pa) (") (@ vett. arbitr.).
2 2 ‘

E cid ho voluto precisare giacch® il Burearr nella citata
Memoria dell’ Istituto delle Scienze di Bologna, non segué tale
criterio.

Similmente, l’ operatore K per le iperomografie soddisfa alla
relazione

(Kp)a=K(pa),

e chiameremo assiale del 2° ordine ogni lperomoglaha 1 sod
disfacente alla condizione

Kyv=—¢.
2 2

(1) Cfr. C. Burari-Forri e T. Boeclo, Espaces courbes et eritique de
la Relativité [Ed. Sten, Torino, 1934, pag. 30]. .



Indicheremo col simbolo & (@, b) I’ assiale semplice corri-
spondente al bivettore semplice @ = [a, b] (*), ossia porremo

H(a,b) =2 A H(a,b)-- H (a,b) -- H (b,a) .

Per usare simboli che si prestino agevolmente alle estensioni
scriveremo la precedente nella forma

(7) g(alpaﬂ) = __t 2) H(an 1arg) 3
(m

dove r, r, indica una permutazione degli indici 1, 2 e la som-
matoria & estesa alle permutazioni (w) di tali indici, dando il
segno - al termine corrispondente alla permutazione di classe
pari e il segno — a quello corrispondente alla permutazione di
classe dispari.

In base a tali nozioni il prodotto vettoriale interno del bi-

vettore semplice @ —= [@,,a,] per il vettore u si scrive
2
(8) aN\u=Ala,a)u(’)

e per il prodotto scalare dei due bivettori semplici @ = [a,, ],
. 2

b=1[b,,b,] avremo

9) ?Xlz):_g(alyaz)blxbzzg(blabz)alxa2'

Richiamiamo ancora la formula di calcolo plurivettoriale
(10) a N\ w= - @ /\ u,

dove @ & 1’ (n—2) — vettore supplemen’_care di @ e il secondo
n—2 .2

membro rappresenta il prodotto vettoriale esterno di @ per w ().

n=—2

(*2) Cfr. il paragrafo 6 della mia prima memoria citata.
(13) Nella memorm citata tale operazione & stata mdlcata con a X %

(cfr. il paragrafo 10)
(4) Ofr. nella mia prima memoria citata, il paragrafo 12



Ricordiamo come tali operazioni si estendano agevolmente al
caso che @ sia un bivettore multiplo, applicando ad w 1 assiale
multipla a2d esso corrispondente ; la quale ¢ sempre scomponibile
in somma di assiali semplici.

Osserviamo infine che, nel caso particolare dello spazio Sj,
dove i bivettori non possonu essere che bivettori semplici, la (10),
tenuto conto delle (7) e (8) diviene la formula del doppio prodotto
vettoriale

(@ X u) a,— (a. X u) @, = (@, /\ @) /\ u.

Passiamo ora alle estensioni che si collegano con le rieerche
iniziate dal prof. Burearr. Tratteremo in particolare il caso rela-
tivo ai trivettori, giacch® ne risultera poi immediata 1’ estensione
ai casi piu generali.

Se @ ed a sono vettore-ed omogratia qualunque, chiamere-
mo diade del secondo ordine IQI (e, a) 1 iperomografia definita

dalla relazione
(1) H(a,o)uw = (a X u)a(®.
Si ricava facilmente

(12) KH (a,a) = H(a, Ka),
2 2
onde, se 7 & una assiale, H (@, 7) & una ipemséiale, giaccho
2 N
(13) K ii(a, 1) = — Izi(a, 1)

Se in particolare a ¢ una diade e precisamente ¢ 2= H(D, ¢),

I’ iperomogratia H (a, H (b, ¢)) applicata ad un vettore da una
2

diade ordinaria; essa ¢ stata considerata dal Buruarri nella me-

moria poc’ anzi citata e da Lui & stata chiamata iperdiade e indi-
cata con (H a,b,¢). Qui noi conserveremo in parte il simbolo

{'%) Indipendentemente da queste ricerche di calcolo plurivettoriale, ho
potuto constatare I’ utiliti di tale iperdiade per gli ordinari svilappi di ana-
lisi vettoriale che si premettono ai corsi di Fisica—Matematica.



ponendo
H(a,H(b,c))=Ioi(a,b,c);

onde sara per definizione

(14) H(a,b,c)u = (aXu) H(b,c).
2

Posto cio, sia ), 4, .... ¢, una n-pla fondamentale di versori;
se @ & un vetttore arbitrario e p. & una generica omografia del
2

20 ordine, potendosi scrivere

2 1 2 2

che da per la p. un’espressione iperdiadica (cartesiana) analoga
2

alla ben nota formula diadica (cartesiana) valida per una generica
omografia ordinaria . :

w=3 H@, pi,.
1

Essendo p. @, una omografia ordinaria e valendo per essa
2

quest’ ultima espressione, si avra

(15 g:.-——-il

-
_
-
&

"
=
At
L
R

., |

che da la generica umogratia del 2° ordine . scomposta nella
e

somma di »* iperdiadi del 2° ordine del tipo di Burcatm,



3. IPERASSIALI SEMPLICL

Fra le iperassiali chiameremo « assiale semplice del 20 or-
dine» ¢ la indicheremo con A (@, «,, a;) I’ omografia del 2° or-
2

dine definita da

(16) %(alv a;, @) = i(z I;I(ar, ’al'-: ’ ars) ?
)
'

dove 7, 75, 73 & una permutazione degli indici 1, 2,3 e la som-
matoria ¢ estesa alle (w) permutazioni semplici di tali indici, pren-
dendo il segno 4 in corrispondenza di quelle di classi pari e il
segno — in corrispondenza di quelle di classi dispari. Evidente-
mente la (16) & una estensione della formula (7) relativa alle
omografie ordinarie. . )

Si puo verificare che per iﬂ (@, a;, a;) vale la proprieta
caratteristica delle iperassiali:

K%(alaazaaa) = — iﬂ(auaz;aa) (')

In una mia Nota del 1935 (") ho avuto occasione di dimo-

. ' N : ) o
strare |’ utilita di considerare per 1’ omografia del 20 ordine TP
I’ espressione

Y da = da =, da
(17) aptEaptEqp
(16) Infatti se a & un vettore arbitrario si ha
SK;ﬂ(a“ Qa,, aa){ X = : i(?t;K-le(arl ’ ar2; ar3) lw=
= j‘(i)K { (@, X w)H(arz ) @) | = i‘(z;:gar, Xx)H(a,, &)=
= i‘ﬁ)}g(ar‘, Qr,, Gp) %= §—'F(i)I{(ar] » @Bryy Ap) X | = “?(an a,, a;)x

e per I’ arbitrarieta di a otteniamo
KT (a a; a;)= —;ﬂ(a, a,a,).
2

(1" Interpretaxione vettoriale assoluta dei tensori linedri del 30 or-
dine e applicaxione al campo elettromagnetico staxionario, loc. cit.
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~dove K & I'operatore definito da

nabxe=Kpbexa,
2 2

ed ¢ precisamente il prodotto kk' dei due operatori k e k' di
Burari-Forrt e Bogsio.

Nel caso che a sia un’ assiale, tale espressione mi & servita
per definire I’ importante nozione di «divergenza di un bivettore »
rispetto alla quale stabiliremo nell’ ultimo paragrafo una notevole
formula integrale di trasformazione.

Qui consideriamo un’ espressione del tipo (17) per una ge-
nerica g. e poniamo per brevita

(18) 3(’;2!.=;;.—|—‘K(2L+7{2g..

Si puo verificare facilmente che se p & una iperassiale ¥
2 2
anche €7 ¢ una iperassiale ; ossia &
2

K F1 = — Fy ().
2 2
Consideriamo il doppio dell’ assiale della A p. ponendo, in base
2
alle (6) e (5),
(19) 2A Fp = Hp — KHAp .
2 2 2

Per p = H (a,, a,, a;) abbiamo
2 2

(20) 2Agtfl(al’a27aa)i?(alaahas),

(18) Infatti, essendo K = kk" e tenendo conto delle relazioni che inter-
cedono fra gli operatori K, k, k' (cfr. BuraLi-Formr e Boce1o, Espaces
courbes, ecc. Loc. cit., pag. 38): k' =k K=Kk=K, k' =kKk, ed
ancora di K 1="1 si ricava

KZt’Y=KY+K1_fy+KI_(27=—Z+Kk’K;r+Kk’Kk'K;(=
2 2 2 2

=—y—Kk'y —(Kk'Py=—y—(Kk)?y—(Kk)'y =—y— Ky — Ky =—F¢€y.
2 2 2 2 t2 2 2 2

2
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<

ossia risulta 1’ iperassiale semplice definita dalla (16); quindi per
la (15)" ricaviamo

(21) 243y = L., At b, pie, ),
2

2

dove il secondo membro & la somma di 2?* iperassiali semplici.

Si pud anche osservare che, sempre in base al significato
dell’ operatore A definito dalle (5) e (6), la (20) si puod scrivere
nella forma
I ! Iy \l 19
(20) A, a,,a,) =243 H(a,,a,,a,) "),

2 [Tt] 2

dove 7, ry, 73 © una permutazione degli indici 1, 2, 3, e la
sommatoria del secondo membre & estesa alle permutazioni di

classe pari degli indici stessi, il cui complesso & indicato con [n].

4. APPLICAZIONE Al TRIVETTORI.

La corrispondenza biunivoca da me stabilita nella prima me-
moria citata fra i bivettori semplici o multipli e le assiali sem-
plici o multiple fu estesa dal prof. Burearrt fra i trivettori sem-
plici a = [@,, «,, a;] e le assiali semplici g (a,. as, ay).

Rlcordumo che il bivettore dell’ assiale semphce A (a,, ay)
¢ ¢ = [@,, @,] e scriveremo
2

(22) 21/97(«;. , @) = [@,, ay].

Diremo « prodotto vettoriale interno » del trivetture sem-
plice @ = [a@,, a,, @3] per il vettore wu, e lo indicheremo on

(") Infatti, se & ¢ un vettore arhitrario si ha
9 . D) } =
;2 ‘1“.: [[(ar , al , a’.‘) ¥ —“ﬂ-A '121 karl ’ al'z' ar:;)w: =
= fn(f'r\ X 2AH ar,, ap) =@, Xx)lla,, &)=
= Zilla, . a, . @ .cz%(-a,‘ C ®ry- ) X

oo per Parbitrarietd N, segue da 20y,



13
a A\ w, il bivettore dell’ omografia del 2¢ ordine che si ottiene
3
applicando ad o 1’ iperassiale semplice & (@, @, ;) corrispon-
dente al trivettore ; cioé porremo

(23) al\u=1,LAa, a, a)u’ .
3 2

2
Sviluppando si ha subito

(24) a/\ o= [.‘J](a,I X u)la, . a,])

dove, ripetiamo, r,, 7., 73 rappresenta una permutazione degli in-
diei 1, 2, 3 e [=] rappresenta le permutazioni di classe pari alle
quali viene estesa la sommatoria.

Come si vede risulta la somma di tre bivettori semplici; e
si pud osservare che la definizione (23) si pud estendere al easeo

che @ sia un trivettore multiplo, usando I’ iperassiale multipla ad
3
esso corrispondente.

Nel caso dello spazio S; ricaviamo subito un risultato sem-
plice ed interessante. Infatti abbiamo

a/\w = (a X u)[a. aj] + (a; X ) [a;, a)] + (a;X %) (), @]
¢ prendendo i vettori supplementari dei due membri risulta
suppl. (c: /\ w) = (a, X u) (@, /\ @) + (1, X u)(a; )\ as) +

+ (@ X u) (@, )\ @) -

Moltiplieando scalarmente per e,, @,, a; e sommando si ri-
cava

suppl. (@ /\ ) X (@, + @ +az) = &, )\ ay <X as - wX(a, + as+ay),
3

(9) Infutti :

VHA@.a.a)e =16, K6 a ) =
: 2 2 Ty 2 ¢ :

P la, XwAa, . a) ==(a, ula,. a].
2 () : ¢ [ ¢ i
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da cui si ottiene

suppl. (@ \ ) =mod @ - w .
3 3
Tornando a prendere i supplementari dei due membri e indi-
cando con w il supplementare di %, abbiamo
2

= da - .
(25) tst/\u moda.u,

ossia nello spazio S; il prodotto wvetloriale interno di un trivet-
tore per un vettore vale il bivettore supplementare del vettore
dato, moltiplicato per il numero che misura il triveltore (*).
Si pud verificare che nello spazio S, il bivettore definito
dalla (24), come somma di bivettori semplici, & il bivettore (sem-
plice) supplementare del bivettore [E (a@,, as, a;), u], dove
E (@, @, a;) & il ben noto vettore di Burari-Forti e Bogelo, sup-

plementare del trivettore semplice @ = (a,, a,, a,].
3

Quindi nello spazio S, si pud scrivere

(26) ?/\u=E(a,,a,,as)/\u;

e questa formula estende al prodotto vettoriale interno di un tri-
vettore semplice per un bivettore, la formula (1) di pag. 94 della
mia prima memoria citata, relativa al prodotto vettoriale interno
di un bivettore per un vettore.

Ed ¢ appuynto la formula precedente, scritta nella forma

(27) E (al) as, as) /\ u =[2'](arl >< u) : [ar2 ) ar3] )

che, in S,, deve considerarsi 1’ estensione della formula del dop-
pto prodotto vettoriale dello spazio S,.

L’ estensione della formula (27) agli spazi con pitt di quat-
tro dimensioni si otterra, evidentemente, con considerazioni ana-
loghe.

(") Cfr. E. Carran, Legons sur la Géométrie des espaces de Rirmaxx.
[Gauthier-Villars, Paris, 1928, pag. 28].
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Osserviamo infine che per il prodotto scalare di due pluri-
vettori semplici la formula (5) della citata memoria del prof.
Bureatm, nel caso particolare dei trivettori, si scrivera
(28) ?X?= [@., a;, as] X [b:,b,,b;] =

=g;(a17a27a8)bl b; X b, =iﬂ(blvb2)b3) a, a; X ag

e costituisce la naturale estensione della formula (9), da me sta-
bilita a pag. 88 della mia memoria poc’ anzi citata.

5. APPLICAZIONE ANALITICA,

Facciamo un’ applicazione della formula (27) per ricavare,
con procedimento assoluto, 1’ espressione del vettore ac dello spa-
zio S, soddisfacente al sistema

29) ey X®=1l; a;Xx=m, a@Xx=n, aXx=p,

dove @,, a,, as, @, sono vettori dello spazio S, non appartenenti
ad uno stesso S;, ossia soddisfacenti alla condizione

(30) Ea ,as,a) Xa, +0.

Applicando allora la formula (27), al prodotto vettoriale

¢ E(al’azy as)/\w

abbiamo

E(a,,a,,a) )\ ®=(a,Xx) [a, a] + (@ Xx) [a;, @] +
+ (@ X ) [a,, @] ,:
ossia, per le (29),
Ea,a;,a) )\ x =l[a,, a + m[as,a]+ n[a,,a,].

Sempre operando nell’ S,, consideriamo il prodotto vettoriale
esterno per @, dei bivettori che figurano nell’ uguaglianza prece-
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dente, ed avremo

(31) VB (@, a) N\ el )\ ag=
=l{as, a) )\ as + m[a,, 0] \ a, + nla,, @] )\ «,.

In base alla formula

a\Nu=a/\u
2

n—2

possiamc sostituire il primo membro di (31) con un prodotwo vet-
toriale interno e scrivere per esso

[E(a,a, a),x] )\ a,;
il quale, in base alla (8) vale A | E (a,, as, @), x| a,, ossia vale
VE (@, @y, @) X a, ! e — (e Xa,) Ea, . a) .

Quindi si ha

VE (@), ay,a5) )\ x| )\ a, =

= Ea, a,,a) Xa,|x-pka,a,, a,

Poiqhé in §, ¢

[ay, a3) N\ a, = E(a,. a;. a,,
e formule analoghe ; sostituendo in (31) si ottiene

VE (a0, a) Xa e —p-E(a,.a,,a) =
=l . E(ay,as,a)+ m - Elas,a,,a,) +n.Fia ,aq,. a,.
da cui si ricava
(32) w =l F(a,.as.a,) + m E(as, a,,a,) +nla, a, a) -+
+pE(a,. @ a)! ) K (a . a,, aq) Xa, !,
che da, in forma assoluta, la soluzione del sistema (29).
Traducendo cartesianamente si pud verificare che ne risulta

la regola di Cravir per la risoluzione di un sistema lineare non
omogeneo di quattro equazioni con quattro incognite.
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All’ nopo basta osservare che nello spazio S, il simbolo
E(a,, ay, a)

rappresenta il vettore supplementare del trivettore semplice
[@,, a,, a;] e che essi hanno uguali le componenti cartesiane, le

. . . . [ 4 o
quali sono per ciascuno in numero di (3 ; naturalmente il primo

& riferito ai versori ¢, ed il secondo ai triversori supplementari.
Tali compunenti cartesiane sono i minori della matrice formata
con le proiezioni dei tre vettori @,, a,, a;, cioé:

(@)1 (ar)e (@))s (@)s
(’12)1 (as)s (az)a (a2)4

(a), (as)e (as)s (03)4

Inoltre & noto che cartesianamente E (@, , a,, @) X a, vale il de-
terminante

(@) (@): (1)s (a1)s

(@) (a2); (@2)s (a2)

(‘13)1 (as)s (as)s (as)
): (@)

(
(u4)1 ()2 (‘h 3 (‘14)4

Proiettando la (32) sull’assé delle « e chiamando con x, la proie-
zione del vettore ac, si ottiene

‘ (@)2 (@s)s (22)s (as)s (as)s (as)s !
= {1 (a3)2 (as)s (a3)4 + m | () (a1)a (a1)g l +
I CANNCARECAN (@ (as)s (as)s |

o
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ossia

I (a): (@1)s (a1)s

m (as)s (ag)s (as)s
T, = A
n (ag)s (%5)s (@)
)

P (@) (@4)s (@)

Analogamente, per le altre proiezioni z,, z;, z, di 2.

-

0. UNA NUOVA FORMULA DI CALCOLO INTEGRALE E UN TEOREMA
DELLA DIVERGENZA PER I BIVETTORI.

Usando la nozione di iperdiade del secondo ordine, introdotta
al paragrafo 2, si pud stabilire una nuova formula di calcolo in-
tegrale e dedurne un teorema per la divergenza di un bivettore.

Consideriamo la nota formula

4~
(33) ;“; i8S = fH(n, wyds, )
&) Q)
\

dove u (P) 6 un campo vettoriale differenziabile definito nella re-
gione (S) limitata dalla superficie (6) ed 7 & il versore normale
nei punti di (o) e rivolto verso I’ interno.

Se a (P) & un’omografia differenziabile in (S) ed @ & un
vettore costante ed arbitrario, applicando la formula precedente al
vettore % = aq@ avremo

d P

f___daa, dS=—fH(n,aa)dc .
(8) (@

(*%) Cfr. ad esempio P. Buraarri, Elementi di caleolo vettoriale ed
omografico, [Loc. cit., pag. 157]; oppure C. Burari-Fortr e R. Marcoroneo,
Analiss vettoriale generale. Vol. I, pag. 232.
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Poiché valgono le formule

daa do _ 2
-TP—'——k Eﬁa, H(n,aa)~—k£1(n,a)a,()

dove k & l'operatore di Buraui-Forri e Bosaio per le iperomogra-
fie, la precedente da subito

do
] (ﬁ,adS=—/121(n,a)ad'x,

(8 (9)

per I’arbitrarieta di @ risulta la formula di calcolo integrale

"d o
(34) ]ﬁd3=—f1;1(n,a)do.
(S) (0

In una mia nota precedente (*) ho constatato 1’ utilita di
introdurre per il campo bivettoriale @ (P) una divergenza definita
2

mediante 1’assiale o corrispondente ad @ dalla relazione
2

da

. do —do =, _

da
2 aP
Allora, applicando I’operatore F ai due membri della (34) si
ricava per la divergenza di un bivettore la formula integrale

() Per la prima cfr. il Vol. I. dell' Analise vettoriale generale, loc.
cit., pag. 167, formula (5).
Inoltre se & ¢ un vettore arbitrario costante, si ha

H(n, aa)b=(n><b)ua=1¥(n, a)ba=k€(n, o)ab
da cui

H(n, aa)=k1:I(n, o) a.

() Cfr. Interpretaxione vettoriale assoluta dei tensor: linear: del 3°
ordine e applicaxione al campo -elettromagnetico staxionario. Nota Ila,
loc. cit.
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(36) fdivadS_—-w[JfH(n,a)do,
2 2
(8)
che costituisce un teorema della divergenza per i bivettori.

Estendendo il concetto di divergenza di @ (e quindi della

corrispondente assiale 7) ad un’ omografia qualunque (cid che @
in accordo con quanto si fa anche nel calcolo tensoriale), assu-
mendo per definizione

da i

(37) led.'——“de—]) y

la formula integrale precedente pud scriversi nella forma piu ge-
nerale

(38) j divoadS = /JCH('n,a)dc .
@)



