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TEORIA DELLE CORRISPONDENZE TRILINEARI
TRA FORME DI PRIMA SPECIE

di Epmonpo Moreantint a Padova (*)

Introduzione

1. Un’ equazione algebrica che leghi piu serie di variabili
pud pensarsi come equazione di una «corrispondenza» algebrica
tra i punti di spazi astratti opportuni, dove si interpretino come
coordinate le variabili di una stessa serie.

Ad un gruppo di punti di spazi diversi « corrisponde» un
gruppo finito od infinito di punti degli spazi rimanenti, le cui
coordinate assieme a quelle dei punti del gruppo dato soddisfano
all’ equazione della corrispondenza.

Caso elementare e tuttavia notevolissimo & quelle delle cor-
rispondenze proiettive tra due forme di prima specie, dedotte
dalla considerazione di una equazione lineare omogenea in due
coppie di variabili:

ATy Y1+ Qe 1 Ys - A Y1 Ts + Qae Yo Xy =0

quandd le z; e le y; si pensino come coordinate proiettive omo-
genee in due forme di prima specie; oppure dalla considera-
zione della equazione bilineare non omogenea in z, y:

axy+br+cy+d=0

quando « ed y vi si pensino come coordinate non omogenee.

(*) Questo lavoro riproduce con qualche ritocco formale la dissertazione
di Laurea in Scienze Matematiche dell’ A., discussa il 21 -2 - 38, relatore il
Chiar.mo Prof. A. CoMessarri, ed eseguita nel Seminario Matematico della
R. Universita di Padova.
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2. Come la corrispondenza bilineare o proiettiva & la pix
semplice delle corrispondenze algebriche tra due coppie di va-
riabili omogenee (0 tra due variabili non omogenee), cosi la pit
semplice corrispondenza algebrica tra tre coppie di variabili-
omogenes (tra tre variabili non omogenee) & la corrispondenza
irilineare. - ‘

La sua equazione «omogenea » & del tipo:

Z G T Y X = G T Y1 By + Qe Te Yy %y + Qi 6, Y5 %, +
ik i=1,2
(1) )
F Qe T Y1 22+ Qe Ty Yo Xat ApioTa Yy Xt Ogo) T Yp X1+ Agse TaYp s =

dove le agy; sono 8 costanti complesse qualsiasi, e le z,, ¥, 2,
delle variabili capaci di assumere ogni valore reale o complesso.
Quella «non omogenea» & del tipo:

2) AnTYZ2 + Y2+ G T2 + A TY + G T + G0 Y +
@ +amz+am=0

dove ancora le a,; sono delle costanti ad z, y, z delle variabili
complesse.

Se si pensano le z,, ¥;, 2, e le xz, y, x come coordinate
proiettive omogenee o risp. non omogenee in tre forme di prima
specie E, H, Z, si giunge cosi per via analitica alla nozione
di corrispondenza trilineare tra le forme di 12 specie E, H, Z.
La (1) e la (2) ne sono allora la equazione omogenea e la
equazione non omogenea.

3. A questa definizione analitica si riduce anche immedia-
tamente quella semplice ed elegante data dallo ScmuBERT: « cor-
«rispondenza algebrica, tale che sia unico il corrispondente
«sulla terza forma di due elementi presi genericamente (willkiir-
« lich) sulle prime due () ».

Le altre definizioni sintetiche si riducono tutte alla costru-
zione di una corrispondenza trilineare di tipo generale tra tre

(%) Cfr. Scausertr — Die trilineare Bextehung xwischen 3 einstufigen
Grundgebilden, [Math, Annalen, Bd. XVII (1880)] pag. 457.
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particolari modelli proiettivi di forme fondamentali di prima
specie. ‘Di esse faremo menzione parlando degli autori che le
hanno usate, oppure quando se ne presentera 1’ occasione.

4. Come la considerazione della corrispondenza proiettiva
tra due forme di prima specie conduce alla costruzione ed allo
studio delle varietd quadratiche, cosi la considerazione della cor-
rispondenza trilineare tra tre forme di 12 specie conducealla ge-
nerazione ed allo studio di varieta cubiche e di loro trasformate
birazionali.

Si pud anzi affermare che quasi tutti coloro che si sono
occupati delle corrispondenze trilineari lo hanno fatto in vista
delle sue applicazioni geometriche.

5. Cronologicamente il primo che abbia segnalato la corri-

- spondenza -trilineare & stato F. Aveusr (*), il quale adopera per

costruire le superficie del III O. tre fasci di piani trilineari (o,

com’ egli dice, duplo—proiettivi), e su questa generazione fonda
la teoria delle 27 rette della superficie.

Fu poi trattata, sebbene solo incidentalmente, dal Rosaxes,
che ottenne per primo le sue proprieti essenziali (%).

Il primo che perd abbia, sempre da un punto di vista es-
senzialmente geometrico, approfondito lo studio della corrispon-
denza trilineare & H. ScHuBERT, che la considera come «un
nuovo mezzo d’indagine della geometria sintetica » (*). Egli ne
determina elegantemente le proprietd essenziali e ne studia i
casi di degenerazione. Per mezzo di questi risolve poi, serven-
dosi dei suoi metodi di geometria numerativa, tutti i problemi
numerativi ad essa inerenti (®).

() F. Aveusr - Disquisttiones de superficiebus tertii ordinds, [Inaug.
Diss., Berolini (1862)].

() Cfr. Rosanes — Uber linear-abhingige Punktsysteme, [Crelle’ s
Journal, Bd. 83 (1879)].

(*) Cfr. nota (*).

(%) Cfr. ScauBerr — Ldsung des auf die trilineare Bexiehung aus-
gedehnten Proiektivititsproblems, [Progr. Hamburg (1882)1.



6. Contemporanea alla trattazione sintetica dello ScmuBERrT &
la comparsa dei primi lavori del Le Parce, che si & ripetuta-
mente e minutamente occupato, anche in collaborazione con M.
F. Fouie della corrispondenza trilineare, da lui chiamata omo-
grafia del 3° ordine e del 2° rango (°).

I suoi lavori trattano la questione specialmente dal punto
di vista algebrico della teoria degli invarianti delle forme ternarie,
ma mettono pure in evidenza importanti applicazioni geometriche
alla teoria delle cubiche piane.

Lo stesso Le Pawee ha studiato nei suoi lavori anche cor-
rispondenze del tipo lineare tra pia di tre forme fondamentali,
ciod, secondo la sua denominazione, omografie di ordine e rang
qualsiasi (7). - :

E. Weyr considera queste generalizzazioni di corrispondenze
trilineari, specialmente nel caso che divengano involutorie (?).

7. G. CasreLzvovo definisce sinteticamente la trilinearitd —
egli la chiama omografia di seconda specie o trilineare (°) - tra

(%) Dei numerosi lavori di questi due autori sull’ argomento ricordiamo
i due riassuntivi:

C. Lt Pawee - Essais de géom. supér. du III™ ordre [Mém. de la
Soc. Roy. des Sc. de Liége, II serie, X (1883)].

C. Le Pawge— M. F. Fouie - Mém. sur les courbes du III™ ordre,
[Mém. de I’ Acad. Roy. de Belgique, Tomo 43 (1882), 2® parte,- mem. n. 7;
Tomo 45 (1884), mem. n. 1]. In essi si trovano anche ampie citazioni sulle
altre ricerche degli stessi autori sull’ argomento. Cronologicamente il primo
lavoro del Le Paice sulla corrispondenza trilineare & del 1879: « Sur quelques
applications des formes algébriques a la geometrie» [Mém. cour. et sav.
étr. Acad. Belg. 42 (1879)]. Importante & anche il lavoro di C. Le Parek:
« Note sur U homographie du troisiéme ordre» [Bull. de I' Acad. Roy. de
Belgique, 3me ser., T. V (1883)], dove & data fra 1’altro una classificazione
proiettivé delle corrispondenze trilineari.

(") Cfr. L Patee — Essats de géom. sup.... (cfr. nota (6)). L’ ordine
indica secondo il Le Parer il numero delle forme poste in corrispondenza,
il rango il grado di libertad di un gruppo di elementi associati.

(8) Cfr. E. Weyr, [Mém. Soc. Sc. Liége, (2)—10 (1883), mém. n. 3].

(®) Cfr. G. CasreLxvovo — Studio sulla omografia di 28 specie [Atti
del R. Istitato Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, Tomo V, serie 6* (1886-
87)], p. 1041. Vedi pure F. Ascuieri: Sulle omografie di 2% specie. [Ren-
diconti del R. Istituto Lombardo, (2) - 23 (1890)] p. 312, ed F. Devruts
[Bull. Acad. Belgique (3) - 17 (1889)] p. 312-29.
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tre enti o' raxionali, di cui assume come modello tre punteg-
giate sovrapposte ad una stessa cubica gobba di S;. Le terne
di punti associati sono tagliate dai piani che da tre corde della
cubica proiettano i punti di un piano fisso.

Questa definizione, ch’egli dimostra essere affatto generale,
gli permette di fare interessanti osservazioni sugli insiemi sem-
plicemente infiniti di terne — serie del primo o del secondo
sistema — di elementi omologhi di tre forme razionali o' fra
di loro proiettive. Anche egli applica le sue conclusioni alla
teoria delle cubiche piane ed a quella delle superficie del 3°
ordine di .

L’ aver, definito la corrispondenza trilineare tra forme so-
vrapposte permette al CasteLnzvovo di studiare anche il caso in
cui la corrispondenza sia involutoria.

B. KiLEIN considera anch’ egli il caso in cui due, oppure
tutte le tre forme coincidano, ed in quest’ ultima alternativa la
corrispondenza sia involutoria (*).

G. Hauck in un suo studio sulla corrispondenza trilineare
tra forme di 22 specie dedica un articolo anche alla corrispon-
denza trilineare tra forme di 12 specie, che definisce sintetica-
mente tra tre rette punteggiate complanari associando i punti
che da tre centri fissi dello stesso piano ne proiettano un punto
variabile ().

In questo studio & posto in evidenza un carattere affine, la
caratteristica della corrispondenza trilineare, legato alla conside-
razione dei punti d¢ fuga di ciascuna forma, corrispondenti agli
elementi impropri delle altre due.

(1) .Cfr. B. KueIN — Theorie der trilinear—symmetrischen Elementar-
gebilde (Habilitationsschrift, Marburg, 1881) — Theorie der Elemententripel
etnstufiger Elementargebilde, [Annali di Matematica pura e applicata (2) - 18
(1890)] p. 213.

(1) G. Havck - Theorie der trilinearen Verwandtschaft ebener Sys-
teme. IV Artikel : Die trilineare Bexichung xwischen dret einstufigen Grund-
gebiiden, [Journal fir die reine und ang. Mathematik, Bd. CVII[ (1891),
Heft 1] p. 25. )



- 8..Una trattazione completa della corrispondenza trilineare,
svolta con metodo eclettico & stata poi data da F. Lonnon (**),
che considera la corrispondenza come un campo dv terne (Tri-
pelfeld), di cui mette in luce la natura razionale e di cui ridi-
mostra le principali proprieta. "

Notevole estensione & da lui data -alla- teoria - delle serie
unicursalt e bicursali di terne. A queste ultime, che sono gli
insiemi di terne comuni ad un fascio di campi di terne, ed ai
gruppi associats di sei terne comuni ad una rete di campi di
terne, & dedicata la seconda parte del suo lavoro (**). Le serie
unicursali corrispondono alle serie del primo e del secondo si-
stema ehe compaieno nel citato lavoro del CasreLnuovo.

Quando le forme fondamentali sono tre fasci di piani di
S;, sulla superficie cubica generata dalla corrispondenza ai si-
stemi di serie unicursali o bicursali di.terne del campo corri-
spondono interessanti sistemi.di curve sghembe.

Queste, oltre che dal LonpoN sono state studiate servendosi
della « trilinearita » dallo' Sturm (*), al quale si deve anche
una lucida e concisa esposizione della teoria della nostra cor-
rispondenza in « Die Lehre von den geomelrischen Verwandi-
schaften » (). .

Un’ esposizione concisa e particolarmente ricca di note bi-
bliografiche sui risultati conseguiti fin’ allora nella teoria della
corrispodenza trilineare & quella contenuta nella sezione F) del-
I’ articolo di A. ScHoEnriies: Protective Geometrie, nell’ Ency-
clopaedie der Mathematischen Wissenschaften ([III'** Bd., 1%
Teil, 1** Hilfte (Leipzig, 1907-1910)], p. 374.

Piu recentemente Corrano Seerr 8i & occupato della trili-

(1) F. LoNboN — Zur Theorie der trilinearen Verwandtschaft dreier
einstufiger Grundgebilde, [Math. Annalen Bd. 44 (1894]], p. 375.

18) F. LoNnvoN — Die Raumecurve sechster Ordnung vom Geschlechie
g

1 als Erxeugniss trilinearer Grundgebilde, [Math. Annalen, Bd. 45 (1895)],
p. 545. '

() R. SrurM — Flichen III Ordnung, (Leipzig, Teubner, 1867).

‘(1) R. Srurm ~ Die Lehre don den geometrischen Verwandtschften,
(Leipzig, 1908), Iter Band, p. 319, § 33. 1l termine «?¢rilinearita» appare
per la prima volta nei lavori dello stesso Sturm.
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neariti tra tre punteggiate indipendenti, nei suoi rapporti con la
teoria dei complessi lineari di piani in S5 (*%).

Per il suo carattere precipuo di generalizzazione della cor-
rispondenza proiettiva la teoria della trilinearitd trova posto ade-
guato anche nei piu ampi trattati scolastici moderni di geometria
proiettiva. Mi sia consentito ricordare ad es. quello del prof.
Coxessarm (7).

Carrroro 1.

Caso generale per forme qualsiasi

9. Date tre forme di prima specie qualsiasi =, H, Z, in
cui siano risp. prefissati i sistemi di coordinate proiettive omo-
genee (z,, T,), (41, ¥s), (%1, %), supponiamo che i loro element1
si corrispondano in una trilinearitd di equazione

(1) Iz, y, 2) = Z Q%% =0.

4ri=12

Le aq,; si penseranno dapprima scelte genericamente (come
preciseremo in seguito) in modo da non pregiudicare la generalita
della corrispondenza.

Una coppia di elementi di due forme diverse determina in
generale il corrispondente sull’ altra forma, le cui coordinate si
traggono linearmente dalla (1) dopo avervi sostituito quelle della
coppia data.

Si viene cosi a costruire la corrispondenza come un insieme
di oo® terne, un campo di terne. Se la trilinearitd & reale (*®),

(') C. Seere — Sut complessi linear: di piani nello spaxio a cinque
dvmensions [Annali di Matematica, serie III, Tomo XXVII (1917-18)], p. 75.

(1) A. Coumessatrt — Geometria Analitica e Prosettiva (Padova, 1931),
iI, n. 101, p. 92.

(%) Cioé quando le @ix; sono proporzionali a numeri reali. (Qui ed in
seguito parlando di trilinearita reali si suppongong implicitamente reali le
forme e, su di esse, i sistemi di coordinate).
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ad una coppia di elementi reali corrisponde un terzo elemento
reale, cosicch® essa contiene oo® terne reali.
La (1) si pud anche scrivere:

(3) , () Z Wy Yr %y -+ X Z Qo Yp % =10,

k,i=12 kl=1,2

o analogamente :
(3" h Z A%+ Yo Z Ao i 2= 0,
il il

(8") T oxn Z A1 Ly Yr + %2 Z Qe Ty Y = 0.

ik 4k

Quindi ad un elemento (z;, z;) di una delle tre forme date,
ad es. di B, non corrisponde una sola coppia di elementi delle
altre due, ma tutte le o' della proiettivita <« corrispondente »
(z,, ;) del fascio (3).

Viceversa dalla (3) e dalle analoghe risulta che una corri-
spondenza trilineare pud sempre pensarsi ottenuta facendo cor-
rispondere proiettivamente ad una delle forme fondamentali un
fascio di proiettivitd tra le altre due. Infatti, cambiato eventual-
mente il riferimento proiettivo nel fascio o nella forma per
ottenere che ogni proiettivitd abbia i moltiplicatori uguali alle
coordinate dell’elemento omologo, la corrispondenza & rappre-
sentata da una equazione di tipo (3), e quindi & una trilinearita.
" Dalla linearita delle trasformazioni proiettive e dalla forma
della (1) risulta immediatamente che forme prodettive a forme
trilinear: sono trilinears.

10. Una coppia di elementi di due forme diverse, ad es.
H e Z, non determina il corrispondente su Z solo quando &
comune alle due proiettivita (fondamentali)

Z G =0,

k,i=1,2

Y amyz=0,

k,1=1,2

(4)
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e quindi a tutte quelle del fascio (3). Una coppia siffatta dicesi
singolare o neuira.

Le (4) hanno due coppie in comune. Infatti eliminando ad
es. dalle (4) ¥, ed y, (il loro rapporto), si ottiene 1’ equazione :

2‘ a3 4? Qg 3,

= a - 218, =
?amz, 2‘%‘3‘ "‘Z__.l”( 11 G2 amau.-) 18,

= (@11 Bae1— g1 Bany) 31 + (G111 Bars = Qyyy Bgig + Byr Ags) — Bige Asy) 21 32+
(5”)

+ (@12 0se —amazu) =0,

di secondo grado in 7’ , che in generale avra due radici di-
]

stinte, i cui valori sostituiti in una delle (4) porgono linearmente
le coordinate degli altri due elementi delle due coppie singolari.

Analogamente anche i fasci (3') e (3") posseggono ognuno
due coppie in comune, cosicch® in generale nella trilinearitd vi
sono se: coppie singolari.

Bisogna peré osservare che su ogni forma vi sono solo due
elements singolart, tali ciod che appartengano ad una coppia
singolare. Infatti ad es. le due coppie comuni alle proiettivita
del fascio (3) e le altre due comuni a quelle del fascio (3')
hanno su Z gli stessi elementi singolari, giacché eliminando
z,, z, dalle equazioni delle proiettivitai fondamentali del fascio
(3') si perviene ancora alla (5'). Basta pensare che cié equivale
a mutare le veci di E ed H, ciod a scambiare nei coefficienti
della (5"”) i primi indici coi secondi, scambio che la lascia evi-
dentementi immutata ().

(1%) Cid risulta anche immediatamente se si osserva che la (5”) si pud
scrivere :-

o'f o*f
a“: ay, 8‘”1 a!/z
o of | =

Oz, 3y,  dx, By,

Cfr. Le Patee: Mém. sur les courbes du 3m¢ ordre, [Mém. Acad. Belg.
43;, mem. n. 7], p. 6.
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11. Dal numero precedente risulta che su ciascuna forma
ogui elemento singolare appartiene a due coppie neutre, cui &
associato da due eléementi singolari di forme diverse fra loro e
dalla data. »

In altre parole dato un elemento singolare ¢’ uno ed un
solo elemento singolare di un’altra forma che con esso costituisca
una coppia neutra, giacchd lo si determina linearmente serven-.
dosi del primo, ad es. mediante una delle proiettiviti fondamen-
tali di uno dei fasei (3), (3'), (3").

Quindi esistono e sono distinti su H e Z gli elementi sin-
golari S;, Si; S;', S’ che si accoppiano rispettivamente con

5 S, =

5 s . H

S; s’ Z
Fig. 1

quelli (distinti) S, ed S, di E. Allora la trilinearitd ammette le
terne S, S; Sy ; S, 578y, giacche alle coppie singolari S, Sy’ ed
S; S; corrisponde un elemento qualsiasi della forma rimanente.
Quindi anche S]S; & una coppia singolare perché ad essa cor-
rispondono i due elementi distinti S, ed S, (e percid anche ogni
altro elemento di ). Infine non resta altra possibilitd per 8
diversa da quella di accoppiarsi con S;.

Concludendo: si possono sempre scegliere le notazioni in
modo che gli elementi singolari S,, S;; S;, Sz; S, St si ac-
coppino com’é indicato nello schema della fig. 1. In una coppia
singolare entrano quinds solo letlere con apice ed indice diverso.

E da notare la simmetria del comportamento degli elementi
singolari SY’ ed Sy’. Per essa & lecito cambiare contemporanea-
mente- su ogni forma gli indici inferiori degli elementi singolari.
Ad ogni proprieta di S{® corrisponde percid 1’ analoga di Sy .

Siamo risaliti dalle coppie neutre agli elementi singolari.
Questi si potevano perd caratierizzare anche indipendentemente,
come quells la cui protettivila corrispondente é degenere.

Infatti qnando su ‘di una forma I’ elemento variabile cade
in un elemento singolare, la proiettivitd corrispondente degenera,
perchd 1’ elemento singolare delle altre due forme che col primo
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costituisce una coppia neutra ha I’ omologo indeterminato. Per
questa coppia nella trilineariti, per quell’ elemento nella proiet-
tivitd - allora indeterminato il corrispondente sulla terza forma.

No risulta anche che appena una terna contiene un elemento
singolare, contiene necessariamente una coppia singolare.

Le due definizioni degli elementi singolari coincidono, giac-
chd ad es. la condizione cui devono soddisfare %, e 3, perché
la proiettivita (3") sia degenere :

% G 3 ? Gy 3,
Zamzn  Lams o

& ancora la (5”)

12. Le equazioni analoghe alla (5”) degli elementi singolari
di £ o di H sono:

(5) i(am Bags— Cy3 Op)) T, %, = (Byyy Gyye — Biys Bi) 21 +
+ (3111 Bree — Gr1sOyny + U311 By — Bye Grm) T3 22+
+ (G311 Oy — Gyp ) 23 =0,

(5;) E‘. (B1r1 Gsie — Bupy Bra) Ya Y, = (Ban1 Baie —Qm am) yi +
4+ (@10 Gyee — By1y Bye + Cuyy iy — Gy Biyy) Y1 Y2 +
+ (G181 Oype — Oy) Q1) Y3 = 0.

E da notare che esse si possono ottenere (come era preve-
dibile a priori) dalla (5") scambiando una prima volta i terzi
con i primi indici e # con z, una seconda volta z con y ed i
terzi indici con i secondi. Cid equivale infatti a mutare le voci
delle forme fondamentali Z e E, Z ed H.

Il discriminante della (5") &:

A (a) = a},, a%s + (a}s a3, + ady G5 + aF1p 0F) —

(6) —2ay, am (@12 Boey + Aoy Oy + Aye Q) —
— 2 (Ay1s gsy A1 Cray + Byyp Agyy Agyy Cygy + Aoy Bige Boge ay) +

+ 4 (Q1s Qrgs Bprs @2y + 11z Bry Gy Gpse) -
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Nella sua espressione si osserva che gli addendi messi in
evidenza rimangono inalterati qualora si scambino i terzi indici
coi primi o coi secondi. Dunque anche i discriminanti della (5)
e della (5') hanno la stessa espressione (6) di quello della (5").

Cio vuol dire che se in una forma gli elementi singolars
coincidono, lo stesso accade nelle alire due.

Nel caso delle #rilinearsta reali, si pué precisare ulterior-
mente :

Se in una delle tre forme gli elementi singolari sono distinti
e reali, o distinti, ma immaginari e coniugati, o coincidenti (e
questi sono gli unici casi che si possono presentare, dato che
su ciascuna forma gli elementi singolari costituiscono una «coppia
reale »), lo stesso accade nelle altre due forme.

Chiameremo questi tre tipi di trilinearita reali rispettiva-
mente : trilinearita sperbolica, trilinearitd parabolica, trilinearita
ellittica.

Ci riserviamo perd di precisare ulteriormente quando an-
nullandosi A, cha d’ora in poi diremo il discriminante della
corrispondenza (o della forma) trilineare (1), si possono ancora
parlare di elementi singolari nel significato finora acquisito dal
termine. '

13. Alla considerazione della relazione trilineare (1) conviene
talvolta associare quella della matrice cubica (*) dei suoi 8
coefficienti ay,;

che ben si presta a porne in luce alcune simmetrie.

(#) Cfr. E. PascaL - I Determinanti, (Hoepli, 1897), pag. 241.
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Osserviamo anzitutto che le sue « facce » sono (*') i moduli
delle proiettivita fondamentali dei fasci (3), (3'), (3").
Operiamo sulle « la trasformazione lineare :

) o =) Bk,

r=12

ossia precisamente :

,

o= B¢ ( =

),

dove B=||b,.|| & la matrice della trasformazione diretta § = Bzx.

La relazione trilineare trasformata delle (1) mediante le
(8 &:

T

rfeé, v, "‘) =Zam Zpir&rykzl =
skl r

= Zl Z ot Bir & Y 21 = Z““m Epx=0,

K,

dove evidentemente i nuovi coefficienti a sono legati ai vecchi a
dalle relazioni :

Orpy == Z 3» Qg
]

che con le stesse convenzioni che in (8') possiamo scrivere con-
cisamente :

(9') “*u"—"B:}a*u-

Nelle (9') 1’ asterisco sta ad indicare 1’ indice che varia.

(%!} Eventualmente a meno del segno, se si lavora esclusivamente nel
campo reale. Se perd come reale si intende una proiettivitd tale che i coef-
ficienti della sua equazione siano proporxziomali a numeri reali, il fattore di

proporzionalitd potendo anche essere complesso, il segno del modulo non &
determinato.
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In altre parole si & posto:

(1Y)

oL =
*x ki
Olgxy

D’ altra parte & noto (**) che se ad es. si pone:

an Q3

a a =
(@n *") Qep A9y

)

tra simili determinanti si banno, conseguentemente alle (9), le
relazioni:

(10) (a*kl a*mn) :| B-—-}l (a*kl a*mn))

dove k, l; m, n sono due diverse disposizioni con ripetizione
degli indici 1, 2. Poiche |BZj| =|B|™, con riguardo alla
matrice cubica ed alla posizione che gli abbiamo dato in fig. 2,
le (10) possono espressivamente enunciarsi :

Le seztont « verticali » della matrice cubica dei coefficients
sono snvarianti di peso — 1 rispetto alle trasformazioni li-
neart delle z.

Analogamente applicanrdo alle y ed alle z delle generiche
trasformazioni lineari C e D, cioé ponendo nella (1) una volta:

2
(8") Yo =, TnTy ci0® y=Cm,

=1

ed un’ altra volta:

2
(8") = Z 3 L, ciod z=D7C,

t=1

si prova che, essendo nei due casi i coefficienti della relazione
trilineare trasformata legati ai vecchi dalle:

9 O =CT1 ayy,

(%) Cfr. ad es. CouEssarrt (1% II, pag. 8.



e risp. dalle:
(9"’) Ok 5 = D @in x
le sezioni « trasversali»
(@sry Buxs) s
e risp. « longitudinali »
(aik* ) amn*) )
della matrice cubica sono invarianti di peso — 1 rispetto alle
trasformazioni lineari delle y e delle z.

Cid poteva anche dedursi immediatamente scambiando 1’ uf-
ficio di B, H, Z.

14. Osserviamo ora che in base alle precedenti convenzioni,
le (B), ('), (") possono scriversi:

(5.) z (aﬂ*, a'sz*) Ty = 0 3

(51) Z(a*kn Q) ¥Y:=0,
Kt

(51) Z(“x*n G 4r) 22, =0.

r i

Quindi i loro coefficienti sono rispettivamente invarianti di
peso — 1 per trasformazioni lineari delle z, delle y e delle 3.

Ma A (@), discriminante comune della (5), (5'), (5”), puo
pensarsi come un’espressione omogenea di 2° grado di quei
coefficienti, e quindi & invariante di peso — 2 sia rispetto alle
trasformazioni lineari delle x, che a quelle delle y e delle 3.

Il discriminante A (a) della trilinearila & dunque un snva-
riante di peso par: di fronte alle trasformazioni lineari delle z,
delle y e delle z.

15. Siamo ora in grado di precisare che per trilinearita
generale intendiamo una trilinearita (duplosingolare, secondo
Hauck), tale che il suo discriminante sia diverso da zero.
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Diremo invece singolare una trilinearita tale che il suo
discriminante sia nullo.

Poiché i coefficienti dell’ equazione di una trilinearita sin-
golare devono soddisfare alla condizione algebrica :

(11) Aa) =0,

i suoi parametri essenziali sono 6 e non 7 come nel caso ge-
nerale. Quindi, costituendo le trilinearitd singolari un insieme
oc® di dimensione inferiore a quella della totaliti oo di tutte le
corrispondenze trilineari, risulta giustificata la qualifica di gene-
rali data alle corrispondenze non singolari.

16. Consideriamo una trilinearitd generale, di equazione :

(1) Z Qas T Y= 0.

i,k 1

Operiamo sulle z, y, z le trasformazioni lineari (8'), (8”), (8'").
Le nuove variabili § 7, { sono ancora legate trilinearmente
fra loro, e la equazione della trilinearita trasformata della (1)
mediante le (8) (*) si ottiene ponendo nella (1) stessa le espres-
sioni delle z;, yx, 2, in funzione delle trasformate &,, 7, ¢, :

Z (L29) Z Bir & Z TrsMs Z Ol = Z Z Qg Bir Trs O 6 M 6 =

ik, L r r, 8t ki
¢ = ), %ubnl =0,
r,st=12
dove
(12) Opgy = Z Qipy Btr Tks 6“ ) (7‘, S, = 17 2) .
Wk,4=1,2

(#3) Ciod, se si pensano le (8), (8"), (8”) come proiettiviti da E, H, Z
ad altre forme E H' Z° (eventualmente sovrapposte alle precedenti), quella
che conseguentemente alla (1) lega gli elementi E, v, § corrispondenti di z,y, .
Se le (8), 8'), (8"") si pensano come trasformazioni di coordinate, cioé se
s yp %1 © Er Ms G sono le coordinate di una stessa terna riferita a due dif-
ferenti sistemi, la trilinearita rimane la stessa, e quello che si trasforma

(formalmente come nella prima accezione) é la forma della sua equazione.
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Confrontando la (12} con la (1) si riconosce che si ha
., =0 quando gli elementi «fondamentali» (*) (B, B,
{(Tisy Y2u)y (81, Oy) della trasformazione (8) costituiscono una
terna della vecchia trilinearitad (1).

Poich® le (8) sono arbitrarie poniamone gli elementi fonda-
mentali (B, Ba)s (Tisy Yos)y (Bre, 92) rispettivamente negli ele-
menti singolari S,, S,, S¢ di E, H, Z. Nel caso da noi sup-
posto che la trilinearita (1) sia generale, i sei elementi singolari
di E, H, Z formano le terne:

S.SISU SiSiSY S.SiSU S.SIS! S,SISY S,SiS!
ed esse sole. Quindi nella (1’) sono nulli i coefficienti :

Oygey Oig1y Ongy Oenny Ogisy  OGap
ciod essa & del tipo:
(13) oy & Ui G+ O & 'ﬂe L=0.

Con una ulteriore trasformazione del tipo

El=amé &= —mb

su una delle tre coppie di variabili la si pud ridurre addirittura '
alla forma canonica principale :

(13') . MG —&Mele=0.

Viceversa ogni corrispondenza trilineare la cui equazione
sia del tipo (13’) & generale, ed in essa gli elementi fondamen-
tali (1, 0), (0, 1) delle tre forme sono gli elementi singolari
Siy, Se; S1, Si; Sy, Si'. Inoltre i tre elementi unita costitui-
scono una terna di elementi corrispondenti,

(*) Cioé, se si pensano le (8) come proiettivita, quelli che hanno per
corrigpondenti gli elementi fondamentali delle coordinate ; se si pensano le
(8) come trasformazioni di coordinate, gli elementi fondamentali del nuovo
sistema.

2
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Se gli elementi fondamentali, cio® corrispondenti di:
Eomyb=1; &,%,6=0, G, 4L=0; &, %, L=1)

si pongono ancora negli elementi singolari S', ma non nella
maniera dichiarata sopra, si giunge ancora ad una forma ridotta,
che differisce dalla (13) per uno o piu scambi tra i due termins
degli indici di egual posto.

17 Noti gli elementi singolari ed una terna. U, U’ U" di
una trilinearita generale, se assumiamo quelli come elementi
fondamentali e gli elementi di questa come elementi unitd sulle
tre forme, la sua equazione deve ridursi al tipo (23), anzi do-
vendo essere oy;; = — Oy, addirittura al tipo (13’). Quindi »
determinata ed wunica la trilinearitd di cui siano dati gli ele-
menti singolari ed una terna di elementi corrispondenti.

In coordinate non omogenee la (13’) si scrive:

(13) Ent=1.

Per quanto precede e per note (*) proprieta dei birapporti,
la (13") si pud scrivere:

(149 (PP,UX) (P,P,U'Y) (P/P/U"Z) =1,

dove P,, P,; P;, P;; P, Py sono gli elementi singolari ed
U U, U"; X, Y, Z due terne qualsiasi di elementi corri-
spondenti della trilinearita generale data (*).

La (14), che & indipendente dalle trasformazioni proiettive
di E, H, Z, pud anche servire per una definizione sintetica
della trilinearita generale. In particolare da essa risultano le
proprietd gia note degli elementi singolari, alle quali la (14)
conferma il carattere dell’ invarianza di fronte alle proiettivita
di  H, Z.

(*) Cfr. Comessarri, op. cit., 1I, pag. 14.
(26) Questa proprieti, gid nota all’ Aveusrt (%), & elegantemente dimo-
strata dallo Scuuserr (%), pag. 460.
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18. Data una trilinearita generale, per determinare le tra-
sformazioni proiettive dei sostegni che la mutano nella trilinea-
ritd (13') occorre dunque e basta conoscere le coordinate dei
suoi elementi singolari. Queste si ottengono, dopo aver risolto
una delle equazioni quadratiche (5), mediante operazioni lineari
sulle sue radici. '

Quindi nel campo complesso tutte le trilinearita generali
sono proiettivamente () equivalenti.

Infatti, se B, C, D e B, C’' D' sono le proiettivita di
E, H, Z che trasformano in quella di equazione (13’) rispetti-
vamente due trilinearita generali I, e 7,, le trasformazioni
B~'.B, C"'-C, D'7'-D mutano T} in T,.

19. Per le trilinearita reali ld possibilitd della riduzione a
forma canonica mediante trasformazioni di coordinate (a coef-
ficienti) reali, ciod la possibilita di essere trasformate nella (13’)
mediante proiettivita “Teali, dipende dalla sola irrazionaliti qua-
dratica che si introduce risolvendo una delle (5), ed in definitiva
dal segno positivo o meno del loro discriminante comune A () (*).

Abbiamo dimostrato che A (a) & un invariante fondamentale
di peso pari di fronte alle trasformazioni proiettive. Se si tratta
di proiettivita reali, i loro moduli sono necessariamente dei
numeri reali. Ma allora i quadrati dei moduli sono sempre po-
sitivi, assieme ai loro inversi. Quindi 2l segno del discriminante
di una trilinearita reale & invariante di fronte alle proiettivitd
reali. Possiamo percid affermare che condizione necessaria per-
chd due trilinearita generali siano equivalenti rispetto alle proiet-
tivita reali & che i loro discriminanti abbiano lo stesso segno.

Vogliamo far vedere che questa condizione & anche sufficiente.

Consideriamo dapprima il caso di due ¢rilinearita iperboli-
che Ty e T,. Allora le coordinate dei punti singolari sono reali,
e quindi mediante proiettivita reali 7} e 7, possono trasformarsi

(¥) Ciod di fronte alle trasf. proiettive dei sostegni (che si immaginano
distinti) in sé.

(*8) Il segno di A(a), come risulta dalla sua espressione (6), non di-
pende dal fattore di proporzionalita a meno del quale i coefficienti della (1)
sono determinati.
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nella trilinearita (13'). Ma in tal caso si dimostra come in ge-
nerale che esistono, e sono reali, le proiettiviti che mutano 7}
in 7;.

In altre parole T, e 7, sono equivalenti fra loro difronte
alle proiettivita reali, in quanto lo sono singolarmente alla (13'),
ciod all’unica e determinata trilinearitd (reale) che abbia gli
elementi singolari S\ nei punti fondamentali P{? delle coordi-
nate, ed in cui gli elementi unitd si corrispondano.

20. Consideriamo ora il caso delle trilinearita ellittiche.

Se 7' & una tale trilinearita, per la definizione di discrimi-
nante, dalle (5) si ricava che su ciascuna forma le coordinate
non omogenee dei suoi elementi singolari sono immaginarie e
coniugate.

Quelle omogenee sono :

xl=a;iibl y1= a,iibg zl=a3iib3
(15) ) ) )

T, =0 Y2 =0 Zy= 04

dove a,, b;, ¢; sono numeri reali.
Poiché 7T & reale ammette sempre almeno una terna reale.
Con opportune trasformazioni proiettive reali trasformiamola nella
terna dei punti fondamentali P,, P:, P; delle tre forme.
Successivamente con le proiettivita reali ;

=02 —a %, T =CY —QY; 1= €33, —033%»

16 S
( ) &= by xs Ne = b, Ys ’ L= bs 2,

trasformiamo i punti singolari nei punti di coordinate (4 ¢, 1).
Le (16) lasciano fissi P, P;,, P.’. In definitiva siamo

venuti a riconoscere che ogni trilinearita ellittica & equivalente
a (puo trasformarsi con proiettivitd reali in) quella unica e de-
terminata avente gli elementi singolari S{’, S{ negli elementi
(44, 1), e in cui si corrispondono anche gli elementi impropri
I,, P;, P;. Quindi tutte le trilinearita ellittiche sono equiva-
lenti di fronte alle proiettivitd reali.

Quanto precede, se le trasformazioni proiettive che vi inter-
vengono si pensano come trasformazioni di coordinate, ci per-



21

mette di dare, ricorrendo alla (14), una forma ridotta a cui nel
campo reale si possono ridurre le equazioni di tutte le trilinea-
rita ellittiche. Infatti, nel nostro caso, usando coordinate non
omogenee, la (14) diviene:

(¢, —2, ©, § (4, —¢, ©, ) ({, —¢, 0,8 =1,

RSN
m—i¢ C—i

+t 1,
—

SIr g

che ridotta a forma intera si scrive:
(17) En+nt+CE=1.

E da notare che il ragionamento precedente cadrebbe in
difetto quando nelle (15) fosse nullo uno dei ¢, (k =1, 2, 3).
Ma cid non pud essere, ché appena un elemento singolare fosse
improprio, sarebbe reale, e quindi la trilinearita non potrebbe
essere ellittica.

21. Interpretiamo le variabili che compaiono nella equazione
della trilinearita :

Wy Xy Y1 By F Qo Lo Yy By Quoy Ty Yo 31+ i By Y1 B2 F Qs Xy Y2 35 -

+ Qg1 X Y, Tp A Aon T3 Y2 31 + Aoy T Yo 52 =0

come ascisse omogenee nelle tre forme E, H, Z, e cerchiamo
di determinare le pil notevoli proprieta della corrispondenza
che rimangono invariate di fronte alle trasformazioni lineari
(cambiamenti di ascisse o similitudini) che lasciano fisso I’ ele-
mento improprio del riferimento.

Queste proprieta chiameremo metriche, e per esse adotteremo
il linguaggio della geometria metrica.

Ad es., poiché & sempre vero che 1’annullarsi di un coef-
ficiente a;,, esprime la condizione necessaria e sufficiente che
nella trilinearita si corrispondano gli elementi fondamentali
P, P, P’ (4, k1 =1,2)di E H,Z, cosi la relazione a,, =0
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che esprime il corrispondersi degli elementi impropri sara me-
tricamente invariante nel senso suddetto.
Bi osservi anzitutto che la (14) pud scriversi:

(5:5.0) (SiSU) (S S U)_,
(5:.8:X) SS:Y) (Ssvz)

dove ogni parentesi indica come al solito il rapporto semplice
della terna ordinata che contiene (*¥).

Se immaginiamo la trilineariti generale determinata me-
diante i suoi elementi singolari e la terna U U’ U”, ogni altra
terna X Y Z & astretta dalla relazione :

(14) ($:S: X) (S1S:Y) (S Sy 2) =K,
dove evidentemente :

(14") K= (S50 (S.S.U") (S!S U").

Come la (14) esprime la proprieti proiettiva fondamentale
della corrispondenza trilineare generale, cosi la (14'), attesa 1’in-
varianza dei rapporti semplici che vi compaiono di fronte alle
similitudini, ne & la relazioné¢ metrica fondamentale e caratte-
ristica.

22. Di quei rapporti non si altera il valore se si opera
sulle forme una similitudine od un cambiamento di ascisse,
quindi K pud pensarsi come un invariante metrico fondamentale
della trilinearita generale.

Lo diremo con Hauck caratteristica della corrispondenza.

Perché i rapporti semplici che compaiono nella (14) abbiano
un valore determinato, occorre fissare a priori quale dei due
elementi singolari si debba su ciascuna forma chiamare S}’ e
quale S{?. Tuttavia, come abbiamo gia osservato al n. 11, e

come viene confermato dalla (14'), & in nostro potere scambiare
contemporaneamente gli indici degli elementi singolari di ciascuna

(*) Cfr. ad es. per la retta: Commssarrr (17), I, pag. 7.
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forma, senza che la trilinearita venga alterata. Infatti se X Y Z
© una terna della trilinearita 7' determinata (n. 17) dagli ele-
menti singolari S, S;, S1S;, SI'S:; e dalla terna U, U, U”,
essa soddisfera alla (14’), essendo K dato dalla (14”).

Mutando contemporaneamente 1’ufficio dei due elementi sin-
golari di ogni sostegno, la (14') diviene:

’ . ’ 7’ "’ 1
(Sg S] X) (Sg Sl Y) (Sg Sl Z)= f.

Inoltre la (14”) porge :

1 N ! 1 VTN ”
f=(5sbl U) (S; S U") (S¢S} U").

Dunque XY Z & anche una terna della trilinearita 7" de-
terminata dagli elementi singolari S, S;, S;S;, S’ Sy (nell’ or-
dine) e dalla terna U U’ U"”. Percid T e T coincidono terna a
terna, come volevamo dimostrare.

Abbiamo veduto che con lo scambio contemporaneo degli
indici degli elementi singolari di ciascuna forma il valore della
caratteristica K si muta nel suo reciproco -Ilf Da quanto pre-
cede risulta quindi che & vero che la caratteristica si pud as-
sumere come invariante metrico, ma cid non va inteso nel senso
di una corrispondenza biunivoca tra i tipi metricamente distinii
di trilinearita generali ed i suoi valori, in quanto che ad una
stessa omografia trilineare pertingono i due valori diversi K ed

% (ed essi soli).

Vi sono percid o' tipi di trilinearitd metricamente distinte,
in corrispondenza [1, 2] coi valori di K. Non & perd detto che
tutte le trilinearita di un tipo siano metricamente equivalenti,
come vedremo in seguito.

23. Il significato geometrico della caratteristica lo si con-
segue dalla (14'), osservando che quando si fanno tendere due
elementi della terna corrispondente, ad es. ¥ e Z, all’ elemento
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improprio, allora i rapporti relativi tendono a 1’ unitd. Quindi,
se chiamiamo elemento di fuga su ciascuna forma 1’ elemento
corrispondente agli elementi impropri delle altre due (*), avremo:

Il rapporto semplice degli elemenii singolari e dell ele-
mento di fuga di ognuna delle tre forme é costante ed uguale
alla caratteristica.

)

E da notare che I’ indeterminazione dell’ ordine in cui sk
debbono prendere gli elementi singolari non pregiudica, per
guanto precede, il valore dell’ enunciato.

Dalla (14'), che si pud anche assumere come definizione
per le trilinearitd generali, risultano in particolare immediata-
mente le pote proprieta degli elementi singolari.

Di piu, se ad es. Y, e Z, sono i coniugati armonici di ¥

7’

e di Z rispetto alle coppie SiS:, Sy’ S:, allora com’& noto (*'):

(S185:Y)=—(S1S: Y1), (SI'S2)=—(SS2).

Dunque :
(S$18:X) (S18:Yy) (SY 8 Z) =K.

Quindi, se due elementi di forme diverse sono associati ad
un elemento della terza forma, lo sono anche i loro coniugati
armonici rispetto agli elementi singolari.

E evidente che questa proprieta ha carattere proiettivo piut-
tosto che metrico. Cosl la si poteva ricavare anche facilmente

dalla (14).

24. Nel caso delle trilinearita reali, poiché queste ammettono
sempre (almeno) una terna reale, dalla (14), o dal teorema del
n. prec. sugli elementi di fuga (che sono reali come corrispon-
denti di elementi reali) si ricava che la caratteristica & sempre
reale nelle trilinearita dperboliche, e pud essere reale o immagi-
naria nel caso delle ellittiche.

In questa ultima alternativa, poiché le ascisse degli elementi

singolari di ciascuna forma sono immaginarie e coniugate, K &

(3 Cfr. Hauck (11), pag. 32.
(31) Cfr. Couessarrr (1), II, pag. 22.



.a—b X
un numero complesso del tipo > dove @ & realee b &
a —

il coniugato di & (*).
Scambiando contemporaneamente i nomi degli elementi sin-

) ) . a—b 1 = . .
golari, K si muta in: Pyl K, dove K & il coniu-
gato di K.

Dunque : KK=1.

Quindi nelle trilinearita iperboliche la caratteristica & sempre

reale, in quelle ellittiche se & reale vale + 1, se ¢ immaginaria

¢ un numero complesso di modulo 1 del tipo e=™. In tal caso

anche il suo coniugato ¢~™ pud pensarsi come la caratteristica
dello stesso tipo di trilinearita.

25. Particolarmente notevole per la simmetria della rela-
zione (14') rispetto agli elementi singolari & il caso in cui sia
K=+1

Se K= —1 risulta immediatamente dalla definizione che
su ogni forma il punto di fuga & il coniugato armonico del-
I’ elemento improprio rispetto ai due elementi singolari.

Se K=+1 e gli elementi singolari di una forma sono
(distinti e) propri, di coordinate non omogenee a e b, le coor-
dinate x,, z; dell’ elemento di fuga relativo soddisferanno alla

condizione (®) :

I—ax, =x, —bx,.

Quindi, dovra essere: z, =0, e 1’ elemento di fuga sara
improprio (a meno che non sia indeterminato (*)).
Viceversa, se gli elementi singolari di una forma sono (di-

(®®) Cid esprime il teorema sugli elementi di fuga enunciato al n. 23.

(3) Cfr. nota (*).

(34) Se fosse indeterminato, gli elementi impropri delle altre due forme
costituirebbero una coppia singolare. Allora sarebbe indeterminata anche la
caratteristica. (Cfr. n. 30, 6).
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stinti e) propri e 1’elemento di fuga relativo & determinato e
improprio, allora la caratteristica & uguale ad 1 (¥).

Dunque quando gli elementi singolari della corrispondenza
sono almeno su di una forma (distinti e) propri, condizione ne-
cessaria e sufficiente perché gli elementi impropri si corrispon-
dano & che sia K =1 (¥).

26. Da quanto vedremo trattando i casi pill notevoli di cor-
rispondenze metricamente specializzate, risulta che quando qual-
cuno degli elementi singolari & improprio la eguaglianza (%)
della caratteristica, sebbene per quanto precede sia necessaria,
non & viceversa condizione sufficiente per 1’ equivalenza metrica
di due trilinearitd generali (complesse).

Invece quando gli elementi singolari sono (distinti e) propri,
e quindi la caratteristica é diversa da zxero, U’ uguaglianza
della caratteristica é condizione mecessaria e sufficiente per
I’ equivalenza metrica.

Che sia necessaria, gid si sa. Per la sufficienza osserviamo
che, trasformati gli elementi singolari S,, S7, S{'; S., S:, SY
di due trilinearita aventi la medesima caratteristica K negli
elementi delle tre forme rispettivamente di coordinate non omo-
genee a,, Gy, a3; b, by, b3 (¥), le coordinate z,, 2,5 ¥, ¥
%, % di una terna generica della trasformata tanto dell’una
che dell’ altra corrispondenza soddisfano alla relazione (14'):

Ly— Ty Y — Qs Yy .%1—03%: K
T, —bixy Y—byy: % — by

(3) Inoltre nessuno degli altri due elementi impropri pué essere sin-
golare (Cfr. nota (%)),

(38) In tal caso anche gli elementi singolari delle altre due forme sono
propri.

(3" Qui ed in seguito, quando si parla di eguaglianza della caratteri-
stica di due trilinearitd, va inteso che le due caratteristiche possono anche
essere una reciproca dell’altra.

(3®) Cid si pud fare con sole similitudini, poiché gli elementi singolari
S0no propri.
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Cio vuol dire che ambedue sono metricamente equivalenti alla
trilinearita di equazione :

Q1—K)x, 12— (@ — Kb) 23 4151 — (ay — K bg) 2 52, —
— (@3- Kbs) 2,91 %2 + (@203 Kby bs) 2, Y3 %3 + (@103~ Kby bg) xy 9, %5 +
(18) +(@a;— Kby by) wyysx,— (@ @05 — Kby by bs) 2, 32, = 0.

27. Poiché il segno di A(a) & invariante di fronte a tutte le
proiettivita reali (n. 20), lo sara anche di fronte alle similitudini.
Quindi, se restringiamo le nostre considerazioni al campo reale,
converra distinguere il caso iperbolico dal caso ellittico.

Poiché con similitudini reali & sempre possibile trasformare
su ciascuna forma due elementi reali in altri due prefissati e
reali, tutte le trilinearitd iperboliche cogli elementi singolari
propri e di caratteristica K sono equivalenti fra loro ed a quella
che ha gli elementi singolari S’ ed S negli elementi di coor-
dinate :

ai=0’ b.i=l (j—_‘l’ 2, 3),

e la cui equazione omogenea & (n. 26):

AI—=K)zyyy 2+ Kz 120+ 2 Y 20 + 21091 %5) —

— K (2, Ys%s + T2 Y1 %2 + %2 Yo%) + Ky, 2,=0,

dove K & reale e diverso da zero. In coordinate non omogenee:

(18") KKZ?/%+?/%+wx+xy-—x—y—x+1==0.

La forma del primo coefficiente conferma I’ ultimo enunciato
del n. 25.

Analogamente le trilinearita ellittiche di caratteristica K = e®
sono tutte equivalenti fra loro e a quella in cui le coordinate
degli elementi singolari sono :

tv=+i by—=—3 (k=1,2, 3).



Infatti vale anche qui il risultato conseguito al n. 20, dove

le (16) sono appunto similitudini.
Le sue equazioni omogenea e non omogenea sono (n. 26):

(L—e®)r, 2, — i (14 ) (o121 + 1Yo 1+ 2 Y1 %5) —
— (1_ei0) (2 ;Ilzxz + %+ xzyle) + 7;(1 + 3i0) TeYs%e =10 y

(1—e®)zyx —i (1 + ) (yx + 2z + ry)—
(18") A
—(l—e®)@4+y+2)+i(l+ e =0.

E da notare perd, poiché la caratteristica di una trilinearita
iperbolica & sempre reale e quella di una ellittica sempre im-
maginaria, a meno che non sia =+ 1, che i due casi interferi-
scono solo per K= =1 (cfr. n. 34).

28. Non abbiamo ancora considerato il caso in cui qualcuno
degli elementi singolari sia improprio. In questo, come anche
in quello gid implicitamente trattato, che la terna impropria
senza contenere elementi singolari appartenga alla trilinearita,
chiameremo la corrispondenza metricamente specializzata o
speciale.

Torna opportuno ricordare che (cfr. ultima linea del n. 20)
quando uno degli elementi singolari & improprio, e la trilinearita
& generale e reale, non pud essere che iperbolica. Quindi le
considerazioni che faremo sulle corrispondenze speciali e le loro
equazioni ridotte, ottenute di solito trasformando gli elementi
singolari propri in elementi reali (*), valgono anche ne] campo
reale.

Poiche le similitudini sono caratterizzate dalla proprieta di
lasciar fissi gli ‘elementi impropri delle ccordinate, cosi saranno in-
varianti le eventuali proprieta della corrispondenza relative ad essi.

Da questo punto di vista possiamo distinguere i seguenti
tipi essenzialmente distinti di corrispondenze speciali metricamente
equivalenti :

(3%) Anche le (18), qualora le trasformazioni lineari che vi intervengono
si pensino come cambiamenti del sistema di ascisse, assumono il significato
di equazioni ridette nel campo metrico.
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29. A) I tre elementi impropri sono singolari e :

@) non costituiscono fra loro alcuna coppia singolare.
Chiamatili Syon, Sign, Siep Si pud sempre con una simili-
tudine trasformare S,, S;, S; negli elementi fondamentali P,,
P;, P/, e porre nell’ elemento unitd di una forma il corrispon-
dente degli elementi unitd delle altre due. Sappiamo che allora la
trilinearita si trasforma in quella di equazione:

(19) Xy Yy X, =Ty Ys %g-

Dalla (14') si riconosce che come valore della caratteristica
pud assumersi indifferentemente O oppure .

b) costituiscono due coppie singolari.

Possiamo sempre chiamarli, scambiando eventualmente 1’ uf-
ficio delle forme e gl’ indici degli elementi singolari di ciascuna
forma: Sio, Sioos Sieo -

Allora trasformando S, S; S; , rispettivamente in P;, P;, P,
e spostando come in a) uno degli elementi unitd, si pud trasfor-

mare la_trilinearitd in quella di equazione omogenea :
(19') Lo Y1 % =T, Yp %,

che si ottiene, com’é richiesto dal ragionamento, scambiando
nella (19) i primi indici dei due termini.

Su due forme il punto di fuga & indeterminato.

Anche in questo caso, metricamente distinto dal precedente,

1
K=w’ T=O.

30. B) Dei tre elementi impropri due sono singolaﬁ e:

a) non costituiscono una coppia singolare.
Possiamo sempre supporre che siano S, ed S .
Allora, trasformati S;, S;, 8 in P,, P;, Py si riconosce
che si annullano i coefficienti cogli indici:

121 122 112 211 212.
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La equazione della trasformata & quindi del tipo:

Gy Ty Yy %y Oagy Ta Ys %y + Qoge Xp Yo %3 =0 )

ma trasformando S}’ nell’ elemento uniti di Z ed una coppia
della proiettivita corrispondente a P;" nella coppia degli elementi

-

unitd di E ed H, si ottengono altresi le condizioni :
Qe + Gge = 0 Qyy + G =0,
che la riducono alla forma:

(20) Ly Y% — Y %+ Ly Y 2a= 0.

La caratteristica & anche ora uguale a zero, oppure ad .

b) Costituiscono una coppia singolare.

Possiamo sempre supporre che si tratti di S, ed Siep .

Allora, trasformati S,, S;, 8 in P, P;, P;/, due elementi
corrispondenti a P;’ negli elementi unita U ed U’ di E e di H
ed S; nell’elemento unitd di Z, si vede che nella equazione
della trilinearitd trasformata si annullano i coefficienti aventi
gli indici:

111 112 212 221 222.

Inoltre, dovendo essere :
iy + G == 0, Ay + Gy =0,

essa si riduce alla forma :
(20°) Zatha — 0 Ye %+ Tr Yz = 0.

La caratteristica & indeterminata, come risulta dalla (14').
In due forme !’ elemento di faga & improprio, nella terza inde-
terminato.

31. C) Dei tre elementi impropri solo uno & singolare.
Possiamo sempre supporre che si tratti di S, .
Allora possiamo mediante opportune similitudini trasformare
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la nostra trilinearitd ad es. in quella unica e determinata che ha
gli elementi singolari S,, S,, S in P,, P., Py ed in cui
I’ elemento di fuga di E & 1’ elemento wunitd, mentre nelle altre
due forme gli elementi unitd coincidono con §;, S;’. Nelle sua

equazione mancano i coefficienti dagli indici:
121 122 222 212.
Inoltre, dovendo essere :

ay + gy =0 ay -+ @y =0 Ay1 + Ay = 0,

£y

essa & del tipo:
(21) T — Lo lh 2 — T %+ Ly =0.

Anche per questo tipo di trilinearitd si riconosce che K =0,
oppure .

32. Degli elementi impropri nessuno & singolare, ma costi-
tuiscono una terna della corrispondenza.

In questo caso sappiamo (n. 25) che la caratteristica della
corrispondenza & uguale ad 1. Inoltre vale il teorema del n. 26.
Percid nel campo complesso tutte le corrispondenze di questo
tipo sono metricamente equivalenti fra loro ed in particolare a

quella di equazione non omogenea :
(22) yr+rxt+rcy—r—y—r1+1=0,

che si ottiene dalla (18’) per K= 1. Si pud pervenire ad una
forma ridotta () pit semplice ponendo gli elementi singolari
S, 81, 85 8, 8, S rispettivamente negli elementi unitd ed
in Py, P;, P;. Allora si annullano i coefficienti dagli indici :

111 221 222 212.
Inoltre, dovendo essere :
Uy + Oy =0, Aoy + Ay = 0, Qe + Ay

(#49) Cfr. n. (%).
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essa & del tipo:
(22) T — T Y — T Y1 %+ LY ke = 0.

Data la asimmetria del procedimento & chiaro che rappre-
sentano lo stesso caso di trilinearitd metricamente specializzata
le equazioni che si ottengono dalla (22') cambiando una volta
x con y ed un’altra volta z con x.

Ad una equazione caratteristica simmetrica si pud giungere
prendendo come P,, Py, P, tre elementi tali che a due di essi
corrisponda sempre sulla terza forma 1’ elemento improprio.

Allora si annullano i coefficienti dagli indici :

111 122 212 221.

Se poi si scelgono anche gli elementi unita in modo che a
due di essi corrisponda sempre sulla terza forma 1’elemento P§?,
devono essere soddisfatte le relazioni :

Aoy + Gooe =0 Biz1 + Ay = 0 Qe + Ay, =0,
per modo che I’ equazione trasformata & del tipo:

A+ Tk T Y12 — Ty %= 0,
cioe :
(22") yrx+rx+zrxy—1=0.

33. Tale riduzione & subordinata alla risoluzione del problema:

Dati tre elementi 4, 4’, A” di forme diverse, determinare
altri tre elementi B, B, B”, anch’ essi di forme diverse e tali
che in una trilinearita data a B’ B'', BB", BB' corrispondano
rispettivamente 4, 4’, 4”.

Questo problema & in generale risolubile ed ammette due
soluzioni.

Infatti ad es. si pud pensare che nella trilinearita ad 4
corrisponde una proiettivita «; di H e Z, e ad 4" una proiet-
tivita w3 di E ed H. Esse generano, associando le coppie di
elementi omologhi in E e in Z allo stesso elemento di H, una
proiettivita . tra E e Z. Anche ad A’ & associata una proiet-
tivitd «, tra E e Z, che ha due coppie (in generale distinte)
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B,, B!; B,, B in comune con . Ognuna di esse porge as-
sieme all’ elemento B; o B, corrispondente in =, su H a B, o
risp. a B, (e quindi in =, a By, By) una terna di quelle cercate.

Nel ragionamento abbiamo dato alla forma H una posizione
particolare. A prima vista sembrerebbe che scambiando I’ ufficio
di H con Z o con E si potessero ottenere altre quattro soluzioni.
Ma si riconosce immediatamente che non sono distinte dalle due
precedenti.

Consegue dal penultimo alinea del n. 23 che gli elementi
di una delle due soluzioni sono coniugati armonici di quelli del-
I’ altra rispdtto agli elementi singolari dei relativi sostegni.

Il problema cosi posto & quadratico, come quello della ri-
cerca delle coppie comuni a due proiettivita. Nel caso perd che
AA'A" si corrispondano nella trilinearitd, poichd una soluzione
® la terna A A' A" stessa, il problema diviene lineare e gli ele-
menti incogniti sono i coniugati armonici di A A’ A" rispetto
‘agli elementi singolari,

33.%  Analiticamente, se con &, ., {2, &, I=1, 2) si
indicano le coordinate di A, A’, A", e con z;, ¥, %, quelle di
B, B, B", queste ultime devono essere tali da soddisfare con-
temporaneamente alle relazioni :

Tag &Lypri=0
(23) L G T N %o =0 (2 By lymym 0,7, 8, t =1, 2).
. 2(1,.”111,. ?/.C¢=0
Eliminando dalle prime due il rapporto % si ottiene:
A

Lau & Yx Lay, & Yr 0
=V,
2 amnl Tp nn - 2 amnl xm nn
ciod:
S T Yr Ec. b N (Birt Crns — Ting Q) =0,
i

Ys

Eliminando tra questa e la terza delle (23), che si

pud scrivere :

xsy:sr.tmrccarn':o)
I
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- . . x
si ottiene la seguente equazione quadratica in x = —x—‘:
£

i1l Tone = i1z Bnmy A1 Crunz = Qigy By

24) S,z B bl | =0.
(24) n
mr Nt

Ay Ay

Le sue due radici sostituite nella 22 e sulla 3% delle (23)

porgono linearmente i valori di y= % e x= %— che sod-
2 2

disfano al problema. Dunque esso ammette due soluzions.
Inoltre & facile vedere che i¢ra queste vi é la stessa (£, 7, ()}

quando A, A', A" si corrispondono nella trilineariti. Infatti,

posti ad es. A, A', A" nell’elemento (0, 1) di ciascuna forma,

nella (24) scompaiono i termini in cui non sia ¢ =n=1t=2.
Quindi, a meno del fatt. cost. &, §;, la (24) si scrive:

Qg11 Amgs = Og1p Aoy Agey Tpgg = Asgz A gy

Q12 A2

(25)  Zm,Tw T, I =0,

ed il suo termine noto (coefficiente di a3)

Qg1 Ggse — U313 Aggy 0
Ay (2%

si annulla appunto quando & ass = 0, cio® quando A4, A’, A"
si corrispondono.

34. Consideriamo ora le cose nel campo reale. Secondo
quanto si & gia osservato al n. 28, poiché i casi A), B), C)
conducono sempre a trilinearitd iperboliche, per esse i ragiona-
menti fatti e le formule ridotte ricavate ponendo gli elementi
singolari negli elementi reali (1, 1) e (0, 1) sono ancora validi.

Percio il caso A) da laogo a due tipi di trilinearita iper-
boliche essenzialmente distinte, le cui equazioni si possono con
soli cambiamenti reali di ascisse ridurre (*) ai tipi (19), (19'),

(41) Cid infatti equivale a dire che tutte le trilinearitd di ciascun tipo
sono nel campo reale metricamente equivalenti a quelle di equazioni (19),
(19'). Analogamente per gli altri casi. Cfr. nota (%9).
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ossia in coordinate non omogenee :

(19) zyzr—1=0,
(19 yr—zx=0.

Analogamente per il caso B), di cui i due tipi metricamente
distinti hanno le seguenti equazioni ridotte non omogenee :

(20) zyr—z+1=0
(20%) yr—zxx+x=0,

Lo stesso dicasi per C), che da luogo ad un solo tipo es-
senzialmente distinto di trilinearita iperbolica, di equazione ri-
dotta non omogenea : ’

(21) zyz—yr—axy+2=0.

Invece per D) occorre distinguere il caso iperbolico da
quello ellittico. Infatti, mentre in quello iperbolico vale la
(18'), e quindi la trilinearitd pud trasformarsi realmente nella
(22), in quello ellittico ¢id non & possibile. Analogamente, poiche
occorre anche allora portare gli elementi singolari negli elementi
reali (1, 1) e (0, 1), pure la (22') pud conseguirsi solo nel caso
iperbolico. In coordinate non omogenee si scrive:

(22") yr—zz—zxy +1=0.
Nel caso ellittico, per e = 1,.1a (18") fornisce :
(22") yz+zx+zry—1=0,

che manifestamente coincide con la (22') del n. 32.

Dunque il procedimento seguito per ottenerla & equivalente
a quello usato per ottenere la (18"), basato sul trasporto degli
elementi singolari nei punti di coordinate =+ ¢; percid non &
effettuabile realmente nel caso delle trilineatita iperboliche.
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Cid significa che anche gli elementi in cui si devono portare
gli elementi unitd per ottenere la (22") hanno coordinate reali
nel caso ellittico, ed immaginarie nel caso iperbolico (*).

La (22') e la (22”) possono quindi pensarsi come le equa-
zioni ridotte dei due tipi metricamente distinti di fronte alle tra-
sformazioni metriche reali, cui ci da luogo il caso D). La
caratteristica tanto in un tipo come nell’ altro vale sempre 1.

(*) Cio risulta immediatamente -dalla (25) del n. 33 %is, Infatti, scelti
{come si pué fare in un sol modo (n. 33%s), e quindi realmente] gli ele-
menti (0, 1) delle tre forme come al n. 32, nella equazione della trilinearita
sard &ncora :

(26) Gy = Gygp = Gggp = Ggpy = 0.
Quindi pei la (6) del n. 12 il discriminante A(as) sara dato dalla :
A(G) = 4a,450y9 Oy Gyse -
Inoltre la (25) del n. 33%* si scrive, tenendo presenti le (26) :

G211 Gmee — Gz G2l
zmr%zr =0_

In essa & nullo il coefficiente B di z, #,. Quelli 4 di 4] e C di 23 sono:
4 =ans 6121 aes
C=asn C:u
Il discriminante D della (25) assume quindi la forma :
D = — 4 s G Ogy Ga = — am A (a),

ed & percio nel campo reale sempre di segno opposto a quello di A (a).
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Caritoro II.

Jorrispondenze trilineari singolari e degeneri.

35. Andiamo a considerare il caso finora escluso delle tri-
linearita singolari cioé tali che sia: A(a)=0.

Supponiamo dapprima che la forma trilineare sia ridu-
cibile, e si spezzi in due fattori in una delle tre maniere
seguenti :

(1 f=(z+81%) (M %+ 8%+ aye 2+ P1Y:%)
(2) = (ay +Bs9) (’ha"lxl"'a:xlxt-l's!x"xl-"' P2 T3 Xs)

3) = (as2 +Bs%s) (Ts1 91+ 071 Ys + s T2 ¥y + Paa ) -

Nel primo caso si ha:

an =7
Ay =Bn
Ay =01 6
Qe = oy &,
Qos = 03 P
Ong = B &
Oy = By &,
O = P19y

ossia, non essendo nulli entrambi «, e B, e avendosi:

@y B —ago =0
(4) AP — Gma; =0

G Bi— a2, =0

O — Qe =0,

deve essere :

(5

@G Gy G Gy II

=0,
. Am Gy Qe Qg
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ciod sono nulle (tre sezioni verticali indipendenti, e quindi) tutte
le sezioni verticali della matrice cubica della forma trilineare
data (cfr. n. 13). Inoltre & nullo A(a) (n. 14), e quindi la tri-
linearita & singolare.

Viceversa, se sussiste la (5) (la trilinearitd & singolare;
inoltre) sono risolubili le (4), ed -,, B, non sono contempora-
neamente nulli. Si pud sempre supporre che sia a,4 0. Allora,

posto : . -i—‘ =r,
1
si ha:
Qo p = Thyyy (kv l=1,2),

f(xyx)”_' Zaﬁklxiykzt’:xl Zamywri—

ikl k, 1

+ T, Zam Yo %y = (T + Txy) Zam?h .
Kl

Dunque f & riducibile e del tipo (1).
Analogamente, I’ annullarsi delle sezioni transversali:

QG A G @

(6) 11 1 1 212 — 0 ,
Qygy Qg (hge  Oage

o delle longitudinali :
a a a a

@ m 121 .21 211 =0,
Az Gz Qege A3z ||

& condizione necessaria e sufficiente per 1’ annullarsi di A ed il
verificarsi della (2) o rispettivamente della (3).

36. E da notare che quando & verificata la (5) svaniscono
identicamente le equazioni (5') e (5'') del Cap. I. che nel caso
delle trilinearita generali danno gli elementi singolari di H e di
Z. Quindi ogni punto di H e di Z pud pensarsi come singolare,
e vedremo in che senso.

Cosi se sussistono la (6) o la (7) svaniscono le equazioni
che nel caso generale danno gli elementi singolari di E e di Z,
o rispett. di E e di H.
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Viceversa, supponiamo che si annulli identicamente una
delle equazioni che nel caso generale danno gli elementi sin-
golari (), ad es. quella:

— 2
2 = (A1 Bas1 — Qa1 Aapy) X1 + (A1) Ases — Wiy Aaie + Ayye Bomg —

{8 — Qi3 ) %y X + (App Qoge — ioe Aype) 23 = 0,
che da gli elementi singolari di Z. Ciog sia:

A = 0y Qs — 1y Ay =0

)

C = Q13 Qs — Ay Agp, = 0,
{10) B = ay;, Gsss — Q151 g + Q112 Qggy — Qi ey = 0.

37. Allora evidentemente A =B*—4 4 ¢=0. Inoltre pos-
sono darsi i seguenti casi:

I) ap = 0. Allora dalle (9) risulta che deve essere o:

1) a; =0, e quindi: B = a,;, Gy — @15 a5, = 0.

.. .. . Q)91
Le tre sezioni verticali contenenti la colonna :

231 ‘

sono nulle.
L’ altra diagonale verticale & B, che & pure nulla; un’altra
faccia & C, che & pure nulla. Da cid segue che anche I’ ultima

faccia verticale & nulla (), e quindi sussiste la decomposizione

(®) Il Le Paiee dimostra coi metodi di Gorban che queste equazioni
sono dei covarianti della forma trilineare, e trova con un procedimento simile
al nostro che quando una di quelle equazioni svanisce identicamente la
f(ryx) si spezza in due o tre fattori. Cfr. la citata Mém. sur les courbes
du III™ ordre (%), p. 10.

(*) Infatti se son nulle due sezioni aventi un lato in comune, e gli
elementi di quel lato non sono nulli, si annulla anche la sezione che con-
giunge i due lati opposti a quello comune ; giacché da:

Ao " ; B = am ass — am 122 =0
Qay C = ans e — ane a12=0.
P Qg Qo se non € ager = a1z = 0, segue
Qi am as11 0
Fig. 3 ane Qa1e
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(1), a meno che non sia contemporaneamente anche @, = @y = 0,
nel qual caso la / & divisibile per %,, e quindi sussiste la de-
composizione (2).

2) Oppure a,;, =0, e allora B = 0y, Qs — 5, Agye == 0 .

Le tre sezioni trasversali contenenti la riga || a5, au, ||
sono nulle, I’ altra sezione diagonale trasversale & B, che & nulla,
altra faccia trasversale & C che & pure nulla. Da B=0, C= 0
segue che anche I'ultima faccia trasversale deve essere nulla,
e quindi sussiste la decomposizione (2), a meno che non sia
contemporaneamente @y, = @y = 0, nel qual caso essendo [
divisibile per x, sussisterebbe gid la decomposizione (1).

1L.) a;, = 0. Allora dalle (9) consegue I’ alternativa :

1) a5, =0, e quindi B =ay;; Gsps — Oy3; Ggs= 0.

Le tre sezioni trasversali contenenti la riga || a,, @y ||
sono nulle. L’altra sezione diagonale trasversale & B, che & pure
nulla. Inoltre & nullo anche A, che & un’altra faccia trasversale.
Da B=0, A =0 consegue allora I’annullarsi dell’ ultima faccia
trasversale, per modo che tutte le sezioni trasversali sono nulle,
e sussiste la decomposizione (2), a meno che non sia contempo-
raneamente a,; = a,,, = 0, nel qual caso, essendo f divisibile
per z,, sussiste gia la decomposizione (1).

2) ayy =0, 6 quindi B = ay;; Gy — G133 @y, = 0.

sono

Le tre sezioni verticali contenenti la colonna
122

nulle, 1’altra sezione diagonale verticale coincide con B, che &
nullo. Essendo nulla anche la faccia verticale 4, da 4 =0,
B =0 consegue }’annullarsi dell’ ultima faccia verticale, nel
qual caso, essendo tutte le sezioni verticali nulle, sussisterebbe
la decomposizione (1), a meno che non sia contemporaneamente
@y, = 0y, = 0, nel qual caso sussisterebbe la decomposizione (2),
essendo la f divisibile per y,.

1) ay; 3 0 ays+ 0. Allora osserviamo che, tenendo conto
. della (9), si pud sostituire alla (10) la equazione equivalente:
gy Bpye B = a4y Qa1y Ayyp Brog — Gayy Byyp gy Ay +
Tt gy Byye Ay Ay — Gony Qye Byee Ay =
(11) = (@11 Ayys — Bz Aant) (Bany Brse — Qs Ayyy) = 0.
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Quindi puod accadere che sia contemporaneamente alle (9) :

1)

!
(1r) (y91 Qg1 — Gy1p Qg = 0.

Dalla (11') e dalla (9) consegue allora, essendo as; %0,
@2 ¥ 0, che sono nulle tutte le sezioni verticali della matrice
cubica, e quindi sussiste la decomposizione (1).

2)

124
(11") (g1, Qrge — ooy Oy = 0 .

Poiché a5, £ 0, a,,+0, dalle (11”) e dalle (9) consegue
allora I’annullarsi -di tutte le sezioni trasversali della matrice
cubica, e quindi la decomposizione (2).

In ogni caso dunque, se una delle equazioni che danno gli
elementi singolari su E, H, Z svanisce identicamente, sono nulle
tutte le sezioni della matrice cubica concordi con una delle due
direzioni che possono venire attribuite ai suoi coefficienti. Quindi
svanisce identicamente anche I’ altra equazione analoga, i cui
coefficienti possono pensarsi (come sezioni della matrice cubica)
ugualmente diretti, e la forma trilineare & riducibile in uno dei
modi (1), (2), (3).

38. Come caso particolare pud accadere che svaniscano iden-
ticamente tutte le tre equazioni degli elementi singolari. Allora
sono nulle tutte le facce della matrice cubica e quattro sezioni
diagonali appartenenti e due diverse direzioni. Quindi sono nulle
anche le altre due sezioni diagonali. Infatti, se per ipotesi potesse
esservene una diversa da zero, gli elementi dell’altra sarebbero
tutti nulli come conseguenza dell’ annullarsi delle facce della
matrice, di direzione concorde con quella della sezione diago-
nale non nulla (%).

(%) Infatti, assieme al teorema della nota (43) del n. 37, si dimostra
viceversa facilmente applicando note proprieta dei sistemi di equazioni lineari
ed omogenee che:

Se sono nulle due sezioni aventi un lato in comune, e per di piu é
diversa da zero la sezione che congiunge i lati opposti a quello comune,
devono essere nulli gli elementi del lato comune.
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Per I’ annullarsi delle altre due facce devono essere nulli
due elementi della sezione diagonale supposta diversa da zero.
Inoltre questa dovrebbe avere un terzo elemento nullo, diverso
dai precedenti, affinché le altre quattro se-
zioni diagonali potessero essere anch’esse
nulle. Quindi, contro 1’ ipotesi, che risulta
assurda, sarebbe essa stessa uguale a zero.

Perché svaniscono .identicamente tutte
le equazioni che danno gli elementi singo-

Fig. 4 lari & percid necessario e sufficiente che siano

nulle tutte le possibili sezioni della matrice.

Ma allora sussistono contemporaneamente le decomposizioni (1),

(2), (3), e quindi, (essendo evidentemente i fattori contenenti

una sola serie di variabili primi fra loro) la forma stessa & dop-
piamente riducibile, Vale cioé |’ identita :

(12) f(r,y, 3) = (0 2 + B %s) (%291 + Be y2) (2321 + B3 22)

dove a; e B; non sono contemporaneamente nulli.

Viceversa se sussiste 1’ identita (12), poiché essa in partico-
lare contiene la (1), la (2), la (3), sono nulle tutte le possibili
sezioni della matrice cubica della forma trilineare data, e quindi
svaniscono identicamente le tre equazioni che danno gli elementi
singolari di &, H, Z.

39. Diremo che la corrispondenza trilineare rappresentata
dall’ equazione :

f(x,’t,z):O

& degenere nel caso in cui sussista una delle (1), (2), (3), e
doppiamente degenere nel caso che sussista la (12). Da quanto
precede risulta che una corrispondenza semplicemente o doppia-
mente degenere & sempre singolare.

Esaminiamo dapprima il caso delle corrispondenze sempli-
cemente degeneri. Poiché la forma trilineare si spezza allora nel
prodotto di un fattore lineare e di uno bilineare, si pud subito

affermare che all’ elemento « singolare », radice della equazione

’
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che si ottiene uguagliando a zero il fattore lineare, corrisponde
una coppia qualsiasi di elementi delle altre due forme. D’altra
parte ad una coppia qualsiasi della proiettivitai « fondamentale »
che si ottiene uguagliando a zero il fattore bilineare corrisponde
un elemento arbitrario della prima forma. Perch®é una corrispon-
denza degenere sia doppiamente degenere occorre e basta che
sia nullo il modulo della proiettivita « fondamentale », che in
tal caso quindi & anch’ essa degenere. Infatti allora il fattore bi-
lineare si spezza in due fattori lineari.

E chiaro che le trasformazioni proiettive dei sostegni mutano
una corrispondenza degenere in una corrispondenza degenere, in
quanto che, data 1’indipendenza e la linearita delle trasforma-
zioni proiettive su ciascuna forma, una espressione del tipo (1),
(2), (3) si muta ancora in una espressione del tipo (1), (2), (3).

Inoltre le trasformazioni proiettive dei sostegni non possono
mutare una corrispondenza degenere in una doppiamente dege-
nere, attesa 'invarianza del modulo di una proiettiviid per tra-
sformazioni proiettive delle forme su cui essa & indotta. Ne
viceversa una corrispondenza doppiamente degenere pud venir
mutata proiettivamente in una semplicemente degenere, altrimenti
le trasformazioni inverse muterebbero una corrispondenza dege-
nere in una doppiamente degenere.

40. Sia ad esempio :
(13) flryz)=(man-fn)(Mnsh+ 0yt ayzi+ ¢ Y:2) =0
I’ equazione della nostra corrispondenza trilineare degenere, dove

T &
51 (91

oo

I’ equazione che nel caso generale di gli elementi singolari
di E, come quelli la cui proiettivita corrispondente & degenere,
ora diviene :

(alxl_plxg)2D=0.
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Da cio il nome di «singolare » che abbiamo conservato per
I’ elemento di & di coordinate =z, =8,, xz=a,.

In realtd pero il concetto di elemento singolare quale erasi
finora acquisito & del tutto scomparso. Quello che prima era il
fascio delle proiettivita corrispondenti agli elementi di Z, & ora
costituito dalla sola proiettivita fondamentale, non degenere, di
equazione :

(14) 71?/131+81?/13’z+5|?/231+‘P13/2z2=01

che corrisponde ad un punto generico di &, e dall’ insieme delle
coppie di elementi di H e Z che corrispondono al punto singolare.

Viceversa ogni corrispondenza (singolare) degenere si pud
generare associando ad una proiettivita non degenere tra due
forme di 1% specie ogni elemento di una terza forma, e ad un
elemento fisso di questa tutte le proiettivita degeneri delle altre due.

Con una trasformazione lineare delle « si pud portare 1’ele-
mento singolare (B,, &) in un punto qualsiasi, in particolare in
quello (0, 1), Trasformando poi nei punti (0, 1); (1, 0); (1, 1)
di H e Z tre coppie di elementi corrispondenti nella (14), la sua
equazione si riduce a:

(14') N2h—Y2=0,

e quindi quella della trilinearita alla:

(15) Ly Y1 B — Ty Y2 2y,

d.ove non compare alcun parametro, per modo che tutte le trili-

nearita degeneri del tipo (13) sono proiettivamente equivalenti (*).

41. Nel campo reale si pud notare che le coordinate B,, a,
dell’ elemento singolare sono sempre reali. Infatti, dovendo essere
reali i coefficienti della f, si deve avere:

%M =P BLTI=P§1717

(#6) Perché al solito le trasformazioni lineari che intervengono nel ra-
gionamento si possono anche interpretare come trasformazioni proiettive (cfr.
nota (*3) e segg.).
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(dove =z, & il coniugato di a,, ecc.); quindi moltiplicando membro
a membro :

alpl=alpl-

Dunque a, B, & reale. Percio B, & proporzionale ad o, ed

il coefficiente di proporzionalita & reale. Infatti, se:

a,=a+ib, Blzc—id,
allora : _
aufy=ac+bd4i(ad—bc),

e quindi essendo o,B, reale, deve essere: ad —bc =0, ciod

_ac_= % =1t, dove ¢ & reale come a, b, ¢, d. Dunque :
c=ta, d=tb,
e infine

Bp=ct+id=t(@+ib)="tq.

Ma allora, poiché sono proporzionali ai numeri reali 1 e ¢,
le coordinate B, ed a, del punto singolare possono sempre im-
maginarsi reali c. v. d.

Da cio discende che nelle trilinearitd degeneri reali i coef-
ficienti della proiettivitd (14) sono sempre (proporzionali a) nu- .
meri reali. Inoltre, poiché una proiettivita reale ammette infinite
coppie reali, la sua equazione pud sempre ridursi alla forma
(14') con opportune trasformazioni lineari reali delle y e delle z.

Anche reale & la trasformazione lineare delle z che muta
(81, @) in (0, 1).

Quindi tutte le trilinearitd degeneri reali del tipo (13) sono
equivalenti fra loro ed alla (15) di fronte alle proiettivita reali (*').

42. Di fronte alle similitudini occorre distinguere il caso
che I’ elemento singolare di & sia improprio, da quello che sia
proprio, e il caso in cui gli elementi limiti (corrispondenti degli

elementi impropri) della (14) siano propri o no.

(47) Cfr. nota (%).
4
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Se sono propri, trasformatili negli elementi (0, 1) di H e
di Z e trasformati gli elementi di una coppia della (14) negli
elementi unita (1, 1), la proiettivitd si trasforma nella :

(14") %131 —Y3=0.

Se sono impropri la (14) si pud trasformare come prima
nella (14'), ponendo i punti (0, 1) ed (1, 1) in due coppie di
elementi corrispondenti.

Combinando questi due casi con 1’ improprieta o meno di
(%1, B) si vede che si possono presentare 4 casi di trilinearita
degeneri metricamente distinte, equivalenti fra loro e rispettiva-
mente a quelle di equazione :

LB — T Y3 =0

(16) LY 33— X, Y5 =0

Xy Y1 31— X2 Y2 32 = 0

Ty 3 — XY 5, =0.

Questa classificazione vale evidentemente anche quando si
considerino solo trilinearita reali e similitudini reali. Infatti sono
reali gli elementi limiti, corrispondenti di elementi reali in una
proiettivita reale, e si possono sempre trovare due o tre coppie
di elementi reali corrispondenti nella (14), che & reale.

Quanto & stato detto per la (13) si ripete parola per parola
scambiando !’ ufficio delle forme per le analoghe trilinearita de-
generi :

(13’) (as ?Il—Bz?lz) (21831 + 02 41 23 + €22 2, + 'szzzz) =0,
(13") (0331 —Bs2s) (Ya T 1 + Bs %y Y2 + T2 1 + Ps229:) = 0,

le cui equazioni ridotte nel campo proiettivo ed in quello metrico
si ottengono ‘dalla (15) e delle (16) cambiando rispettivamente
z in y od in 3.

43. Andiamo ora a considerare le trilinearita (singolari) dop-
piamente degeneri. Per definizione la loro equazione & del tipo:

(17) flryz)= (o2, —Br123) (%% — P2 %) (221 — Bs35) =0.
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Quindi esse sono tali che su ogni forma all’ elemento che
diremo ancora «singolare » (B8;, @,) corrisponde una coppia ge-
nerica di elementi delle altre due, e ad un elemento generico
una coppia della proiettivita degenere che ha per elementi sin-
golari (By, a), (B, @) (per k, 14 1).

Dalla forma stessa della (17), in cui i fattori lineari con-
tengono una sola coppia di variabili di una serie, risulta che la
nozione di trilinearitd doppiamente degenere & invariante di fronte
alle trasformazioni proiettive dei sostegni.

Trasformati gli elementi (B;, o) nei punti (0, 1) delle coor-
dinate, la (17) si muta nella:

(17') T2z =0.

Quindi tutte le trilinearita doppiamente degeneri sono equi-
valenti fra loro ed alla (17°). La stessa cosa vale nel campo
reale, giacche il ragionamento che sopra ci ha permesso di affer-
mare la realta di (B,, a,), si pud ripetere anche per (B, ),
(331 a-n)

Per I’equivalenza di fronte alle trasformazioni metriche oc-
corre distinguere il caso che (B;, a,) sia improprio dall’altro.

Conseguentemente, qualora si prescinda anche dallo scambio
delle forme, si possono dividere le trilinearita doppiamente dege-
neri in quattro tipi diversi di corrispondenze metricamente equi-
valenti fra loro e rispettivamente a quelle di equazione :

Ty 5 =0
Y 3=0
(18)
Yy 5y =10
1’2 yz Zg = 0 .
Anche la classificazione metrica rimane la stessa se consi-
derata nel solo campo reale.

44, Poichs i coefficienti della equazione della trilinearita deb-
bono soddisfare, affinché questa sia degenere, oltre alla relazione:

Al@) =B —4A40=0,
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ad almeno due altre condizioni indipendenti, ad es. A =0,
C =0, cosi la dimensione dell’insieme delle corrispondenze de-
generi & 4.

L’ insieme ad esso subordinato delle corrispondenze doppia-
mente degeneri ha dimensione tre, dovendo i coefficienti soddisfare
ad una ulteriore relazione, indipendente dalle prime tre, che
annulli tutte le sezioni possibili della loro matrice cubica. Poiche
una corrispondenza doppiamente degenere & individuata dai tre
elementi singolari, & chiaro che il loro insieme & in corrispon-
denza biunivoca colla varietd delle terne di punti di tre spazi
lineari ad una dimensione, o, se si vuole, delle terne ordinate
dei punti della retta.

Abbiamo gia osservato che la dimensione dell’ insieme delle
corrispondenze trilineari singolari & 6. Quindi tra queste il caso
che ora andremo ad esaminare delle corrispondenze trilineari
singolari non degeneri o monosingolar: (*) & quello generale.

Con trasformazioni proiettive dei sostegni non si pud tra-
sformare una corrispondenza monosingolare in una degenere,
altrimenti con le trasformazioni inverse sarebbe possibile mutare
una corrispondenza degenere in una non degenere, ci6 che come
abbiamo gia notato & impossibile.

Le equazioni degli elementi singolari di ciascuna forma non
possono svanire identicamente, ed essendo d’altra parte nullo il
loro discriminante comune A, cosi su ogni forma esiste un unico
e determinato elemento singolare S'? (j =0, 1, 2). Nel caso delle
trilinearita reali si pud anche affermare che esso & reale. Diremo
una tale corrispondenza reale monosingolare parabolica.

45. Poiché la forma dell’ equazione della corrispondenza non
si spezza, cosi & sempre vero che ad una coppia di elementi
generici di due forme corrisponde un unico e determinato ele-
mento sulla terza.

Se la trilinearitd & reale, poiché & determinato linearmente
mediante i coefficienti dell’equazione e le coordinate dei suoi
corrispondenti, se questi sono. reali esso pure & reale, per modo

(*%) Secondo G. Hauck (1), § 7.
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che anche una trilinearita parabolica ammette oo® terne di ele-
wenti corrispondenti reali.

All’ elemento variabile sur una forma corrispondono sempre
tutte le coppie di una proiettivitd delle altre due, variabile in un
fascio. Pero tutte le proiettivita di questo fascio hanno ora una
sola coppia comune, essendo A = 0. ‘

Vi sono quindi solo tre coppie singolari o neutre.

Esse sono costituite dai tre elementi singolari S, §', 8",
che anche ora possono pensarsi come quelli la cui proiettivita
corrispondente & degenere. Inoltre i punti singolari della proiet-
tivita degenere corrispondente sono gli altri due punti singolari
della trilinearitd. Quindi appena una terna contiene un elemento
singolare, ne contiene anche un’altro (che in ogni caso forma
col primo una coppia neutra),

La terna singolare S S’ S appartiene al campo.

46. Trasformati S, §', S” negli elementi fondamentali (1, 0)
di E, H, Z, e gli elementi di una terna della corrispondenza in
quelli (0, 1), si annullano i coefficienti della equazione trasfor-
mata dagli indici :

111 112 121 211 222,
e quindi essa diviene tipo:

{19,) Gioe Ty Yo Be + Qare Te Y1 32 + Qo T2 92 3, = 0,

dove nessuno dei coefficienti pud esser nullo (altrimenti la tri-
linearita sarebbe degenere). Con una successiva trasformazione,
ad es. del tipo:

a
H= e, g=—tag,
Qggy g9,
essa si riduce alla:
(19) Y B+ T S+ Y25 =0,

ossia in coordinate omogenee :

(19') z+y+sz=0.

b w 4
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Quindi (cfr. nota (*)) tutte le corrispondenze monosingolari
sono proiettivamente equivalenti fra loro ed in particolare a
quella definita dalla (19), nella quale la terna singolare & la terna
degli elementi impropri, ed in cui si corrispondono anche gli
elementi (0, 1) delle coordinate.

47. Ad un’altra forma ridotta notevole si pud giungere
trasformando ancora gli elementi singolari negli elementi fonda-
mentali (1, 0) delle tre forme, ma in modo che gli elementi (0, 1)
ed (1, 1) formino una sestupla associata (). Cioé ponendo gli
elementi (0, 1) in tre elementi generici non corrispondenti, e
scegliendo gli (1, 1) in modo che ognuno di essi corrisponda agli
(0, 1) delle altre due forme. Allora si annullano i coefficienti
dagli indici :

111, 112 121 211,

e inoltre sussistono le relazioni :
( Qise + Gz =0

Qgs + Ay = 0

Qosy + Agae = 0
per modo che 1’ equazione della trilinearitd si riduce al tipo:
(20) Y3+ X Bt T Y 51— X Y 3, = 0.
In coordinate non omogenee :

(20") z+y+z=1.

In una sestupla associata diremo con Hauck fondamen-
tal gli elementi che si scelgono ad arbitrio, come quelli che
abbiamo posto in (0, 1), e secondari gli altri, dai primi univo-
camente determinati. Chiamatili rispettivamente P,, P,, P;;
Py, Py, Py, se con X X' X" indichiamo una terna generica
di elementi corrispondenti, per quanto precede la (20) si puo

(*%) Cfr. G. Havex (1), § 7.
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anche scrivere :

21)  (SP,PuX) 4+ (S P,PyX) + (8 PPy X") =1.

La (21) esprime concisamente, ed in forma invariante di-
fronte alle trasformazioni proiettive dei sostegni le relazioni che
intercedono tra gli elementi singolari, quelli di una sestupla as-
sociata e quelli di nna terna di una corrispondenza monosin-
golare.

La (21) si pud assumere come definizione della corrispon-
denza stessa.

Le cose dette, valide nel campo complesso, si trasportano
tal quale nel campo reale, dove quindi tutte le trilinearitad pa-
raboliche sono proiettivamente equivalenti. Infatti sono reali gli
elementi singolari, ed in una trilinearita reale vi sono sempre
o® sestuple associate ed oo® terne reali.

48. Supponiamo ora (cfr. n. 21) di tener fermo 1’ elemento
«improprio» (1,0) del riferimento proiettivo di ognuna delle tre
forme date. Se la corrispondenza monosingolare considerata non
& speciale, ciod se non si corrispondono gli elementi impropri né
¢ improprio alcun punto singolare, allora, posti P,, P;, P; ne-
gli elementi impropri stessi, per modo che Py, P, P, vengano
ad essere gli elementi di fuga di 8, H, Z, la (21) si scrive:

(22) (PyX8) + (PuX' S)+ (P X'S") =1.

La (22) &, a differenza della (21), una relazione metrica,
anzi la relazione metrica fondamentale della trilinearitd mono-
singolare generale (non speciale). Vi compaiono infatti solo rap-
porti semplici e vi occorre la considerazione dei punti impropri.

Poich® nella (22) non compare alcuna costante essenziale,
cosi possiamo affermare che tutte le trilinearitdi monosingolari
non speciali sono metricamente equivalenti.

Gido vale anche nel campo reale per le trilineariti paraboliche
non speciali. Infatti, essendo gli elementi di fuga reali, anche
per esse vale la (22).
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Ponendo gli elementi singolari negli elementi (0, 1) di E,
H, Z e gli elementi di fuga in quelli (1, 1), si giunge ad una
forma ridotta conseguibile con sole trasformazioni metriche e
valida per le trilinearitd monosingolari non speciali :

(23) RO — TN — 0 Y 51— O G=10
che in coordinate non omogenee si scrive :

(23" xYyz—yz—xz—xy=20

e pud immaginarsi dedotta dalla (22), ove si pensi che i rap-
porti semplici che vi compaiono rappresentano appunto 1’inverso
delle coordinate (non omogenee) di X, X', X" relative al sistema
suddetto, oppure dalla (20) cambiando 1 in 2 negli indici di
, ¥, 3.

49, Supponiamo che la corrispondenza sia metricamente
specializzata. Possono allora darsi i seguenti casi essenzialmente
distinti :

A) Un elemento singolare & improprio, gli altri no.

La trilinearita pud trasformarsi con sole similitudini in (&
metricamente equivalente a) quella che ha gli elementi singolari
propri negli elementi (0, 1), ed in cui 1’elemento di fuga della
forma in cui 1’elemento singolare & improprio cade anch’ esso
in (0, 1). Se ad esempio & improprio S (a questo caso ci si pud
sempre ridurre scambiando eventualmente i nomi dei sostegni),
allora si annullano i coefficienti dagli indici :

121 122 112 222 211,
e la equazione della trilinearita diviene :
Gy Y1 31 + Boe b Y135 + G 22 42 3, =0,

dove i coefficienti son tutti diversi da zero. Con una successiva
similitudine su una delle tre forme, ad es. su &, del tipo:
s Qm ’ 12

1= Ty Xy =
(22%) Gy
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essa si riduce alla:
(24) LS Nty =0,

cio¢ in coordinate non omogenee :

ryz+y+2=0.

E da notare che la (24) si pud ottenere dalla (19) scambiando
1 in 2 negli indici di y e di 3.

Nelle due forme dove gli elementi singolari sono propri,
con essi coincidono gli elementi di fuga.

50. B) Sono impropri due elementi singolari e non il terzo.

Si pud sempre supporre siano S’ ed S8'. Allora, posti in
(0, 1) risp. su E, H, Z I’elemento singolare S ed una coppia
della proiettivitd corrispondente all’elemento improprio di =, si
annullano i coefficienti cogli indici:

111, 211, 221, 212, 122,

ed essi soli, per modo che spostando opportunatamente 1’ elemento
unita di uno dei sostegni, la equazione della trilinearitd si ri-
duce alla:
(25) Y+ XY 3+ Ty 3. =0
cioé :
2z +zy+1=0.

La (25) si pud ottenere dalla (19) scambiando 1 in 2 negli
indici di .

E da notare che gli elementi di fuga delle forme con gli
elementi singolari impropri coincidono con essi, e quindi sono
impropri, mentre nella terza forma 1’elemento di fuga & indeter-
minato.

C) I tre elementi singolari sono impropri.

Allora sappiamo che, posti negli elementi (0, 1) gli elementi
di una terna della corrispondenza, e scelto opportunamente il
punto unita, tutte le trilinearitd di questo tipo possono trasfor-
marsi in quelle le cui equazioni risp. omogenea e non omogenea
sono le (19), (19).

Gli elementi di fuga sono su ogni forma indeterminati.
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51. D) I tre elementi singolari sono propri, i tre elementi
impropri si corrispondono. Tutte le trilineariti di questo tipo
sono metricamente equivalenti a quella che ha gli elementi sin-
golari coincidenti con quelli di coordinate (0, 1). Scegliendo op-
portunatamente gli elementi unitd le sue equazioni omogenea e
non omogenea s8i riducono alle:

(26) Lehh+ 0+, 493 =0
yz3+zxzz4+z2zy=20

che si possono, e la ragione ne & evidente, ottenere dalla (19)
scambiando 1 in 2 negli indici di z, y, 3.

Gli elementi di fuga sono ora tutti e tre impropri.

Concludendo, abbiamo riconosciuto che (quando si prescinda
dallo scambio delle forme) vi sono quattro tipi essenzialmente
distinti di trilinearitd specializzate metricamente equivalenti, cui
corrispondono le equazioni ridotte (24), (25), (19), (26). Inoltre
questa classificazione vale tanto nel campo complesso che in
quello reale, giacchd si riconosce immediatamente che le trasfor-
mazioni che conducono alle forme ridotte sono sempre reali.

Carprroo III.

Determinazione della trilineariti

52. Nella equazione di una #rilinearita generale compaiono
linearmente sefle costanti essenziali, ad es. i rapporti di sette
dei coefficienti al rimanente (non nullo). Se una terna X' Y Zt?
appartiene al campo, quei coefficienti @, debbono soddisfare
alla condizione lineare di appartenenza :

1 am 27 yP' 29 + ayy ' Y YY) + ay, 2y 30 + ay 2 yi) 2§+
W} 4 B2 Y8 287 + Cyry VYD ) + o Y B+ e 1 Y 28 =0,

Date sette terne della corrispondenza, quando, come in ge-
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nerale, sia uguale a sette la caratteristica della matrice :

A oyl aPyPe afylel Ayl A aylef afyad

(o) | TS YD DL U U AP YR

. . . . . . . . . . . « e

(7]
aly2) YR oMy APyl 2y alyPad alye) 2l e

formata con le coordinate x\/', 9§, 2" (¢, k, I =1,2;j=1,...7)
dei loro eiementi, mediante la (1) risultano determinati e non
tutti nulli i rapporti di sette dei coefficienti ad un ottavo, cioé
le sette costanti essenziali, e quindi la trilinearitd stessa. Dunque:

In generale é unica e determinata la trilinearita cui ap-
partengano sette terne date (*).

Le coordinate z;, y,, 2, di ogni altra terna XYZ di ele-
menti corrispondenti, dovendo anch’ esse soddisfare alla (1), sa-
ranno necessariamente tali che sia (*'):

T LhE LY s TyY1%: T1 Y% TaY1% LYy Xy Ys B

(3 | A A UL ) U AR |

.

Dy Ay DyPe Ay 2yl fyNe) aPyel afya

Viceversa la (3) & anche condizione sufficiente per I’ appar-
tenenza di X YZ alla trilineariti, per modo che pud pensarsi
come equazione della corrispondenza trilineare individuata da
sette terne di elementi corrispondenti. Essa & evidentemente an-
cora del tipo:

Lauz;p2=0,

dove il coefficiente a,, & uguale (a meno del segno) al minore
di ordine 7 della matrice (2) ottenuto escludendo la colonna in
cui gli indici delle variabili sono ¢, %, I.

(%) Cfr, Loxpon ('), § 1, 2.
(3!) Cfr. Forie & LE Pawor, Mém. sur les courbes du III™ ordre (%),
pag, 13.



53. Date tre forme di prima specie Z, H, Z, abbiamo ve-
duto (n. 9) che una loro corrispondenza trilineare pud pensarsi
ottenuta riferendo proiettivamente gli elementi di una di esse,
ad es. E, agli elementi di un fascio di proiettivita fra le altre
due, H e Z. Per individuare una tale corrispondenza proiettiva =
tra due forme di prima specie occorreranno come al solito tre
coppie di elementi omologhi, cio® nel nostro caso tre elementi
a, b, ¢ di E e tre proiettivita 4, B, C tra H e Z appartenenti
al medesimo fascio ®. E perd da notare che ® & individuato,
da due qualsiasi sue proiettivitd, ad es. 4 e B, ed ogni altra
di esse C & tale che la sua equazione :

CE)\1A+)\2.B=O

& una combinazione lineare di quelle A =0 e B=0 di Ae B.

La corrispondenza proiettiva @ pud ad esempio porsi in
modo che le coordinate x,, x, degli elementi di = siano propor-
zionali ai parametri A, e A; delle proiettivita corrispondenti.
Percio bisogna portare in @ ed in & gli elementi (1, 0) e (0, 1)
del riferimento proiettivo di &; contemporaneamente se ne pud
portare in ¢ 1’ elemento unitad (1, 1). Allora, volendo che a ¢
corrisponda in = la proiettivita C =0, occorre fissare i fattori
di proporzionalita a meno dei quali son determinate le forme 4
e B delle proiettivita corrispondenti ad @ e 5, in modo che st

abbia per A, =X =1:
C=A+B.

Ma per questo basta dare una coppia generica di elementi
corrispondenti in C= 0, le cui coordinate sostituite in 4 e B
determinano linearmente mediante la 4 4 B=0 il rapporto in-
cognito di quei fattori di proporzionalita.

E dunque individuata una trilinearita quando, fissati tre
elementt di una forma, siano date le proiettivita corrispondents
a due di esst ed una coppia generica della proiettivita corri-
spondente al terzo (*).

(32) Cfr. Lo~po~ (1), § 3, 6.
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E chiaro che, essendo necessarie per la determinazione tanto
di A quanto di B tre coppie di elementi omologhi,

(L;I a;/ a;l ;l b;' b;l c// Z
a, ag ag by by by -
a b ¢ .

per la determinazione della trilinearita anche ora occorrono sette
terne di elementi corrispondenti.

In particolare si pud supporre che tra le coppie date per
determinare A e B vi siano una od entrambe le coppie «neutre»

Sy Ss, Sy S;, comuni a tutle le proiettivita del fascio.

7 144 14 17 ’7 17 12 ’’ 7/ " "
g @ & S b e ay S SYy b ¢ z
g e S bb ¢ a S S b ¢
H
a b c a b ¢

g
&

Scambiando I’ ufficio di E con quello di H e di Z ed i nomi
degli elementi singolari su ciascuna forma, nel primo caso risulta
che una trilinearitd & individuata quando oltre ad una coppia
singolare ne siano date cinque terne, di cui due e due abbiano
un elemento in comune sulla terza forma, la quinta sia generica.
Nel secondo caso da due coppie singolari costituite cogli elementi

singolari di due sostegni e da tre terne generiche.

54. Diremo ¢ndipendenti n terne quando una trilinearita che
contenga alcune di esse non contenga necessariamente anche le
altre.

In particolare, se sette terne sono indipendenti & uguale a
7 la caratteristica K della matrice (2) formata con le loro coor-
dinate, e quindi esse individuano una trilinearitd. Infatti se fosse
ad es. K =6, essendo per una di esse i prodotti z! y’ z{) li-
nearmente dipendenti da (combinazioni lineari di) quelli omologhi
relativi alle altre sei terne, ogni trilineariti contenente queste
ultime conterrebbe necessariamente anche la prima, contro al-
I’ipotesi che le terne siano indipendenti.
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Viceversa se sette terne individuano una trilinearitd, esse
sono indipendenti, giacché® altrimenti, se ad es. lo fossero solo
le prime sei, dovendo tutte le soluzioni a;,, del sistema (1) (per
J=1,2,..., 6) essere comuni anche alla:

Tap, 2y 2" =0,

sarebbe 6 la caratteristica della (2), e quindi le sette terne date
non individuerebbero una trilinearita.

In modo analogo (con la considerazione di 7= equazioni di
tipo (1)) si riconosce che se m (<< 7) terne sono indipendenti,
allora ¢ uguale ad n la caratteristica della matrice analoga
alla (2) formata con ¢ prodotts z;y,z, delle loro coordinate.
Viceversa, se la caratteristica di quella matrice é n, le n terne
considerate sono indipendents.

Consideriamo ora tutte le terne che & possibile formare con
una coppia singolare, ad es. quella S, S;. Ogni terma siffatta si
ottiene associando ad S, S; un elemento qualsiasi A" di Z.

Siano §;, M. le coordinate di S,, S; e 2V, 2f quelle (non
proporzionali) di due elementi distinti di Z. Le coordinate di A"
si possono allora esprimere come combinazioni lineari di z{V e 2{?,
cioé saranno del tipo:

1 2
Zl=)\lz(t)+)\,2'(,).

Quindi i prodotti «x;y, 2, per le terne considerate son tutti
della forma :

& T (M 2 4+ he2P) =N § Tix 2 + A & M 2

e tra = di quelle terne due sole saranno indipendenti nel senso
precisato sopra, tali che sia ad es.:

M)+ h 2l M) 4+ N2 M| ] e e +0
M)+ e M+ ks | AN A |] 2 e ’
cioé, essendo per ipotesi :
@ |,
b
zgl) 2(:)




tali che sia

N
luu'“'

E dunque lecito affermare che :

Nella determinaxione della trilinearitd una coppia singo-
lare puo sostituire due terne (*). E da notare perd che quando
sia gia data una coppia neutra, il darne un’altra che abbia con
la prima un elemento singolare in comune equivale a dar solo
una terna indipendente dalle precedenti. Infatti tra le terne con-
tenenti la prima coppia singolare ve n’é gia una contenente la
seconda. )

55. Per quanto precede & dunque unica e determinata una
trilinearita quando siano dati:

A)* Una coppia singolare e 5 terne generiche di elementi
corrispondenti.

B) Due coppie singolari aventi un elemenlo in comune e
4 terne generiche di elementi corrispondenti.

C) * Due coppie singolari senxza elements comunt e tre terne
generiche di elementi corrispondenti. In questo caso rientra an-
che, allorché gli elementi singolari delle due coppie neutre non
stiano in due sole forme, quello in cui la trilinearitd sia deter-
minata da tre coppie singolari, di cui una abbia un elemento in
comune con ciascuna delle altre due, e da tre terne generiche
di elementi corrisponenti. Infatti una delle coppie singolari
« dipende » completamente dalle altre due (™).

D) Due coppie singolari con un elemento comune; un’altra
senxa alcun elemento in comune con le prime, e due terne ge-
neriche di elementi corrispondenti.

(®®) Cfr. Lowzoon (12), § 3. Egli mette in evidenza solo i casi di deter-
minazione segnati con I’ asterisco al n. 55. Il caso O) & considerato parzial-
mente, mentre invece & considerato completalmente dal CasTELNUOVO, come
preciseremo parlando della costruzione della trilinearita.

() Nel senso che le terne che la contengono dipendono tutte da quelle
contenenti le altre due.
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In D) rientra anche il caso che siano date le 4 coppie
neutre congiungenti cinque elementi singolari e due terne ge-
neriche di elementi corrispondenti. Infatti una coppia neutra
viene a «dipendere» completamente dalle altre, di cui due hanno
proprio un elemento in comune.

E)* Tre coppre singolari senza elementi comuni ed una
terna generica di elementi corrispondenti. Allora le altre tre
coppie singolari «dipendono» dalle prime, che dunque porgono
gli elementi singolari e la loro legge di associazione; ricadiamo
nel noto teorema: E unica e determinata la trilinearity di cui
siano dati glv elementi singolari (con la loro legge di associa-
zione) ed una terna di elementi corrispondenti. Anche scrivendo
la (3) per le 7 terne indipendenti che cosi si vengono a dare,
si riconosce che la sua equazione & del tipo (14) del n. 17.
Nella E) rientra il caso che siano date 5 coppie neutre ed una
terna di elementi corrispondenti, giacché due coppie dipendono
completamente dalle altre tre che non hanno elementi in comune.

I casi A), C), E) si possono enunciare complessivamente :
E unica e determinata la trilinearila di cui siano date n
coppie singolari distinte (n=1, 2, 3) e 7-2n terne gene-
riche (),

Se un elemento di uno dei sostegni & singolare, esso sod-
disfa ad una delle equazioni (5), (5), (b'') dei nn. 10-12.
Viceversa se si impone alla trilinearita di avere un elemento
prefissato come singolare, i suoi coefficienti debbono soddisfare
ad una delle condizioni algebriche quadratiche, (5), (5'), (5"),
dove si riguardino la a;, come variabili. Quindi i casi 4), B),
C), D), E) rientrano nel teorema pii generale: E determinata
la trilinearite di cui siano dati m elementi singolari e 7-n
terne di elementi corrispondenti (*). La determinazione non sara

() Cfr. Stusm (%), § 33, p. 327.

(%) Cfr. Scnuserr (!), § 3. B evidente che quando si impongano ai
coefficienti ¥ condizioni algebriche indipendenti, la corrispondenza trilineare
é individuata da 7-k terne generiche. La determinaziome & perd unica solo
allorquando le condizioni sono lineari od equivalgono nel complesso a condi-
zioni lineari.



61

<

perd sempre unica, come lo & invece in A4), B), C), D), E).
In questi casi si pud ancora prendere come equazione della tri-
linearita la (3), ove si pongono le coordinate delle 7 terne
indipendenti di elementi corrispondenti che implicitamente si
vengono a dare. L’ attributo di generiche dato alle 7 terne non
contenenti elementi singolari significa appunto ‘che queste, assieme

alle 7 -m terne indipendenti che & possibile costruire con gli
elementi singolari dati, siano ancora indipendenti.

56. Dalla (14') del n. 21 risulta inoltre che é wunica e de-
terminata la trilinsarita di cui sian nots gli elements singolari
(con la loro legge di associazione) ed 2l valore della caratteri-
stica (). Come equazione della corrispondenza trilineare cosi
ottenuta si pud assumere la (14') stessa.

Se la corrispondenza non & speciale, e quindi su ogni forma
risulta determinato |’ elemento di fuga, da quanto abbiamo gia
visto in proposito al n. 23, risulta che per la determinazione
della corrispondenza basta conoscere, oltre gli elementi singolari
con la loro legge di associazione, ‘I’ elemento di fuga di un
sostegno.

Invece se la trilinearita & speciale, nel senso che gli ele-
menti impropri si corrispondano senza essere singolari, allora
per la determinazione basta conoscere questi ultimi (con la loro
legge di associazione), poiché K = 1. Tenendo presente che
a;,; = 0, dalla (1) si ricava che una tale corrispondenza & anche
individuata da sei terne generiche di elementi corrispondenti. La
sua equazione & analoga alla (3), ma con una riga (I’ ultima)
ed una colonna (la prima) in meno.

Piu in generale, se delle terne che in ogni caso si vengono
a dare per la determinazione della trilinearitd, & sono costituite
dagli elementi fondamentali P,, P,, P;’ delle tre forme, si an-
nullano i coefficienti a,,, della sua equazione. Quindi questa pud
ulteriormente determinarsi mediante la (3), tolte le % colonne
corrispondenti agli indici », s, ¢ ed altrettante righe, sostituen-
dovi le coordinate delle 7—% terne rimanenti.

(¢ Cfr. Havck (1Y), § 4.
S



57. In particolare supponiamo che la corrispondenza trili-
neare sia singolare, ciod che i suoi coefficienti soddisfino alla
condizione A (@) =0 che & algebrica e di 4° grado. Per deter-
minarla sard necessario imporle altre sei condizioni. I da notare
che il fatto che i tre elementi singolari costituiscano tre coppie
neutre & caratteristico delle corrispondenze monosingolari, ciod
equivale alla condizione A = 0. Infatti appena li si pongano ne-
gli elementi fondamentali (1, 0) del riferimento, di cui si possono
portare anche gli (0, 1) in una terna di elementi corrispondenti,
la equazione della trilinearitd assume la forma caratteristica (19,)
del n. 46. Le due costanti essenziali che ancora vi compaiono
possono essere determinate linearmente mediante due altre terne
generiche di elementi corrispondenti. Dunque é unica e deter-
minata la corrispondenza trilineare monosingolare di cui siano
dati gli elementi singolari e tre terne generiche di elementy
corrispondent: (¥). Senza alterare il riferimento proiettivo delle
tre forme; la sua equazione si pud dedurre ancora come nel caso
generale dalla (3). Infatti le tre coppie singolari equivalgono a
quattro terne indipendenti, che si possono concretare nella terna
singolare stessa e nelle terne congiungenti _ciascuna coppia sin-
golare con un punto arbitrario della terza forma, ad es. un
elemento di una delle tre altre terne date. La determinazione
ottenuta & unica, perch® siamo riusciti a sostituire alla condizione
algebrica A (a) =0 1’altra equivalente che la terna singolare
generi tre coppie neutre, e questa impone alla corrispondenza
solo il passaggio per certe terne, ciod solo delle condizioni li-
neari nei coefficienti. In particolare le tre terne ulteriori possono
essere costituite coi sei elementi di una sestupla associata. Con
cid non si viene a diminuire sfavorevolmente la loro genericita,
giacché la (21) del n. 47 ci dice che é unica e determinata la
corrispondenza trilineare monosingolare di cui siano date la
terna singolare ed una sestupla assoctata (*). La sua equazione
¢ addirittura la stessa (21), quando ai birapporti degli elementi
si sostituiscano quelli delle loro coordinate. Ad essa si potrebbe

(8) Cfr. Scausrer (), § 7.
(%) Cfr. Havex (), § 8.
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pervenire anche dalla (3) sostituendovi le coordinate delle 7
terne indipendenti di elementi corrispondenti che si vengono a
dare. Se la trilinearita monosingolare non & speciale, essa rimane
anche, a norma della (22) (n. 48), univocamente determinata
qualora siano dati gli elementi singolari e gli elementi di fuga.

58. Supponiamo infine che la trilinearita sia degenere. Se
& semplicemente degenere, per determinarla univocamente basta
conoscerne 1’ elemento singolare e la proiettivita fondamentale,
dopo di ch® la sua equazione sara di uno dei tipi (13), (13'),
(13") dei numeri 40 e 42. Poich® per determinare una proiet-
tivita bastano tre coppie di elementi corrispondenti, ed ogni
coppia della proiettivitd fondamentale si comporta come una coppia
neutra, quelle tre coppie, congiunte con due punti generici della
terza forma determinano 6 terne indipendenti. Inoltre il possedere
. sei terne cosiffatte, ciod tre coppie neutre costituite con elementi
distinti di due sole forme & caratteristico delle corrispondenze
semplicemente degeneri. Infatti, se ad es. quelle forme sono
H e Z, poste quelle coppie in (0, 1), (1, 0), (1, 1), si annullano
nella equazione i coefficienti dagli indici 111 211 122 222,
e si ha inoltre:

Qs+ G =0, Gy + ay, =0,
per modo che I’equazione si riduce proprio al tipo caratteristico:

AT, Y21 — AT, Y12 + 0%y, 2 — b Xy 2, =

(4) =(@x,—bx) (h2—921)=0.

. b .
La costante essenziale - che ancora vi appare pud essere

determinata quando siano date le coordinate dell’ elemento sin-
golare di E, o, se si vuole, una terna (contenente 1’ elemento
singolare) indipendente da quelle gia date, ciod i cui elementi
su H e Z non si corrispondano nella proiettivita fondamentale
$h2—Ys2,=0, le cui coppie sono gid per la (4) tutte neutre.

La determinazione di una trilinearitd semplicemente dege-
nere mediante fre coppie della proiettivita fondamentale ed una
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terna generica & unica, perché alle tre condizioni quadratiche
indipendenti che assicurano !’ annullarsi delle sezioni unidirezio-
nali della matrice cubica dei coefficienti abbiamo sostituito le
equivalenti condizioni lineari di passaggic per sette terne indi-
pendenti, di cui sei tali da definire tre coppie neutre distinte su
due sole forme.

Senza ricercare dapprima la equazione della proiettivita fon-
damentale, per poi scrivere quella della trilinearita nella forma
(13) del n. 40, e senza alterare il riferimento proiettivo dei so-
stegni, la equazione della corrispondenza si pud ancora ricavare
direttamente dalla (3), ove si sostituiscano le coordinate delle
sette terne indipendenti e caratteristiche suddette.

59. Se la trilinearita & doppiamente degenere, essa & perfet-
tamente individuata, come risulta dalla (17) del n. 43 da¢ suoi
elemente singolars, che ne determinano 1’ equazione. Alle quattro
condizioni quadratiche che assicurano !’annullarsi di tutte le
sezioni della matrice cubica dei coefficienti ed alle altre tre che
determinano la corrispondenza, si sono sostituite, se P,, Py, P’
sono gli elementi singolari e P, P;, P;’ tre elementi qualsiasi
le sette condizioni lineari indipendenti di passaggio per le sette
terne :

P, P, 2,3 P,P;Pl"; P2PIP;’; P PPy
b, PP, P|P;P;l; PlP;P;’,

che caratterizzano la corrispondenza doppiamente degenere di
elementi singolari P, P; P;'. Infatti, posti P{" e P{’ negli ele-
menti fondamentali omonimi di E, H, Z, nella equazione della
trilinearita si annullano i coefficienti dagli indici:

222 221 212 122 211 121 112,

e quindi essa & proprio del tipo caratteristico (17') del n. 48.

Senza alterare il riferimento proiettivo di &, H, Z la equa-
zione della trilinearitd si pudé ancora dedurre come in generale
dalla (3), sostituendovi le coordinate degli elementi delle sette
terne indipendenti e caratteristiche suddette.
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60. Possiamo domandarci quando la trilinearita che abbiamo
determinato sia reale. Abbiamo veduto come una trilinearita reale
possegga sempre oo terne reali. Dalla (3) risulta che viceversa,
appena una trilinearita ammette sette terne indipendents real?
€ reale. Infatti sono allora reali i minori di ordine 7 della (2),
quindi i coefficienti della (3). Quei minori sono perd reali (pro-
porzionali ai coniugati) anche qnando gli elementi di due righe
appartenenti alle stesse colonne sono immaginari e coniugati.
Quindi se diciamo coniugata di una terna quella che contiene
gli elementi coniugati, si ha che & reale anche la trilinearita
determinata da 7 -2#% terne reali e da 2k terne immaginarie
{h =1, 2, 3), purchd queste siano a coppie coniugate.

Con questo criterio si pud riconoscere che & reale la trili-
nearitd in cui ad un elemento immaginario corrisponda una
proiettivita immaginaria, al coniugato la coniugata, ed ammetta
una terna reale. Oppure che & reale la trilinearita generata pe-
nendo una proiettivitd reale tra un fascio di proiettivita reali ed
una forma di 1* specie.

Con riguardo agli elementi singolari, risulta dalla (14) del
del n. 17 che & reale (iperbolica) una trilinearita generale che
abbia gli elementi singolari reali ed ammetta una terna reale.
Cid si poteva riconoscere anche esaminando le 7 terne indipen-
denti che si vengono a dare. Analogamente, dall’esame di 7
terne indipendenti, o dalla forma ridotta (17) del n. 20 risulta
che & reale (ellittica) una trilinearita generale che abbia su ogni
forma gli elementi singolari immaginari e coniugati, ed ammetta
una terna reale. Tanto in questo caso che nel precedente alla
terna feale potevasi sostituire il valore della caratteristica, reale
nel primo caso, immaginaria e di modulo 1 nel secondo, o
I’ ascissa di un elemento di fuga, sempre reale.

Nei casi A), B), C), D) del n. 55 la realta o meno della
trilanearitd generale determinata si pud riconoscere, conforme-
mente ai principi generali enunciati sopra, dall’esame delle 7
terne indipendenti che in ogni caso si vengono a dare.

Quando la trilinearitd determinata & singolare, allora per
essere reale deve necessariamente avere gli elementi singolari
reali (n. 44). Dalla (3) col solito principio si pud riconoscere

~

che per la realtd della corrispondenza & sufficiente che siano

S w
5
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reali tutte le tre altre terne necessarie per la determinazione,
oppure una sola, quando le altre due siano immaginarie e co-
niugate. )

Quando le ultime tre terne sono formate a partire da una
sestupla associata, la trilinearitdh & certamente reale se tutti gli
elementi della sestupla sono reali. In particolare, se i punti
principali sono impropri, & reale la trilinearita monosingolare che
abbia gli elementi singolari e gli elementi di fuga reali.

Infine, mentre a norma del n. 41 & necessario che I’ elemento
singolare e la proiettivita fondamentale di una trilinearita reale
semplicemente degenere siano reali, dalla (13) del n. 40 e dalle
analoghe (13’), (13”) risulta che tale condizione & anche suf-
ficiente per assicurare la realtd della corrispondenza.

Quando poi la trilinearita determinata & doppiamente dege-
nere, per la sua realta occorre e basta che i tre elementi singo-
lari siano reali. B evidente che le condizioni in discorso per le
trilinearitd iperboliche, paraboliche od ellittiche, pur essendo
sufficienti, non sono sempre necessarie. In generale perché la
trilinearita determinata da 7. terne indipendents sia reale, é&
solo necessario (e sufficiente) che siano (proporzionali a numeri)
reals (i coefficienti della (3), ciod) ¢ minori d’ ordine massimo
della (2).

Caritoro IV.

Casi notevoli di trilinearita tra particolari forme
di prima specie.

61. Finora abbiamo considerato la corrispondenza trilineare
senza riguardare alla particolare natura delle forme di prima
specie da essa legate. Conviene prima di procedere dare uno
sguardo alle corrispondenze piu semplici e pilt notevoli tra rette,
fasci di rette e fasci di piani, sempre supponendo le forme di-
stinte e considerandole dal punto di vista della geometria ele-
mentare.
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Siano E=u, H=u', Z=u" tre rette distinte, e sia O
un punto generico dello spazio. Consideriamo la corrispondenza
tra u, w', «'', che si ottiene associando tre punti ogni qual
volta essi siano complanari con O (¥). Essa & evidentemente al-
gebrica, ottenendosi per sezione coi piani
della stella di centro O. Due punti gene-
rici di due delle rette date individuano
il piano che li congiunge con O, e quindi
il terzo punto corrispondente, che & dun-
que unico. Si tratta percio di una corri-
spondenza trilineare (n. 3).

Quando (fig. 5) le intersezioni a, b, ¢
dei tre piani (O w), (Ou'), (Ou") sono Fig. 5
distinte, e quindi %, »', «’ non sono
appoggiate ad una stessa retta per O, allora la trilinearita ot-
tenuta & di tipo generale, ed essendo reale, iperbolica. Infatti,
se con Sy, S;; S, Sy'; S’ S, indichiamo i punti di » ed «'; u’
ed «'; u' ed u giacenti su a, b, c, essa possiede le sei coppie
neutre S, Sy, S1 8, S S; &8, S8, S8, ed esse sole.

La indeterminazione dell’ elemento corrispondente proviene
tre volte dall’ essere i punti della coppia allineati con O, e tre
volte dal giacere nel piano congiungente O con !’ altra retta,

Risulta immediatamente che ad un punto di una delle tre
rette corrisponde una proiettivitd, anzi una prospettivita delle
altre due, segata dai piani che passano per la congiungente quel
punto con O. Facendo muovere il punto, la prospettivita corri-
spondente descrive un sistema oo' che & un fascio, come quello
descritto dall’ asse del fascio di piani che la taglia (cfr. n. 9).

Risulta chiaramente il carattere di coppie comuni a tutte le
prospettivita del fascio, che pertinge com’® noto alle coppie sin-
golari delle altre due rette (cfr. n. 10).

In ogni fascio vi sono solo due prospettivita degeneri, cor-
rispondenti agli elementi singolari, essendo la congiungente di
ognuno di essi con O incidente ad una delle altre due rette date.
E chiaro come sia indifferente scambiare contemporaneamente i

nomi dei punti singolari di ciascuna retta (cfr. n. 11).

(5) Cfr. Scuuserr (1), § 1.
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Su ogni retta il punto di fuga & tagliato dal piano con-
giungente O coi punti impropri delle altre due. Esso & anche
complanare coi punti di mezzo dei segmenti singolari (segmenti
finiti compresi tra gli elementi singolari) delle altre due rette,
essendo questi coniugati armonici degli elementi impropri rispetto

agli elementi singolari stessi (n. 23).

62. Se la caratteristica vale — 1, allora O & complanare
con i tre punti di mezzo dei segmenti singolari (n. 25).

Se O & improprio, allora i punti impropri si corrispondono
e la caratteristica vale -+ 1
(n. 25). Cid accade anche per
O generico se i tre punti im-
propri sono allineati.

Gli altri casi metrici spe-
ciali intervengono quando O
cade in uno dei sei piani che
congiungono ciascuna retta coi
! punti impropri delle altre due,

Eig. 6 ed in particolare nelle loro 12

intersezioni distinte dalle tre

rette date (fig. 6). Di queste solo tre, che congiungono i punti
impropri di %, %', «” sono improprie.

Si riconosce facilmente che si ottiene una trilinearita para-
bolica quando O appartiene alla. quadrica
rigata generata dalle rette appoggiate ad u,
o'y o' (%). Infatti allora u, #', "' sono ap-
poggiati ad una medesima retta per O (fig. 7).
I punti di appoggio S, §'; 8" costituiscono
la terna singolare. Ad ognuno di essi cor-
risponde una prospettivita degenere (cfr. n.
45), essendo la sua congiungente con O -
appoggiata alle altre due rette. Inoltre le Fig. 7
coppie S8, 8’8", §'S sono neutre, perchs
essendo allineate con O e con S, §', S", per esse passano
piani, ed in particolare uno che contiene tutta la «’', u, o’ .

1

(1) Cfr. Scauserr ('), § 7.
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Anche ora ai punti di una retta corrispondono un fascio di
prospettivita tra le altre due, ma esse sono tali da ammettere
una sola coppia in comune, che & poi la coppia singolare.

Se O non & improprio, i tre punti di fuga sono propri, a
meno che i tre punti impropri non siano allineati, cio¢ che il
piano improprio non sia tangente alla quadrica rigata individuata
da w, o', u".

Sempre essendo arbitraria la posizione di w«, «’, %', quando
O cade in una delle tre rette, la corrispondenza diviene sempli-
cemente degenere. Infatti, mentre ad O corrispondono tutte le
a? coppie di punti delle altre due rette (segate dai piani della
stella di centro O), ad un punto qualsiasi di quella retta diverso
da O corrisponde sempre la stessa prospettivita m segata sulle
altre due dai piani passanti per la prima (cfr. n. 39).

Infine = & degenere, e quindi & doppiamente degenere la
trilinearita quando una delle altre due rette & incidente a quella
su cui giace 0. Se ad es. quella & ', e questa u, ed esse si
tagliano in P, i punti singolari sono O, P ed il punto di inter-
sezione @ del piano (u u’) con u'’.

63. Con le considerazioni duali di quelle gia svolte si prova
che & una corrispondenza trilineare quella detta dall’ Aveusr
prospettiva (), che si ottiene fra tre fasci di piani di S; quando
si associno i piani che proiettano uno stesso punto di un piano
fisso @. Per essa valgono le proprieta duali di quelle enunciate
nel caso precedente. Cosi ad es. i piani singolari sono quelli che
congiungono ogni asse con le intersezioni degli altri due con w.

Ad un piano di uno dei fasci che intersechi » in a corri-
spondono tutte le coppie della prospettivita che si ottiene proiet-
tando dagli assi degli altri due fasci i punti di a.

E utile pel seguito osservare che le intersezioni dei tre
piani di una terna non riempiono solo », ma anche la quadrica
rigata delle rette appoggiate ai tre assi. Infatti, appena un piano
di uno dei tre fasci passa per un punto della counica segata su
o dalle sue generatrici, contiene tutta la generatrice per quel
punto.

(®®) Cfr. nota (?).
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Dualmente, nel caso precedente gli spazi congiungenti i tre
punti di una terna non descrivono solo la stella (di piani) di
centro O, ma anche, quando i punti sono allineati, tutte le ge-
neratrici della rigata quadrica che ha per direttrici w, u’, »".

Tornando ai nostri tre fasci di piani, se i tre assi sono
sghembi a due a due, la trilinearita ottenuta & parabolica allor-
ché o & tangente alla quadrica delle rette appoggiate ai tre assi.
In tal caso le intersezioni degli assi con w sono allineate. La
loro retta s congiunta con ciascun asse da 1’ elemento singolare
di ogni fascio, ed & senz’altro evidente perché le prospettivita
corrispondenti siano degeneri ed i loro elementi singolari siano
i piani singolari della trilinearita.

Quando o contiene uno degli assi la trilinearitd & sempli-
cemente degenere, 1’elemento singolare & o stesso, e la prospet-
tivitd fondamentale quella ottenuta proiettando dagli altri due
assi il primo giacente in ®. Questa prospettivita & degenere
quando 1’asse giacente in w & complanare con uno degli altri
due. Allora la trilinearita & doppiamente degenere.

Supponiamo ancora che o sia generico. In esso i tre fasci di
piani dati segano tre fasci di rette, tra i quali intercede la cor-
rispondenza trilineare prospettiva della precedente, in cui sono
associate le terne di raggi che.proiettano un punto mobile in .
Questo caso particolare di corrispondenza trilineare & molto
importante, sia per la semplicitd con cui si pud costruire il re-
lativo campo di terne, sid perché si presta a metterne in evidenza
alcune interessanti proiettivita.

Prima di parlarne diffusamente accenniamo al caso duale
(nel piano) della trilinearitd che si ottiene fra tre rette compla-
nari quando si associno tre punti che siano allineati.

64. La corrispondenza « allineata » (**) che cosi si ottiene non
& ovviamente che un caso particolare di quella messa gid in
evidenza al n. 61 tra tre rette sghembe, e ottenuta per sezione
coi piani per O. Infaiti quando le tre rette sono complanari,
essa non dipende dalla posizione di O, ed i tre punti di una

(®3) Cfr. Scuuserr (!), § 1.
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terna godono della proprieta caratteristica di essere allineati.
I punti singolari cadono allora nelle tre intersezioni di u, ', o’ .
Si pud ad es. supporre (fig. 8) che coincidano S, ed S;, S; ed
Sy, S ed S;. Le sei coppie neutre
si hanno o quando due punti sin-
golari sono sovrapposti, nel qual
caso la loro congiungente & inde-
terminata, o quando la congiungerte
i due punti singolari coincide con
la terza retta, per modo che & in-
determinata la sua intersezione con
questa (*).

Ad un punto A di una delle tre rette corrispondono le
coppie della prospettivita segata sulle altre due dai raggi del
fascio (AY), e poiché la corrispondenza tra tali prospettivita ed
i punti AV di %9 & biunivoca, & evidente che esse descrivono
un fascio. :

Risulta chiaramente che due prospettiviti del medesimo fascio
hanno in comune solo le 2 coppie neutre corrispondenti. Inoltre
ad ogni elemento singolare corrisponde una prospettivita dege-
nere, giacche ¢’ & un raggio del relativo fascio che coincide cen
una delle due altre rette date,

(%) Questo metodo per costruire corrispondenze trilineari fra tre pun-
teggiate complanari é uun caso particolare del seguente :

Siano w,, u,, w3 tre rette complanari incidenti in 4, B, C. Si con-
sideri un sistema lineare di dimensione 3m+ 2 di curve algebriche piane
di ordine m + 1, i cui punti base cadano fuori di w,, w,, %;. Si riduca
quel sistema ad una rete imponendo alla curva variabile di passare per m
punti scelti genericamente fuori di 4, B, C su ogni retta. Si viene cosi a
segare su w,, %, 43, fuori dei punti fissi una corrispondenza algebrica,
tale che & determinato ed unico il corrispondente sulla terza retta di due
punti generici delle altre due. Dunque & una trilinearitd. Si riconosce im-
mediatamente che gli elementi singolari cadono ancora in 4, B, C,

Questa costruzione lascia intravedere notevoli gemerazioni di corrispon-
denze algebriche di tipo piu generale delle trilineari, ad es. tra un certo
rumero m di curve algebriche piane Cy)y, Cg),... Cim, di ordini rispettivi
7, Ny, ... By, quando si pensino come omologhi gli n(n, + ng + ... nm) -1
punti variabili tagliati su Cp), Cg, ... Cm fuori di I =1 4 ...+ In
punti fissi da un’ altra curva algebrica piana C, di ordine %, variabile in
an sistema oo”.
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Se le tre rette non passano per uno stesso punto, su ognuna
di esse gli elementi singolari sono distinti e la trilinearita, es-
sendo reale, & iperbolica. I punti impropri si corrispondono,
essendo staccati sulle tre rette dalla retta impropria del piano.
Quindi la caratteristica della corrispondenza vale + 1.

La nota proprieta elementare dei triangoli che la congiun-
gente i punti di mezzo di due lati sia parallela al terzo, ci fa
chiaramente riconoscere come ogni punto improprio corrisponda
anche ai coniugati armonici degli altri due rispetto agli elementi
singolari,

65. Pit in generale sappiamo che se tre punti si corrispon-
dono, ognuno di essi corrisponde pure ai coniugati armonici
degli altri due rispetto agli elementi singo-
lari (®). Cid risulta qui immediatamente dalle
note proprieta dei quadrangoli piani completi.
Infatti siano A, B, C tre elementi corrispon-
denti, e quindi allineati. Congiungiamo A
con Sy, B con S, e la intersezione D delle
due rette cosi ottenute con S,. Si ottiene
su ' il punto C,, coniugato armonico di C
rispetto ad S;’, S;’. Del gruppo armonico
S'S& CC, S§BDA & il quadrangolo co-
struttore. Dico che C, B incontra % nel coniagato armonico A,
di A rispetto ad S; ed S;. Infatti cid risulta immediatamente
considerando il quadrangolo BD C, S;. Dunque 4,, B, C, sono
corrispondenti, perchd allineati.

Scambiando I’ ufficio delle forme & chiaro che risulteranno
allineati, ciog corrispondenti anche A, C B, (dove B, & il coniu-
gato armonico di B rispetto ad S; S;) ed A C, B,. Del resto ci>
risulta anche dalla figura, considerando opportuni quadrangoli.

Risulta cosi evidente la notevole simmetria del gruppo delle
4 terne generate da sei elementi A, B, C, A,, B,, C,. BEsso &
individuato da una qualsiasi delle sue terne, quindi due gruppi
siffatti non possono avere alcuna terna in comune.

Fig. 9

(%) Se i primi sono reali sono reali anche i secondi, tanto nelle trili-
nearita iperboliche che nelle ellittiche.
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Ad un altro notevole insieme (intinito) di terne, e quindi
di punti, si perviene dalla considerazione della sestupla associata,
che ci & gia servita al n. 47 per studiare le trilinearitd mono-
singolari :

Si parta da tre punti generici delle tre rette wu, u, u",
che non si corrispondano e che indicheremo con 1, 1, 1. Si
determinino i corrispondenti 2, 2', 2" ’
di 1/ ed 17, 1 ed 1", 1 ed 1
(punti secondari della sestupla a-
vente gli elementi principali in 1,
1, 1”), quindi i corrispondenti 3,
3, 8" di 22" 22" 22') e cosi
via. Su ciascuna retta si viene a Fig. 10
formare una successione infinita di
punti, discontinua, e tale che (come risulta dalla costruzione)
mentre i punti indicati con cifre dispari tendono a confondersi
con un punto singolare (ad es. SY) quelli indicati con cifre
pari tendono a coincidere con 1’ altro (S{). Inoltre ciascun
insieme occupa solo uno dei due segmenti proiettivi in cui cia-
scuna retta & divisa dai suoi punti singolari.

Sappiamo gia che tutte le trilinearita generali sono proiet-
tivamente equivalenti, e tra loro impareremo a trasformare ogni
trilinearita generale in una trilinearitd allineata (o nella duale,
che & lo stesso). Percio tali gruppi notevoli finiti o infiniti di
terne e di di elementi esistono e si possono mettere in evidenza
in ogni trilinearitd generale. Implicitamente ne abbiamo data la
costruzione,

66. Sia data una trilinearita iperbolica tra rette reali qual-
siasi. Se i segmenti singolari sono tali che nessuno di essi superi
la somma degli altri due si possono sempre trasportare rigida-
mente le tre rette in un piano in modo che nelle loro tre inter-
sezioni cadano rispettivamente i punti singolari 8, ed S;; S, ed
S5 Syed Sy'. Ci si pud allora chiedere se quella corrispondenza
trilineare risulti in generale allineata. Evidentemente no, giacché
sappiamo che per individuare una trilinearita iperbolica oltre
agli elementi singolari occorre dare una terna di punti corri-
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spondenti, e questi si possono sempre scegliere in modo tale
che a trasporto avvenuto non risultino allineati. Perd, appena
la trilinearita sia tale che wuma terna non contenente elementi
singolari risulti allineata, avendo in comune con la corrispon-
denza allineata gli elementi singolari ed una terna, coincide con
essa e tutte le sue terne sono allineate. In particolare & allineata
quando la caratteristica & uguale ad 1, essendo allora corrispon-
denti i punti impropri, che sono allineati perché giacciono sulla
retta impropria del piano.

Cid si poteva anche conseguire (*) servendosi del teorema
di Menelao (), e della (14') e (14”') del n. 21.

La corrispondenza allineata & parabolica quando le tre rette
complanari %, »’, u’’ si tagliano in un solo punto. Si riconosce
immediatamente che in esso coincidono i tre elementi singolari
della corrispondenza. Come nel caso gia trattato al n. 62 tra tre
rette sghembe, dove in particolare rientra anche questo, si pos-
sono riconoscere direttamente le principali proprieta gia note della
trilinearita monosingolare. Pud interessare sapere quando una
corrispondenza trilineare parabolica fra tre rette sia tale che,
trasportatele rigidamente in un piano in modo da avere i punti
singolari sovrapposti, essa risulti allineata. Come sopra, sfrut-
tando i criteri di determinazione delle trilinearita monosingolari,
possiamo affermare che occorre e basta che tre terne non conte-
nenti elementi singolari risultino allineate. In particolare le tre
terne di una sestupla associata.

67. Nel piano la duale della corrispondenza trilineare alli-
neata fra tre rette punteggiate & la trilinearitd « concorrente »
fra tre fasci di raggi complanari R, R', R’ ottenuta associando
in una terna tre raggi passanti per un punto, ed a cui abbiamo
gia accennato. Essa gode naturalmente delle proprieta duali.

Cosi accade due volte che una coppia di raggi di due fasci
non determini il raggio corrispondente: quando la loro interse-
zione cade nel centro del terzo fascio, o quando la loro interse-

(%) Cfr. ad es. Scuuuerr (), § 4.
(" Cfr. ad es. Comessarrr (1), I, pag. 46.
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zione & indeterminata perché essi sono sovrapposti. Dunque gli
elementi singolari sono i raggi che congiungono i centri dei fasci.
E poiche le coppie singolari sono formate nel modo suddetto,
possiamo supporre che siano sovrapposti s, ed s; ad R R', s/
ed s, ad RR", s{ ed s; a R' R".

Ad un raggio generico di uno dei tre fasci corrisponde la
prospettivita degli altri due che lo ha come asse di prospettiva,
e tali prospettivita formano un fascio, come i loro assi. Le coppie
singolari sono comuni a tutte le prospettivita del fascio. Agli ele-
menti singolari (¢ ad essi soli) corrisponde una prospettivita
degenere.

Se come riferimento proiettivo assumiamo uno di quelli
metrici che si possono pensare sulle congiungenti i centri (ai
cui punti possiamo riferire prospettivamente i raggi del fascio
opposto) in ogni caso gli elementi «impropri» sono le paral-
lele ai lati del triangolo, coniugate armoniche delle rispettive
mediane, ed & noto che due tali parallele concorrono sempre in
un punto con la terza mediana. Se poi quel riferimento si
pensa come un riferimento metrico (nel senso del n. 21), la nota
proprieti che le mediane di un triangolo si incontrano nel ba-
ricentro, combinata col teorema di Ceva (cfr. nota (¥)), ci dice
che i coniugati armonici degli elementi impropri rispetto agli
elementi singolari si corrispondono e che la caratteristica della
corrispondenza & uguale a — 1. Cid conferma le proprieta gia
piu volte messe in evidenza degli elementi coniugati di tre ele-
menti corrispondenti (n. 23), assieme a quelle delle corrispon-
denze di caratteristica — 1.

Altre due terne notevoli sono quelle delle altezze e delle
bisettrici. Le coniugate armoniche di queste ultime rispetto ai
raggi singolari sono le bisettrici degli angoli esterni, normali alle
precedenti, ed & noto che, come vuole la teoria della trilinearita,
due di esse concorrono sempre con la bisettrice dell’altro angolo
interno in un punto. Dal criterio E) del n. 55 risulta che ap-
pena una corrispondenza trilineare tra fasci di raggi complanari
sia tale che gli elementi singolari coincidano nel modo anzidetto
con le congiungenti i centri, ed i raggi di una terna concorrano
in un punto (che non cada sui lati del triangolo R R'R"), tutte
le sue terne sono formate di raggi concorrenti.
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Consideriamo ora la configurazione (duale di quella del n.
65) generata dall’insieme dei tre raggi a b ¢ di una terna e dei
loro coniugati armonici a,, b,, ¢, rispetto agli elementi singolari.

Prima le rette che tagliavano le quattro terne del « gruppo
associato » su u, %', »” erano i lati di un quadrilatero piano
completo, di cui i sei punti 4, 4,, B, B,
C, C, erano i vertici, gli elementi singo-
lari i punti diagonali ed =, «', ¢’ le tre
rette diagonali.

Adesso i punti di intersezione delle 4
terne del gruppo associato sono i vertici di
un quadrandolo piano completo, di cui i
sei lati sono gli elementi a,b, ¢, a,, b, ¢;;
i punti diagonali sono i sostegni R, R', R"'
dei tre fasci e le rette diagonali le rette singolari.

Osservazione : Consideriamo un sistema di coordinate proiet-
tive nel piano, di cui siano R, R’, R” i punti fondamentali
ed U il punto unitad. La trilinearita concorrente dei tre fasci di
rette (R), (R'), (R”) & determinata, se u,, u,, u3 sono i raggi
proiettanti U, ed x, ; 3 quelli proiettanti un punto X del piano,
dalla relazione fondamentale (n. 17):

(3) (81 82 wy ) (3; S Us T5) (3;’ Sy Ug za) =1.

Ma i birapporti che vi compaiono non sono altro che le (i
rapporti delle) coordinate proiettive di X relative al sistema
RR R"UT, di cui la (5) com’ & noto & la condizione di compa-
tibilita (®). Dunque le terne dei valori (dei rapporti) delle coor-
dinate proiettive dei punti di un piano descrivono una corrispon-
denza trilineare generale.

68. Se i tre fasci sono distinti, la corrispondenza trilineare
concorrente & sempre iperbolica, a meno che i tre centri R,
R', R non siano allineati, nel qual caso solamente essa & pa-
rabolica. Allora la congiungente i centri coincide con 1’ elemento

(68) Comessarrr (17), II, pag. 141.
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singolare di ogni fascio. Tutte le prospettivita del fascio delle
corrispondenti agli elementi di R hanno in comune la sola
coppia singolare delle altre due forme.

La prospettivita corrispondente ad un elemento singolare &
degenere perché ad un raggio generico corrlsponde sempre 1’ ele-
mento singolare dell’ altro fascio.

La duale nello spazio della corrispondenza concorrente & la
trilinearita che si ottiene tra tre fasci di rette non complanari
ma aventi il centro in comune quando si associno tre raggi
appartenenti al medesimo piano per il centro. I raggi singolari
coincidono colle tre intersezioni dei piani dei tre fasci.

La duale nello spazio della corrispondenza allineata & la
trilinearitd che si ottiene tra tre fasci di piani i cui assi passino
per uno stesso punto O quando si associno i tre piani passanti
per una retta della stella di centro O. Piani singolari sono quelli
congiungenti gli assi.

69. G. Hauck (*) genera una corrispondenza trilineare tra
tre punteggiate complanari tagliandole coi raggi che da tre centri
fissi O, O, O, proiettano i punti P del piano.

Si tratta evidentemente della corrispondenza ottenuta per
sezione da quella concorrente dei tre fasci di raggi di centri
0, O, O; . Percido gli elementi singolari saranno le intersezioni
delle tre rette « ' «'" con le O, 0,, O, O;, O, O, .

Inoltre date tre rette trilineari e postele in un piano con
gli elementi singolari allineati su tre punti O,, O,, Oz, perché
la trilinearita coincida con quella di Havck occorre e basta che
i tre raggi « ' 2’ proiettanti da essi i punti di una terna con-
corrano in un punto P, Quando la trilinearita & iperbolica cid
& sempre possibile. Infatti basta ad es. disporre le rette u, w0, o”
in un piano in modo che si taglino in un punto P cui siano
sovrapposti i punti X, X', X" di una terna. Le congiungenti
le coppie singolari determinano poi con le loro intersezioni
0,, 0., 0s.

I punti di fuga possono determinarsi facilmente, sia mediante

@ 1. cit. (1), § 1.
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gli elementi impropri, che i punti di mezzo dei segmenti singolari,
loro coniugati armonici rispetto agli elementi singolari stesst
(fig. 12) (). . '
Quando la caratteristica della corrispondenza & — 1, allora,
se ogni segmento singolare & mi-
A nore della somma degli altri due,
’ trasportate le tre rette in un piano
con S; ed S;, S;ed S, S ed
S, sovrapposti rispett. a tre punti
O,, 0, Oz, poiché i punti . di
mezzo dei segmenti singolari si
corrispondono (n. 25) e d’altra
parte le mediane di un triangolo
si tagliano nel baricentro, la tri-
linearitad coincide con quella ta-
gliata sulle rette date dai tre fasci concorrenti O,, 0., O,.

(™) 8i viene cosi a mettere in evidenza un notevole gruppo di 9 ele-
menti, costituenti per quanto precede 6 terne della trilinearitd. A partire
dd un gruppo analogo é facile costruire un gruppo di 12 elementi reali co-
stituenti fra loro altrettante terne.

Riferiamoci per sempliciti (fig. 13) alla corrispondenza concorrente tra
tre fasci di rette complanari U, U, U; e partiamo da tre rette p,, p,, ps
di fasci diversi, non corrispondenti. Co-
struiamo le rette secondarie r,, r,, r;
della sestupla associata (n. 47) colle rette
principali p,, p,, ps; indi le coniugate
armoniche ¢, ¢y, g3 di Py, pe, p3 Ti-
spetto agli elementi singolari dei loro fasci.
Poiché anche la sestupla associata con le
rette principali g¢,, ¢y, g3 ha per elementi
secondari r,, r,, r3 (come discende dal
n. 23, penultimo alinea; cfr. anche il n,
33), le 9 rette considerate costituiscono
le 6 terne: Fig. 13

TyPePsy P172P3y Pr1Pe?3y "1 92935 7293y 19273

Ancora dal n. 23, come pure dalla figura, risulta immediatamente che
su di «, la corrispondente di p, e g3 e quella di p; e g, coincidono con la
coniugata armonica s, di », rispetto agli elementi singolari. Considerazioni
analoghe valgono per le coniugate armoniche s, ed s; di », ed r; rispetto
agli elementi singolari dei sostegni relativi. Quindi, se alle nove rette pre-
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Invece quando una trilinearitd iperbolica tra tre rette ha
caratteristica. uguale a 4 1, poiché i punti impropri si corri-
spondono, per generare la trilinearitd col metodo di Hauck basta
portarle nel medesimo piano e disporle
parallelamente (col punto improprio in
comune).

Ecco infine (fig. 14) la interes-
sante figura generata dall’ insieme infi-
nito di terne messo in luce al n. 65,
nel caso che la trilinearitda sia quella
concorrente dei fasci (0,), (Os), (Os), op-
pure la sua sezione secondo Hauck delle
tre rette u, w', u'. Le successive terne (non corrispondenti) di
raggi dell’insieme generano una successione infinita di triangoli
circoscritti ad O, O, O;, ciascuno inscritto nel successivo, e tali
che proseguendo indefinitamente la costruzione il triangolo va-

riabile tende a sovrapporsi ad O, O, O;.

70. Poiché I’ esser parabolica non dipende dalle trasforma-
zioni proiettive dei sostegni, la trilinearitda di Hauck sard para-
bolica solo allorchd lo sia quella concorrente dei tre fasci O,
0,, Os, e questo accade solamente quando O,, O,, O, sono
allineati. Quindi perché una trilinearita parabolica tra tre pun-
teggiate complanari si possa generare col metodo di Hauck, oc-
corre per quanto precede che i tre elementi singolari siano alli-
neati e che tre terne siano proiezione di tre punti del piano da
tre centri O,, O,, O; allineati con gli elementi singolari.

cedenti aggiungiamo s, s, ed s;, alle sei terne gid considerate si aggiun-
gono le altre sei :

Sy P2 Q3r 81 92 P3sy T S2P3y PLS Q3 91 8 P, P S ¢s, C.V.4
Cosi procedendo & facile vedere che é possibile costrnire gruppi di »
elementi reali che costituiscano fra loro p?& di n terne corrispondenti. Basta
ad es. aggiungere alle precedenti le tre rette secondarie ¢,, t,, ¢, della se-
stupla colle rette principali s,, s,, s;, coniugate armoniche di r,, ry, 74
rispetto agli elementi singolari dei loro sostegni. Alle 12 terne gia viste si
aggiungono quindi le altre sei:
brgrs, Titary, T Tyl b 88, 8,83, 5 810,
e si hanno in totale 18 terne corrispondenti formate solo con 15 elementi.
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E sempre possibile trasportare tre rette parabolicamente
trilineari in un piano in modo che soddisfino alla condizione
richiesta. Ad esempio se A, A', A";
B, B, B', C, ¢, C' sono le tre
terne date, si porti, facendo scorrere
S" ed S” sulla retta d, A" a sovrap-
porsi ad 4 e B” a B. Allora (fig.
15) O, ed O, sono determinati rispet-
tivamente dalle intersezioni di d con
BB ed A A", G dalla intersezione
di C'0;, e C'"0y; 0, da quella di d
Fig. 15 con CG (M.

71. Anche se non ci servira per le costruzioni, non possiamo
fare a meno di ricordare 1’ elegante generazione della corrispon-
denza trilineare tra tre rette indipendenti data da C. Seere (%),

In uno spazio lineare astratto qualsiasi S, (®) (2 =5) tre
rette m, nm, p diconsi . indipendenti quando il loro spazio con-
giungente & un S; (*). Assumiamone su tali rette i punti fonda-
mentali 1 e 4, 2 e 5, 3 e 6 delle coordinate. Tre punti qualun-
que di m, m, p avranno per coordinate (omogenee):

vy, 0 0 wu, 0 O
0 v,z 0 O ¢ 0
0 0 w, 0 0 20,

dove le u, le v e le w sono dei parametri arbitrari.

(") Cfr. Havex (W), § 8.

(™) C. SkcrE, Sut complessi lineari di piani nello spazio a cinque
dimensions [Annali di Matematica pura e appl. Serie III, Tomo XXVII
(1917)], n. 5.

(®) Cfr. E. Bertini, Geometria proiettiva degli iperspazi. (Messina,
1923) p. 1 e seg.

(™) Cfr. Bermivt (™), pag. 14.
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Il piano che congiunge quei tre punti avra otto delle sue
venti coordinate grassmanniane p,, () espresse cosi:

Przs = Uy V3 W03 Pagy = Uy VW3 Pais = Uy V5 105
(6) Pize = Uy V2 Wg  Pisg = W Vs Ws Pagg = Uy Vg W

Pass = Uy V5 W3 Pysg = Uy U5 W

e le 12 rimanenti uguali a zero.
Un complesso lineare di piani & definito in S, dalla equa-
zione :

{7) Z e P =0,

dove la sommatoria & estesa alle 20 combinazioni ternarie Ak !/
dei sei indici 1, 2,...6. Se esso & generico (non sono nulle le
8 ¢y, corrispondenti alle (6) e quindi) i suoi piani segnano su
m, n, p le terne di una corrispondenza trilineare di equazione:

Ci23 Uy Vp W3 - Cogy Uy V3 W3 + Cais Uy U5 W3 | Crop Uy Uy W +
{8) ,
- Cis6 Uy Vs W + Capy Ua V3 W+ Cags Uy V5 Ws + Casg Uy V5 105 = 0,
che si ottiene dalla (7) sostituendovi le espressioni (6) delle coor-
dinate del piano congiungenti tre punti generici di m, n, p.
¥y W3

, t=—", W=

. . . u,
Presi su m, n, p i rapporti » = —
Uy Vs We

come coordinate non omogenee di punto, la (8) si scrive:

Crag UV W - Cogg VW + Cyis WU + Cr6 UV + Crig U+
T Coua ¥t Coy W 4 C5g = 0.

(8)

Viceversa una stessa corrispondenza trilineare & tagliata su
m, n, p dai piani di ™ diversi complessi lineari che hanno
8 ¢y, uguali (o proporzionali) a quelle che figurano nella (8)
e le altre 12 arbitrarie.

(®) Minort di ordine 3 ottenuti dalla matrice delle coordinate di 3
punti indipendenti prendendo le colonne 2% !. In S, ve ne sono tante distinte
quante sono le combinazioni ternarie di 1, 2,...6, cioe 20, legate da 10
celazioni quadratiche indip.

b »
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CariToro V.,

Costruzioni fondamentali

72. Servendoci del procedimento di Hauck abbiamo ricono-
sciuto che si possono facilmente mediante soli movimeuti rigidi
dei sostegni risolvere i due problemi fondamentali :

Costruire ogni altra terna di una trilinearita iperbolica fra
tre rette, di cui siano dati gli elementi singolari ed una terna.

Costruire ogni altra terna di una trilinearita parabolica fra
tre rette, di cui sia data la terna singolare e tre terne corri-
spondenti.

Piu in generale, tenendo conto che (n. 9) forme proiettive
a forme trilineari sono ancora trilineari, ci sara facile costruire
ogni terna di una qualsiasi trilinearith, comunque essa sia de-
terminata, servendoci delle costruzioni della proiettivita e ded
campi di terne particolari che abbiamo pili sopra messo in evidenza.

Trattiamo dapprima la costruzione delle corrispondenze tri-
lineari generali. Piu semplice dal punto di vista costruttivo si
presenta il caso, gia risolto con Hauck per tre rette, che la tri-
linearita sia determinata come in E) al n. 55 mediante gli ele-
menti singolari S' (con la loro legge di associazione) ed una
terna di elementi corrispondenti, U, U', U"'. Infatti, dato un
elemento qualsiasi A di una delle tre forme, ad es. di &, si pud
senz’ altro determinare linearmente ogni coppia della proiettivita
che gli corrisponde. Due ne sono gia note, essendo le coppie
singolari S; Sy’ ; S;Si’. Per trovarne una terza osserviamo che
& determinata la proiettivita corrispondente ad U7, di cui si co-
noscono le tre coppie S, Sy’ ; S3S1'; U U”. Quindi la relazione:

(S:S: UA)A(Sy Sy U” A"),

fornira linearmente A’ corrispondente ad A. Poiche A U' A"
sono corrispondenti, risulta determinata la proiettivita

(S1y Sy U5 )A(SY, S, 4",
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che & quella cercata, di cui ogni coppia costituisce con A una
terna del campo (™).

* 73. La costruzione del campo di terne determinato come in
E) al n. 55 poteva anche farsi mediante uno dei casi particolar-
mente semplici di trilinearitad visti sopra, ad es. mediante la tri-
linearitd concorrente di tre fasci di raggi R, R', R”, complanari,
i cui centri non siano allineati ("). Allora, posto :

s,=s3=RR, si=s;=RPR', sf=s=R'R

"

ed indicati con w, »', u'" i raggi rispettivamente di R, R, R"
proiettanti un medesimo punto generico P> del piano, le proiet-
tivita :
. (S1y Sey Uit ) A(S1y 8y 4 yll),
(9) (81, S, U, . ) A (s1y 82, U ...),
(Sl')‘ia )/\(8”83,?4, )7
trasformano E in R, Hin R', Z in R" e la trilinearita generale
determinata dagli elementi singolari S{? S{ e dalla terna U U’ U"”
in quella concorrente determinata da s{?, s§ e dalla terna w, «', u’'.
Data una coppia qualsiasi di elomentl di due forme, ad es.

Aed A’ di E ed H, e determinati i loro corrispondenti a, o'
in B ed R' mediante le relazioni:

(SiSsUAA (sissua), (S1S:U AN (sissu'a’),

il punto (a, a') congiunto con R'" determina il raggio a' che li
.associa in una terna. Quindi la proiettivita :

(s;I s;lu a ) /\ ( " ;I UII A”),

fornisce linearmente il corrispondente A" di A ed A'.

() Cfr. Loxnon (12), § 7, 1) a).
(™) Cfr. Loxnoxy (12), § 7, 1) 3).



Nel caso che =, Hl, Z sianc tre rette di S;. Scurriwr (7, S
serve della trilinearita allineata tra tre rette complanari. Il pro-
cedimento & affatto analogo a quello descritto sopra, pero & da
notare che una proiettivitd tra due rette sghembe si pud sempre
pensare come una prospettivita, tagliata da un fascio di piani il
cai asse sia appoggiato alle congiungenti le tre coppie di punti
omologhi che la determinano. Lo Scauserr da quindi addirittura
la costruzione delle tre prospettivita analoghe alle (9), per modo
che il problema appare risolto in ogni dettaglio.

74. Passiamo ora a considerare il caso che la trilinearita sia
determinata mediante 5 elementi singolari e 2 terne, come al
n. 55, D). Possiamo supporre che gli elementi singolari noti
siano S, ed S,; S] ed S:; S.’, e le due terne LU U, VV' P,
Si osserva subito che sono determinate le proiettivita ., e =,
corrispondenti ad U’ e V", mediante le coppie S;S;, S, S,
che sono comuni ad entrambe, U U” e risp. V V'. Quindi, se 4
¢ un elemento non singolare di =, della proiettivita ad esso cor-
rispondente conosciamo la coppia S;S;’; inoltre le proiettivita
T € Tyrs

(S8 U A) A (S: 81U 47),
(5185 VA)A(S: SV 4y,

c¢i forniscono linearmente A] ed A, cioé¢ altre due coppie di-
stinte A; U"', A3 V" di =,, che risulta determinata.

Analogamente (scambiando I’ ufficio di E e di H) si puo
determinare la proiettivitd =, corrispondente ad un generico ele-
mento B' di H.

L’ elemento singolare Si' che ancora manca & il corrispon-
dente di S; in =, 0o di S, in =, e si pud quindi determinare
linearmente, con che ci si riconduce al caso precedente. Altri-
menti dobbiamo ancora determinare la proiettivitd =, corrispon-
dente ad un qualsiasi elemento C” di Z, e cid si pud fare os-
servando che di essa si conoscono le due coppie S, S;, S;S;.
Inoltre il corrispondente €' di C" in =, costituisce con A la
terza coppia necessaria e sufficiente per la sua determinazione.

(¥ L cit. (1), § 5.
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75. Anche in questo caso la costruzione del campo di terne
priy wifettuarsi riferendo proiettivamente Z. Il, Z a tre fasci di
rette complanari R, I', R", in modo che la corrispondenza tri-
lineare data si trasformi in quella concorrente. Presi ad arbitrio
in un piano i.punti B, R', R"”, P, e posto:

s,=s8,=RR s,=RR' si=s;=RR"
RP=nw RP=uw R P=u",

si leghino = ed R, H ed R’ colle proiettivita:

(10) ($S;8U..) AN (s suw...),

(10" (STSaU7..) N (syspd...).

In esse a V, V' corrisponderanno rispettivamente v e ¢,
che si taglieranno in @. Posto ' = R" @, la proiettivita :

(10") (SeU" V".L) A (st w200,

assieme alle due precedenti trasforma la nostra trilinearita in
una trilinearitd tra R, R, R” che ha in comune con quella
concorrente i cinque elementi singolari s,, sy s{, S;; sy e le
due terne u »' u'', v v' ¢', e quindi non pud che coincidere
con questa (n. 35, D)). Per ottenere il terzo elemento corri-
spondente a due altri nella trilinearita data bastera di questi
determinare i raggi corrispondenti mediante le (10%"). La loro in-
tersezione congiunta col terzo centro dara il raggio che attraverso
le inverse delle (10') fornira il terzo elemento cercato.

76. Consideriamo ora il caso che la trilinearita sia determi-
nata come in C) al n. 55 e supponiamo dapprima che i quattro
elementi singolari dati stiano in due sole forme, cioé siano ad
es. 81, S5 Si, Si.

Inoltre siano date le terne () UU' U, V V' P"', W W' W".

(™) Cfr. Loxpox (12), § 3, 2) @); Casreunvovo (%), p. 1071,
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Si pud subito osservare che sono determinate le proiettivita:

Ty o (Sl Sg U...)K(S;‘; l/"...),
Bt (SIS V. )A(SS V..,
Fwn: (SIS W.. )R (SISIW'..),

corrispondenti ad U”, V', W". Quindi dato un elemento A di
E [o B’ di H], se Aj, A;, A; [oppure B,, B;, B;] sono gli
elementi che gli corrispondono in =, , %y, Ty, & determinata
la proiettivita

Tyt (A Az As. . ) AU V"W ..,

[o rispettivam. = : (BB, By..) A(U'"V"W".. )],

che gli corrisponde nella trilinearita. In particolare i corrispon-
denti in =, di S; ed S; (0 in =z di S, S;) sono gli elementi
singolari S;’ S;' ancora incogniti, con che il problema & ricon-
dotto a quelli precedenti. Se lo si vuol risolvere direttamente
basta determinare la proiettivitd m,, corrispondente ad un gene-
rico elemento C”’ di Z. Di essa si conoscono le due coppie
S, S; ed S; S;. Per trovarne una terza si pud ad es. determinare
il corrispondente ¢' di ¢’ in =,. Allora, essendo 4 C' C"' una

terna, AC’ & la terza coppia cercata che individua =, :

(S:1S:4..)A(S.S.C...).

77. Anche per questa costruzione potevamo servirci di una
corrispondenza particolare, ad es. della concorrente (¥) di tre
fasci di raggi complanari RR' R”. Allora, posto: s,=8=RR,
s;,=RR", s;=R R', RP,=u, R P,=’, dove P, & un punto

generico del piano (R R’ R'"), riferiamo proiettivamente E ed H
ad R ed R’ mediante le omografie :

(11) ($:S:U...)A(818%:u...),
(11) (SIS, )N (S shu..).
(8%) Cfr. Lonpox (1), § 3, 2) b). Scauserr (l. cit. (), § 1) servendosi

della corrispondenza allineata risolve completamente questo problema quando
E, H, Z sono tre rette sgembe.
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I raggi corrispondenti a ¥V e V' si taglieranno in P,; ana-
logamente quelli omologhi di W e W’ in P;. Allora posto :

l‘,’ = I)1 RII rn = P2 R'I wll = Ps RII ,
la proiettivitd tra Z ed R":
(l l”) (UH VII WYI. . .) K (l", ,"Il wll' . ') ,

assieme alle (11), (11') trasforma la trilineariti data in una tri-
{inearita tra R, R', R" che, avendo in co-
mune con quella concorrente gli elementi
singolari s, s,, 51 8; e le tre terne w u' u”,
v v ¢, ww w’, a norma del n. 55, C)
coincide con essa.

Percio gli elementi singolari mancanti
saranno i trasformati di R R ed R" R’
mediante la inversa della (11").

Dati due elementi, ad es. A ed A’
di E ed H, quello A” di Z che con essi forma una terna si
ottiene come corrispondente nella inversa della (11'') del raggio
congiungente R'' con la intersezione degli omologhi di 4, A’
in (11), (11°). :

78. Andiamo ora a considerare il caso che le due coppie
singolari date, non aventi elementi in comune, siano costituite
di elementi non tutti appartenenti a due sole forme (*). Si pud
supporre che siano S, S,, S; S!. Implicitamente si viene a
dare anche una terza coppia singolare, S; S}, avente con le due
prime un elemento in comune. Indichiamo sempre con U U’ U,
VvV V', WIW W'" le tre terne ulteriormente necessarie alla
determinazione della corrispondenza (55, C)).

Allora, se R, R, P, e P, sono 4 punti generici di un piano
a, posto: s,=8,=RR, u=RP,, v=RP,, =R P,,
v' =R’ P,, leghiamo E ed H ai fasci R ed R' mediante le

(8!) Casrtennuovo (1. cit. (%), pag. 1071) si serve per questa costruzione
di quella delle serie unicursali di terne, che introdurremo pil avanti.
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proiettivita :
(12) (S$SUV..) N (sruv...),
(12" (SsU' V.. A (ssu' .. 0).

I raggi w e w' corrispondenti in esse a W e W' si taglie-
ranno in Pg, e sara s, il
corrispondente di S,. Avendo
posto s,=s;, il centro del
terzo fascio R'' dovra trovarsi
su s,, giacché nella corri-
spondenza allineata che si
cerca deve anche essere :

s, =s8"=RR".

JERY; o,

Fig. 17 Perd la posizione di R” su
S, non & arbitraria. Infatti se
lo si colloca in un punto generico Q" di s,, fatto:

w'=nrqQ", v =P, Q" w' =P Q",
nella proiettivita da porsi tra Z e @ dovremo avere:
(12,") (U"V'W". ) A (o wy'...l),

e quindi questa & determinata., Ma in generale nella (12,”) ad

SV corrisponde un raggio o, distinto da s,.
Percido R" risulta determinato, come vedremo, dalla condi-

zione che s;’ coincida con s,. Allora, posto :
w=R'P, v =R'P,, w'=R'P,,

la proiettivita tra Z ed R":

(12) (U v'w’. . )N @ v ),

assieme alle (12), (12') trasforma la nostra trilinearita .in una
corrispondenza trilineare tra B, R', R'' che, avendo in comune
con quella concorrente gli elementi singolari s,, s,, sy; s’ e le
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tre terne w o' u'”, v’ v, ww w', a norma del n. 55, C)
coincide con essa.

Gli elementi singolari che ancora mancano Si ed S; sono
i corrispondenti nelle inverse delle (12'), (12") del raggio R' R”,
con che si & ricondotti ai problemi gia risolti. Del resto, come
nei casi precedenti mediante le (12), (12’), (12”) e le loro in-
verse si pud costruire ogni altra terna della trilinearita data.

E da notare che R si pud costruire linearmente a partire
da @', che & un punto generico di s,. Infatti mediante la (12,”)
e la (12”) tra @ ed R nasce una proiettivita, prodotto da
I'inversa della prima per la seconda, nella quale sono associati
i raggi corrispondenti agli stessi elementi di Z. La conica gene-
rata dalla intersezione dei raggi omologhi passa evidentemente
per Py, P,, Py, Q" ed R". Inoltre, poiche ad S; corrispondono
in Q' o ed in R s,, essa & tangente a o) in Q'. Quindi a
determinarla bastano P,, P,, P;, Q' e of.

L ulteriore suo punto di intersezione con s,, distinto da "
(se of & distinto da s,), reale come Q" e costruibile linear-
mente (¥), & il punto R’ cercato.

79. Supponiamo ora che come in B) al n. 55 la trilinearita
sia determinata mediante due coppie singolari aventi un elemento
in comune e 4 terne di elementi corrispondenti UU' U", VV' V",
W W W', TT I". Possiamo sempre supporre (scambiando
eventualmente i nomi delle forme e gli indici degli elementi
singolari) che gli elementi singolari dati siano S, S;, ;. Al-
lora, se.R, R'; P, e P, sono 4 punti generici di un piano, posto:

ss,=8,=RR, u=RP,, v=RP,, =R P,, vV =R P,,

leghiamo Z ed R ed H e R’ mediante le proiettivita :

(13) (SSUV..)A@Guv...),
(13") (S: U VL) A (s 0) .

(82) Cfr. ad es. Comessarri, - Elementi della teoria generale delle coniche
[(itografie), Padova, 1932], pag. 58.
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I raggi w e w’ corrispondenti a W e a W’ si taglieranno
in P; ed analogamente quelli ¢ e ¢’ corrispondenti a 7 e a 7’
in P,. Si tratta ora di determinare un punto R” del piano tale
che posto :

RI/ ‘Pl — ull , R/I I)2 —_— vli , R/I P3 j— wll, R’f P‘ - t"’
il raggio corrispondente ad U’ nella proiettivita :
(13’1) (VII WII TII ) /\ (1)Il wll tll ) s

sia proprio «’, e quello corrispondente ad S;" passi per R’.
Trovato un tale R”, mediante le (13), (13’), (13”), la trilinearita
data si trasforma nella trilinearita concorrente tra R, R’ R",
determinata mediante gli elementi singolari s,, s;, s’ e le quattro
terne w, w', u'; v, v, v"; w, w, W t, ¢ . t". Si co-
struiscono quindi immediatamente gli elementi singolari s,, s}, s},
ancora mancanti, corrispondenti di RR"” ed. R” R’ sulle inverse
della (13), (13), (13”). Con cié si & ricondotti ai problemi pre-
cedenti, e come allora, oppure direttamente mediante le (13), (13'),
(13”), si pud costruire una terna qualsiasi della trilinearita.

80. Per determinare R” si osservi che se come tale si as-
sume un punto generico Q" del piano, dette v, w}’, ¢’ le con-
giungenti Q" rispett. con
P,, Py, P,, in generale i
corrispondenti ;' ed u; di
S: ed U” nella proiettivita
tra Z e Q":

(131)
(V'W'T". )N (v wi't...),

Fig. 18 non passano rispettivamente

per R’ e P,. A partire da

Q"’, sulla Q' R’ si pud collo stesso procedimento del n. 78 de-
terminare un punto S tale che posto :

S'Py=1v, S"Pi=w), S'P=t,
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7’

il corrispondente di S;’ nella proiettivita tra Z ed S”:
(135) V' W'T'..)N@Wwt...),

passi per R’, cioé coincida con S§” R'.

S” & D intersezione distinta da Q" (se lo ¢ o; dalla Q" R')
della Q' R’ con la conica I'; per P,, Py, P,, Q" e tangente in
Q" a o). I, & il luogo delle intersezioni dei raggi omologhi
nella proiettivita prodotto della inversa della (13;") per la (13;))
che si ottiene tra Q" ed S” facendo corrispondere due raggi
associati dalle (137') e (13;) allo stesso elemento di Z.

Il corrispondente 2, di U” nella (13;) in generale non
passerd ancora per P,. Si pud perd osservare che, giunti ad un
R” tale da soddisfare anche a questa condizione, associando due
elementi di R” ed S” che corrispondano nelle (13"), (13;') allo
stesso elemento di Z si viene a porre tra R” ed S’ una corris-
pondenza proiettiva, che genera con
le intersezioni dei raggi omologhi
una conica I', passante per R’, P,,

P, P,, S”, R". Inoltre il raggio
" = R" P, intetseca w;’ in un punto
di T,.
Per costruire R" bisognera quin-
di dapprima determinare 1’ ulteriore
punto I di intersezione di u; (cor-
rispondente di U’ nella (13;')) con
la conica determinata dai 5 punti
R'P,P, P,S”. Congiunto I con P,,
I’ intersezione della P, I con T, di-
versa da I sarda il punto R’ cereato.

Naturalmente anche in questo caso la costruzione di S, I, R”

risulta lineare (®) ; R” & reale come ", S’ ed I

81. In modo analogo la costruzione del campo di terne puo
ricondursi a quella della trilinearitd concorrente, quando la cor-
rispondenza sia determinata come in A) al n. 55 mediante una

() Cfr. Comessarrr (%), p. 56.
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coppia singolare, che possiamo supporre sia S, S;, ed altre 5
terne UU' U, VV' V' WWW"', TT'T'(®).

Presi al solito arbitrariamente in un piano i punti R, R,
P,, P, e posto:

ss=s;=RR u=RP, v=RP, W/'=R P, v=RP,,
si leghino = ed R, H ed R’ mediante le proiettivita:

(14) ’ (SSUV..)F (ssuv...),

(14) (SeU' Vo) AN (s Vol

I raggi in esse corrispondenti a We W', Ze Z, Te T,
siano w e w', x e x', t e t', e si taglino in P, P,, P;.

Si tratta di determinare un ulteriore punto R’ del piano,
tale che posto ad es. R” Py,=w", R"P,=2z", R'P,=1t", e
legati Z ed R” colla proiettivita :

(14”) (WII ZII T//. . .) K (wll xll t"‘ . ') ,

in essa i corrispondenti «”’ e v di U"” e V" passino rispetti-
vamente per P; e P,. Allora le (14), (14'), (14”) trasformano
la trilinearita data tra =, H, Z in quella concorrente tra R, R’,
R"”, determinata come la prima mediante la coppia singolare
s, e le cinque terne wo' u”’, vo' v, ww w’, 22" 2, tt't".
Si possono quindi determinare subito gli elementi singolari in-
cogniti, corrispondenti di R R” e di R’ R” nelle inverse delle
(14), (14'), (14"), ed ogni terna della omografia trilineare data.

(84) Cfr. Loxpox (12), § 3, 3), che per determinare R” rimanda a Stury,
1l problema della protettivita (Math. Ann. Bd. II), p. 535. CasrELNUOVO,
1. cit. (%), p. 1073, di la costruzione della trilinearitd cosi determinata
quando le tre forme sono sovrapposte ad una cubica gobba di S;. Le Paieg,
Note sur I’homographie du IIT¢ ordre (%), riconduce questo problema al-
I’altro : costruire una superficie del 2° ordine conoscendone 7 punti ed una
generatrice passante per uno di essi.
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82. Per costruire R’ partiamo come prima da un punto
generico Q”, le cui congiungenti con P;, P,, Py chiameremo
rispettivamente w0, , x{', ¢. Generalmente i corrispondenti ;'
e v di U” e V" nella
proiettivita tra Z e Q"

(147)
(WU ZN T”.-.) K (w;l Z;, tl’---),

non passeranno per P, e P,.
Sulla congiungente Q" con P,
e nella ulteriore intersezione
con la conica I'; passante per
Q" P, P, P, ¢ tangente in Fig. 20

Q" a v si trova il secondo

centro ausiliario S”, tale che riferendo proiettivamente i raggi
wy, %', &y (che da S” proiettano P;, P,, P;) agli elementi
omonimi di Z mediante la:

(147) (W' Z'T" .. )R w2 ..,

il corrispondente v; di V" nella (14;') passi per P,.

La conica I';, & generata dalle intersezioni dei raggi omologhi
nella proiettivitd che si ottiene tra @ ed S” associando le rette
corrispondenti agli stessi elementi di Z nella (147), (143).

Il corrispondente ;' di U nella (14;') non passa general-
mente per P,. Perd & da notare che se si associano i raggi che
in S~ e sull’incognito R"” corrispondono mediante le (14"),
(14;) allo stesso elemento di Z, la proiettivita cosi determinata
tra S” ed R’ genera la conica Iy, passante per P,, P;, P,,
P, S”. In essa giacciono anche R e ! intersezione I di u;
con la congiungente R’ con P,. Quindi R" si pud determinare
(linearmente al pari di S”) come la ulteriore intersezione della

retta I P, con I'y, dopo di aver determinato I come intersezione
di Ty con u, .

83. Supponiamo ora che la trilinearita sia determinata come

al n. 53 mediante due elementi, le proiettivitd corrispondenti ed
7
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una terna (¥). Possiamo pensare che si tratti degli elementi 4
e B di &, di cui indicheremo con w, e my le proiettivita cor-
rispondenti, e della terna C C' C"'.

Osserviamo subito che & determinata la  proiettivita
corrispondente a C’. Infatti, se C, e C} sono gli elementi
corrispondenti a C’ in n, e %, ad essa appartengono le tre
coppie ACY, BCy, CC". Dopo di che, se D" & un elemento
generico di Z, cui corrispondono D¢ in =y, D) e Dy in =, e
mp, la proiettiviti ad esso corrispondente =,, & determinata
dalle tre coppie A D',, BD}, D,C". E ora possibile, dato un
elemento generico £ di H, determinarne la proiettivita corri-
spondente. Infatti, se E), E%, E,, sono i suoi omologhi rispett.
in m,, =y, Ty, & m appartengono le tre coppie AEY, BEY,
E,,, D",che la determinano.

Infine dai suoi corrispondenti Fg,, Fy,, Fp, in =g, g,
Ty, © quindi dalle tre coppie C' Fg,, E' Fy,, Fp, D", risulta
determinata la proiettivitd =, corrispondente ad un generico ele-
mento F di E.

Volendo determinare gli elementi singolari, si possono de-
terminare dapprima con una costruzione quadratica quelli di due
forme, ad es. di H e Z, come coppie comuni alle due proiet-
tivitd, m,, mz, e poi mediante un’altra proiettiviti, ad es. =,
linearmente gli altri due.

84. Dal procedimento seguito al n. 52 per la determinazione
della corrispondenza risulta che i coefficienti della equazione di
una trilinearitd di cui sian date solo se: terne dipendono ancora
linearmente da un medesimo parameiro essenziale (due omogenei) :

(15) fhsz 9 D=NA( Y, 1) +Mfilz, y, 2)=0.

Variando il parametro si ottengono tutte le oo' trilinearita
contenenti le sei terne date. Il loro insieme costituisce percid
una totaliti lineare semplicemente infinita, un fascio d¢ tri-
linearita.

(%) Cfr. Lowpox (12), § 3, 4).
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E evidente che esso pud essere determinato, oltre che da
sei terne, anche mediante due sue trilinearitd distinte qualsiasi,
ad es. quelle F, ed F;, di equazioni:

fiz,y, ) =0, ﬁ(xvya x)=0)

che si ottengono rispettivamente per A, =0, A, =0 dalla (15).

Tutte le o' terne comuni a queste due (ed esse sole) sono
comuni anche ad ogni altra trilinearitd del fascio. Se =, e la
proiettivitd corrispondente ad un elemento X di & in F,, e m,
quella corrispondente ad X in F,, la «serie» delle terne co-
muni ad F, ed F, & tale che ad essa appartengono due sole
terne contenenti X; esse si ottengono associandogli le due coppie
comuni a =, ed m,.

Diremo percido una tale serie bicursale (*).

Supponiamo che il fascio, e quindi la serie bicursale siano
determinati da 6 terne X, Y, Z, 1 =1, 2,... &,... 6).

Se determiniamo un campo di terne F, del fascio mediante
una settima terna del tipo X, Y, Z (dove Z & diverso da Z,),
per esso la coppia X, Y, & singolare (n. 10), e quindi per
quanto precede (n. 81) lo si pud costruire linearmente mediante
quella coppia e le altre cinque terne X; Y, Z, (con ¢4 k.

La costruzione della serie bicursale si riconduce quindi a
quella quadratica e nota delle due coppie comuni alle due pro-
iettivita corrispondenti in due campi di terne distinti 7, ed F,
del fascio ad un medesimo elemento variabile in una delle tre
forme (). Se una di quelle due coppie & nota, ciod se & gia
nota una delle due terne della serie bicursale contenenti il dato
elemento, la costruzione dell’ altra diviene lineare.

(88) Cfr. Lowpon (), § 1, 2); § 3, 5).
(") Dette ancora m, e m, quelle proiettivitd, si possono ad es. deter-
minare le loro coppie comuni mediante gli elementi uniti della proiettivita

m, 3, che si costruiscono con la riga e col compasso. Cfr. Comessarrr (17),
II, p. 134, n. 130.
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85. Siamo ora in grado di risolvere linearmente il problema (*) :

Costruire ogni altra terna di una trilinearitd determinata
da 7 terne indipendenti (cio® non appartenenti alla stessa serie
bicursale) .X; Y, Z, (i=1, 2,... 7).

Infatti per quanto precede possiamo costruire linearmente
le seconde coppie Y,Z, e Y;Z, diverse da Y, Z, e Y, Zy, che
associano X; e X, ad una terna della serie bicursale R? determi-
nata dalle sei terne X; Y; Z; (¢ =1, 2, 3, 4, 5, 6).

Analogamente possiamo costruire linearmente le seconde cop-
pie Y., Z, e V,, Z, diverse da Y, Z, ed Y, Z, che associano
X, ed X, ad una terna della serie bicursale ﬁf determinata
dalle sei terne X;Y,Z; (¢=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7).

Poiche tanto R? che R! appartengono al campo di terne
dato, vi appartengono anche le 6 terne:

XY %2, X\V\Z, X\ V"%, X,V Z,, X, Y, Z, X,Y.Z,

che abbiamo costruito linearmente,
Ma esse determinano le proiettivita :

(16)

che nella data trilinearitd corrispondono ad X, ed .\j.

Quindi, mediante una ulteriore terna X; Y; Z; delle 7 date,
la costruzione della trilinearita si riconduce a quella gia nota.
date le due proiettivita corrispondenti a due elementi della stessa
forma ed una terna (n. 83).

86. Ci rimane il problema della costruzione della trilinea-
rita monosingolare dati gli elementi singolari e tre terne, che
abbiamo gia risolto con Hauck nel caso di tre rette (n. 70).
Ad esso ci si pud sempre ridurre mediante opportune trasforma-

(8) Cfr. Lonpoxn (12), § 3, 6). Le Paiee risolve questo problema ricon-
ducendolo alla costruzione della superficie del II ordine (Note sur I homo-
graphie. . ... (), pag. 90 e seg.).
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zioni proiettive, ma qui vogliamo far vedere che anche questo
problema & suscettibille di una semplice risoluzione lineare (*)
mediante la trilinearitd concorrente, Infatti, siano S, §', §”
gli elementi della terna singolare,
AA" A", BB B’, CC'C" le tre
terne date, ed R, R', P,, P; quat-
tro punti generici di un piano a.
"Posto: RR=s=s RP=a
RP,=b R P,=a, R P,=1¥,
leghiamo = ed R, H ed R' me-
diante le proiettivita :

(17) (SAB..)A(sab...),
(17) (S'A’'B..)A(ad..).

I raggi ¢ e ¢’ corrispondenti in esse a C e C’ si taglino
in P;. Preso un punto generico Q' della R R’ e riferito proiet-
tivamente il fascio Q' a Z, mediante la: .

(177) (A"B'C"..)A (@b’ ¢...),

dove af =Q"P, b/=Q"'P, ¢ =" P,, in generale il
raggio s, corrispondente ad S’ nella (17)") non coincidera con
RR'. Indichiamo con R” un punto della R R’ in cui cid accada.
Allora, posto R"P,=a” R’'P,=0b" R'Py=¢", la proiet-
tivita tra Z ed R :

(1711) . (Ar/ B// C”. . ‘) 7\- (a// b’ C”. . .)

assieme alle (17), (17') trasforma il campo di terne monosingo-
lare dato in quello parabolico e concorrente determinato tra i
tre fasci di raggi R R’ R” dalla terna singolare ss’s” e dalle
tre terne aa’'a’, bb' b, cc' ¢’. Mediante le (17) (17') (17”)
e le loro inverse si pud quindi costruire ogni terna della trili-
nearitd monosingolare data.

(®) Cfr. Lowxpox (%), §, 3, 7).
7 T
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R” si costruisce linearmente a partire da ¢, una volta
che si sia determinato il raggio s|’ corrispondente nella (17]")
ad S”. Infatti tra Q’ ed R" associando gli elementi corrispon-
denti nella (17), (17”) agli stessi elementi di Z nasce una
proiettivita, che genera una conica I' passante (oltre che per
R") per P,, P,, Py, Q" e tangente ad s’ in Q”, dovendo ad
s, corrispondere R ”. Si pud quindi costruire linearmente R"’
come ulteriore intersezione di I' con R R’, distinta da @, e
come questo reale.

CapitoLo VI.

Rappresentazione del campo di terne in un piano

87. Per quanto precede siamo in grado di costruire un
campo di terne comunque esso sia determinato ed in particolare
lo sappiamo sempre trasformare proiettivamente in una trilinea-
ritd concorrente tra tre fasci di raggi complanari. Nasce cosi
tra le terne del campo ed i punti del piano una corrispondenza
biunivoca che mette in luce la natura raxionale della varieta
costituita dall’ insieme delle terne di una trilinearitd. Le uniche
eccezioni alla biunivocita della corrispondenza cadono, nel caso
della trilinearita generale, nel centro di ciascun fascio (*), a cui

(%) Se, come preciseremo nei numeri successivi, il piano si pensa ri-
gato, e la trilineariti come luogo di quella rete di serie unicursali che ha
per immagine la rete delle rette (includendo fra esse oltre le serie « proprie»
anche le «improprie », cioé quelle rappresentate dai tre fasci R R" R'", per
cui due almeno delle m; sono degeneri), si vede facilmente che la biuni-
vocita della corrispondenza manca nei lati del trilatero R R’ R”.

Le proprieta della trilinearitd pensata come luogo di terne, di serie uni-
cursali e di serie algebriche (n. 96) si traducono nella proprieta del piano «,
qualora lo si pensi come luogo di punti, di rette, di curve algebriche e si
tenga conto del carattere proiettivo della rappresentazione, per cui se una
terna ed una serie si appartengono lo stesso accade del punto e della curva
corrispondenti.

Cosi il principio di dualita del piano sard I' immagine di un primo
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corrispondono tutte le oo' terne contenenti la coppia neutra dei
raggi che lo proiettano dagli altri due.

Volendo occuparsi di quelle terne eccezionali conviene scam-
biare, com’ & lecito, il nome degli elementi singolari di ciascun
fascio. Allora esse sono rappresentate biunivocamente nei lati
del trilatero R R’ R”, mentre la rappresentazione non & piu biu-
nivoca per le terne contenenti le altre tre coppie singolari (cfr.
0. 91-92).

Consideriamo una corrispondenza proiettiva tra =, H, Z.
Cioe siano =, H e Z singolarmente proiettivi ad una stessa forma
U, per modo che tra E ed H, H e Z, Z ¢ E associando gli
elementi omologhi ad uno stesso elemento di U intercedano le
proiettivitd m,,, T, 5, legate fra loro dalla relazione :

Tos Tig = T3 .

Supponiamo inoltre che messuna delle =, sia degenere.

Si vengono cosi a generare o' terne di elementi corrispon-
denti, tali che & unica la terna contenente un dato elemento di
una delle tre forme, in quanto che & unico su ognuna delle altre
due I’ elemento corrispondente al primo nella proiettivitd non
degenere relativa. Diremo tale insieme una serie wunicursale di
terne propria ().

principio di dualitd nella trilinearita, per cui ad cgni proprietd d¢ apparte-
nenxa relativa alle terne ed alle serie unicursali di una rete (per fissare le
idee quella I rappresentata dalla rete delle rette). fara riscontro la proprieta
omonima relativa rispett. alla serie della stessa rete ed alle terne.

Ma in conseguenza del fatto che si possono ad arbitrio cambiare gli
indici degli elementi fondamentali e che tale scambio muta proiettivamente
fra loro le due reti di serie unicursali (n. 91-92), si ha nella trilinearita un
secondo principio di dualitdi, che ad ogns proprietd relativa alle serie della
rete I e della rete II fa corrispondere una proprietad analoga rispettivamente
delle serie della rete II e della rete I..

Da questi due principi di dualitd ne discende un terxo, che ad ogni
proprietd d’ appartenenxza relativa alla serie della rete II ed alle terne fa
corrispondere la proprietd omonima delle terne e rispettivamente della serie
della rete II.

(") Cfr. CasteLsvovo, 1. cit. (%), pag. 1046 e segg.; Loxpon (12), § 1,
258 2
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88. Sia data tra E, H, Z una trilinearita generale, le cuf
terne mediante opportune proiettivita tra E, H, Z e tre fasci di
raggi complanari R, R’, R” siano poste in corrispondenza biu-
nivoca con i punti del piano a = (R, R’, R”).- Le proiettivita
%12, T, s del numero precedente si mutano allora in tre pro-
jettivita mj,, mj, @js tra R, R’ ed R”, non degeneri e tali che
sia Ty W, = T3

Supponiamo dapprima che w;, e 733 non siano prospettivitd.
Esse generano due coniche I';; e I'ys, non degeneri, passanti per
R ed R, R ed R”, le quali (se non coincidono) hanno altri
tre punti di intersezione, distinti o infinitamente vicini, Py, P,
P,. =, & determinata dalle precedenti, come la conica che essa
genera, vincolata a passare per R, R”, P,, P, P, (fig. 22).

In particolare questa sara riducibi-
le e 713 una prospettivita quando R,
S R” ed uno dei P; siano allineati.
\ In ogni caso perd, quando I',
e I'y; sono distinte, I'jy, I'ys € [)5
hanno in comune i soli tre punti
P,, P, P;, a cui corrispondono
tre terne che appartengono contem-
poraneamente alla trilinearita ed

alla serie unicursale.
Se invece I'); coincide con @'y,
con esse coincide necessariamente
anche I';;, e tutte le terne della serie unicursale, essendo rappre-
sentate dalle terne di raggi concorrenti nei punti di I'\y="TI,=T;,
appartengono al campo. Ragionando per continuitd si riconosce
che le terne della serie unicursale rappresentate da R, R’, R" .
contengono come elemento di R o rispett. R', R il raggio ivi

tangente a Iy, =Ty =1I};.

Supponiamo quindi (essendo il caso che una delle x;; sia
una prospettivita stato gid implicitamente considerato) che siano
prospettivita due delle =, ad es. nj, e m;;. A questo caso ci si
pud sempre ridurre scambiando i nomi dei fasci. Allora [, e
Iy si spezzano nelle due rette RR' ed R’ R” ed in due ulte-
riori rette, (non contenenti rispettivamente R ed R’, R’ ed R"),
che dapprima supporremo distinte, g3, gs5 (fig. 23).

Fig. 22
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I'); & vincolata a passare per R, R, per il punto di inter-
sezione P, di g1 € ¢u, per Py= (g3, RR'), Py= (90, R’ R"),
e di solito non & degenere. Lo diviene (e la wj; & allora una
prospettivitd) quando R, R e P,
sono allineati, P, P, & allora Passe
di prospettivita di =j;. In ogni
caso I, [y, I';s hanno in co-
mune solamente i tre punti Py,
P,, P;, che rappresentano le sole
tre terne della serie unicursale
che appartengano anche alla tri-
linearitd. Se invece g, e gy5 coin-
cidono in una retta g, la quale
stante le ipotesi non pud contenere né R, né R’, ne R”, allora
(Py, P;, P; sono allineati e) anche I'y; si spezza nella g e nella
RR”’. 1 punti di g rappresentano tutte le terne della serie
unicursale, che & percid completamente contenuta nella trilinea-
rita data.

Fig. 23

89. Dunque in generale una serie unicursale ed una tri-
linearita duplosingolare hanno tre terne in comune, a meno
che tutte le terne della serie non siano contenute nel campo.

Questo risultato si ottiene anche immediatamente per via
analitica (®) scegliendo gli elementi fondamentali di =, H, Z in
modo che la serie unicursale, cioé la proiettivita, abbia per equa-
zioni :

(18) L5 A
Ly Ye £2)
Sostituendo nella equazione della trilinearita f(x, y, x) == 0
al posto degli ultimi due rapporti il primo si ottiene infatti una
r'y

equazione di 3° grado in T
2

f(.l', Ly (L‘) = 03

(%) Cfr. ad es. Lonnoy (), § 2, I).
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le cui radici danno le coordinate degli elementi delle tre terne
cercate.

In particolare, se le tre forme sono sovrapposte e ei si ri-
ferisce ad uno stesso sistema di coordinate, (la proiettivita (18)
coincide con I’identita e) si ha che in una trilinearita tra forme
sovrapposte vi sono tre elementi « uniti », in cui coincidono i
tre elementi di una terna. Delle trilinearitd tra forme sovrapposte
ci occuperemo particolarmente in seguito.

Dalla rappresentazione nel piano a si ricava inoltre che:

In un campo di terne duplosingolare sono conlenuti due
sistemi lineari * di serie unicursali di terne, che possono
melterse in corrispondenza biunivoca con la rete delle coniche
del piano per tre punti fissi (non allineati) e con la rete delle
rette (esclusi, se come abbiamo fatto ci si limita a considerare
le serie « proprie» ottenute mediante proiettivita non degeneri,
i tre fasci R, R’, R” di rette o risp. coniche degeneri).

La rappresentazione & tale che a: punt: di una conica o di
una retta corrispondono biunivocamente le terne della serie re-
lativa.

Due terne della trilinearita determinano in generale una
serte propria di un sistema ed una serie dell’ altro contenute
nel campo (*).

(*®) A meno che:

a) una delle terne non contenga una coppia neutra. Cambiando even-
tualmente in ciascun fascio i nomi degli elementi singolari, si pud sempre
fare in modo che quella terna sia rappresentata da un punto del trilatero
R R’ R” distinto dai vertici. Si riconosce allora che la conica si spezza.
Una delle sue componenti coincide con un lato / di RR"R”, 1 altra passa
per il punto rappresentativo della seconda terna e per il vertice opposto
ad /. Percio due delle myu degenerano, e la serie di quel sistema non é pro-
pria. Se non si cade nel caso b) rimane invece determinata e propria la
serie dell’ altro sistema. : _

b) le due terne abbiano un elemento in comune, giacchée allora i punti
A e B che le rappresentano sono allineati con il centro di uno dei tre fasci
R, R', R". Quindi la retta 4 B fa parte dell’ immagine tanto dell’ una che
dell’ altra serie, e nessuna delle due & propria.
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Due serie distinte dello stesso sistema hanno in comune
una terna.

Due serie distinte di sistemi diversi hanno due terne in
comune,

80. Supponiamo (cid che involge solo le notazioni) che la
corrispondenza tra E, H, Z ed R, R’, R” sia tale che, detti
S1, 833 81, 835 8, s’ gli omologhi degli elementi singolari S, S,;
S1,8:; S, S¢, siac

s, =8 =RR", si=s,=RR, s{=s/ =R R".

Allora, se P, e P, sono i punti rappresentativi di due terne ge-
neriche (fig. 24), la serie unicursale «del 1° sistema» K, apparte-
nente al campo, determinata da quelle terne e rappresentata dalla
conica I' per R, R’y R”, P,, P,, ¢ tale che in essa c’& sempre
una terna in cui & contenuta la coppia singolare S, S; (assieme
al corrispondente del raggio tan-
gente a I' in R”), un’altra conte-
nente S; ed S;, una terza conte-
nente la coppia S;S,. Le loro
immagini sono R”, R, R'.

Invece nell’ altra serie nnicur-
sale «del 2°¢ sistema» R! conte-
nuta nella data trilinearita, deter-
minata dalle terne corrispondenti Fig. 24
a P, e P, ed avente per immagine
la retta P, P, ci sono sempre tre terne (le cui immagini sono
le intersezioni della P, P, coi lati del triangolo R R’ R”) conte-
nenti rispettivamente le coppie singolari S, S;', Si' S;, S7S;.

Attesa 1’ unicursalita di R! ed R:, ad esse non possono
appartenere altre terne contenenti elementi singolari.

Viceversa se una serie unicursale deve appartenere al nostro
campo di terne, poich® in esso appena una terna contiene un
elemento singolare ne deve contenere anche un altro che col
primo costituisca una coppia neutra (n. 11), nelle proiettivita
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non degeneri che la definiscono si dovra necessariamente avere:

(19  (SSX. )RS Y S..)N(Z"S!S..),
oppure :
(19) (S S X..) A (Y.S;S5..) A (Sy2!S)...).

In queste relazioni (*) X, Y', Z”; X,, Y}, Z, sono tre
elementi incogniti, finch® non si imponga alla serie di contenere
due terne della trilinearita scelte genericamente (*) P, P', P”:
Q, @', Q’. Allora solamente le relazioni :

(20) (PQS,S:X..)AN(PQ S;Y'S.)ANP'Q'Z"S)S:...),
(20) (PQS:S: X,..) A (P QY SIS;.) N(P'Q"SYZSY...),
determinano linearmente X, Y, Z; X,, Y1, Z'.

Mentre le (19) o le (19°) sono necessarie perch® la serie
appartenga al dato campo di terne, le (20) o le (20) sono anche
sufficienti (n. 89). Infatti conseguentemente ad esse la serie
viene ad avere 5 terne in comune colla trilinearita. Le assume-
remo percio come relazioni fondamentali per le serie del 1° e
del 20 sistema.

91. Immaginiamo ora di scambiare contemporaneamente
I’ ufficio degli elementi singolari di ciascuna forma. Tale scambio,
come sappiamo (n. 22) & inessenziale per la determinazione della
trilinearita, Bisogna perd notare che muta la (20) nella (20'),
ciod scambia il primo col secondo sistema di serie unicursali.
Risulta quindi che tutte le proprieta delle serie di un sistema
pertingono anche alle serie dell’ altro.

Questo risultato si poteva conseguire anche dalla rappresen-
tazione del campo di terne nel piano a = (R, R’, R”). Infatti,

(%) Nelle condizioni da noi presupposte se vale la (19) la serie & rap-
presentata da una conica, cioé appartiene al primo sistema; se vale la (19’)
appartiene al secondo sistema ed é rappresehtata da una retta.

(%) Cioé tali da non appartenere ai due casi gia specificati in @), b)
alla nota (%3). Infatti mediante le (20), (20") si ritrovano subito gli stessi
risultati gia conseguiti con la rappresentazione geometrica.
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scambiati com’é lecito i nomi degli elementi singolari in R, R',
R, se le serie del 1° sistema erano prima rappresentate da co-
niche e quelle del 2° da rette, dopo lo scambio (che scambia la
rappresentazione delle terne delle due serie contenenti coppie
singolari) quelle del 1° sistema vengono rappresentate da rette,
€ quelle del 2° da coniche.

Associando nel campo di terne originario F, le due terne
corrispondenti nella prima e nella seconda rappresentazione allo
stesso punto del piano «, si viene a generare una trasformazione
biunivoca ed involutoria di F, in s¢ che subordina una corri-
spondenza proiettiva tra la rete delle serie del primo e la rete
delle serie del 2° sistema. Per provarlo basterd considerare la
trasformazione simmetrica della precedente che si genera tra i
punti del piano a quando (fissi restando i nomi degli elementi
singolari della trilinearita concorrente) si associno due punti
corrispondenti nella rappresentazione alla stessa terna di F,,
prima e dopo lo scambio degli elementi singolari su Z, H, Z.

92. Siano:

($;Se U..)A(sisar..)y (SiSsULL)A (seseed. ),

‘(21) 144 144 I -_ 4 " r
(SY S U ) A (st'sga”..))

le proiettivita che mutano la nostra trilinearita 7' in quella con-
corrente 7. In esse U, U’, U" sono gli elementi di una terna
di T, ed w, 2, «" tre raggi di R, R, R” concorrenti in un
punto.

Scambiamo su E, H, Z i nomi degli elementi singolari,
senza alterare quelli degli elementi singolari di 7'. Usando an-
cora le vecchie notazioni, le proiettivita che mutano 7 in 7"
rappresentando le nuove serie del 1° e del 2° sistema rispett. nei
punti delle rette e delle coniche di «, saranno ora definite da
relazioni del tipo:

(SeSiVi.)A (s182v..), (SeSIV)A (s,

(21’) /! 44 r, el I
(S’ ST V')A (s's'v"..0).
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In esse V, V', V" sono gli elementi di una terna di 7 e
v, v/, v tre raggi di R, R', R" concorrenti in un punto, che
in particolare possono anche coincidere con U, U’, U"; v, v', v".

Consideriamo le proiettivita di R, R’, R” in se che si otten-
gono associando le coppie di elementi omologhi nelle (21) e nelle
(21") allo stesso elemento risp. di E, H, Z. Poich¢ ammettono
le coppie involutorie s, 8,, 3] 8;, S’ 8y, si tratta di tre involuzioni
Ip, Igry Ipw, i cui raggi uniti sono coniugati armonici rispetto
agli elementi singolari di ciascun fascio.

Se prima la (20) era rappresentata da una certa conica e
la (20°) da una determinata retta, ora (mantenendo le vecchie
notazioni) la (20”) sara rappresentata da una cert’altra conica,
e viceversa la (20) da un’altra determinata retta, giacch® risulta
in definitiva scambiata la rappresentazione degli (delle terne di
T contenenti gli) elementi singolari di E, H, Z.

Quindi la trasformazione di a in se che si ottiene associan-
do due punti omologhi di una stessa terna di 7T prima e dopo
lo scambio degli elementi singolari, biunivoca, algebrica ed invo-

lutoria perch® ottenuta per tramite
£ =% £ di Iz, Ig, I.,, mutando proietti-
vamente la rete delle rette nella rete
ap delle coniche per R, R, R" (e

.~ viceversa), & una trasformazione
R L TN quadratica involutoria di a in se,
col triangolo fondamentale R, R’, R".
Dal meccanismo della corrisponden-
za si riconosce immediatatente che
Es possiede solo quattro punti uniti E,,

Fig. 25 E,, E,, E,, vertici del quadran-

golo di cui gli elementi doppi di I,

Ipy Ipy sono i lati ed R R’ R” il triangolo diagonale (fig. 25).

E noto (™) come la classe di una tale trasformazione sia uguale

ad 1, e come essa sia equivalente difronte alle trasformazioni
quadratiche ad una omologia armonica.

(%) Cfr. ad es. L. BerzoLar1, Algebraische Transformationem und
Korrespondenxzen [Encyclopaedie der Mathematischen Wissenschaften, III, 2,
2, B, pag. 1781] nn. 60-61. In questo articolo si trova anche (n. 5) un’ampia
ed aggiorcata bibliografia sulla teoria della trilinearita.
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93. Ci rimangono da considerare le serie unicursali proprie
contenute in un campo di terne monosingolare. Esso pud rap-
presentarsi su di un piano punteggiato a solo a patto che i
centri R, R’, R” dei tre fasci siano allineati (n. 68). Su a, come
gia nel caso della trilinearita duplosingolare, le serie unicursali
proprie son rappresentate in generale da terne di coniche I',,,
[y, Iys, passanti rispettivamente per R ed R’, R’ ed R”, R ed R".

Si riconosce che quando [, e Iy sono irriducibili (ciod
quando m}, e m, che assieme a mjg si suppongono sempre non
degeneri, non sono prospettivita) e si tagliano in tre altri punti
P, P, P, distinti da R’, la I’y gene-
rata da:

7’ ’ ’
T3 = ey Mo,

vincolata a passare per R, R, P,, P,,
P;, non pud mai essere degenere.

Allora Py, P,, P; sono le im-
magini delle tre sole terne comuni
alla serie unicursale ed alla trili-
nearita (fig. 26).

Quando invece uno dei P, cade
in R’, doveI';, e I'y; allora si toccano, I';; & degenere e si spezza
nella R R'R” e nella congiungente gli altri due P,. In tal
caso 3 & una prospettivita. Ragionando per continuita si rico-
nosce che vi sono sempre solo tre terne comuni alla R! e alla
trilinearita ; una di esse ha per immagine il punto P, infinita-
mente vicino ad R’ nella direzione della tangente comune a
I, e Iy.

Supponiamo quindi (poiché implicitamente abbiamo gia con-
siderato il caso in cui una delle =, sia una prospettivitd) che
due delle date =, siano prospettivitd, ad es. z{, e ;. Corrispon-
dentemente I';; e I'y; si spezzano nella R R” R” ed in due rette
ulteriori, che dapprima supporremo distinte g,, e gy, incidenti
in P (fig. 27). Allora anche =;; & una prospettivitd, essendo corri-
spondenti R R” ed R” R. La componente di I'); distinta da
R R" passa per P ed & determinata da una ulteriore coppia
della proiettivita, cioé dai due raggi corrispondenti allo stesso
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raggio di R’. Poiche nessuna delle =, & degenere, nessuna delle
gix passa per uno dei centri dei tre fasci. Vi sono in questo caso
due sole terne comuni alla trilinearita ed alla serie: la terna
singolare, e la terna corrispondente a P (cfr. n. 94).

Notevole & il caso finora escluso in cui g, e ¢,3 coincidano.
Allora con esse coincide pure
la componente distinta da
R R" della conica degenere
g generata da m,3, e poiché tutte
9, \ . le terne della serie sono rap-

R \ /(3‘\- E presentate dalle terne di raggi
3 S concorrenti nei punti di quel-

Fig. 27 la retta, tutte le terne della

serie appartengono al campo.

Risulta quindi che in generale una trilinearitc monosin-
golare (non degenere) ed una serie unicursale honno in comune
tre terne. Se pero tra queste ¢’é la terna singolare, allora vi
¢ solo una ulteriore terna distinta in comune, a meno che tutte
le terne della serie, e quindi la serie stessa, non siano contenute
nel campo.

In un campo di terne monosingolare sono contenute
serte unicursalt di terne, che formano una sola rete, che puo
porsi in corrispondenza biunivoca con quella delle rette del
piano (), (eccettuati i tre fasci R, R', R”, se si considerano solo
le serie «proprie»). Una serie della rete ¢ determinata da due
terne. Tutte le rette del piano incontranola R R’ R", e quindi
tutte le serie della rete contengono la terna singolare. Oltre
questa, due serie unicursali distinte della rete (rappresentate da
rette distinte) hanno in comune una sola terna, la cui immagine
& il punto d’ incontro delle due rette.

2

94. Si rileva facilmente anche per via analitica (*) che
quando la terna singolare & una delle tre terne comuni ad una

(%) B chiaro che a questo risultato si poteva anche giungere conside-
rando la trilinearitd monosingolare come il limite di una trilinearitd concor-
rente generale.

(*) Cfr. Loxpox (12), § 2, 5).
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trilinearita monosingolare e ad un campo di terne, essa va con-
tata doppiamente.

Infatti, se a;, Bx, Y; %, Pr, ¥/ sono le coordinate degli
elementi di due terne della serie unicursale, le coordinate di ogni.
altra sua terna possono esprimersi nella forma:

(23) Px.-—':di-l-)\a:, 0?/»;=Bk+)~ﬁ;u tzl=7t+)\7;7

dove p, o, © sono dei moltiplicatori, A un paramentro, e sia fis-

sato in modo opportuno il valore del fattore di proporzionalitd a

meno del quale sono determinati oy, B., ;5 i, Bi, .-
Sostituendo le (23) nella equazione della trilinearita :

f(ﬁy%)—:—zaik;fl/‘¢ykzl=0 (i,k,l=l} 2),
si ottiene una equazioné di 3° grado in A:

Zag (a4 ra) B+ 2B (+A) =F(2BY) +
(24) +A[f(«BY) + f(aB'7) +F(@BY)] + N [F(ap' 1) +
+f@BY) + (@B N +Nf(B7)=0,

le cui radici conducono per tramite delle (23) alle ¢re terne che
in generale sono comuni al campo di terne e alla serie. Inoltre,
quando la terna singolare appartiene alla serie, cambiando il ri-
ferimento proiettivo sulle tre forme, si pud sempre fare in modo
che a;, Bi, 7, siano le coordinate degli elementi singolari. Ma
allora - f (#B7) = f(a' B7) = f(2f'7) = F(af7) = 0, quindi la
(24) ammette la radice doppia A =0, e la terna singolare (le
coordinate dei cui elementi si ottengono dalla (23) proprio per
A = 0) va contata due volte fra le 3 terne comuni alla serie ed
al campo.

Che una serie unicursale contenuta in una trilinearitd mo-
nosingolare debba necessariamente contenere la terna singolare
S§8 8", losi pud riconoscere anche indipendentemente dalla
rappresentazione geometrica. Infatti, dovendo tutte le sue terne
essere contenute nel campo, quella (determinata, per 1’ unicursa-
lita della serie) contenente S conterrd anche S od S”. Sup-
8
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poniamo che ad es. contenga S’, al quale caso ci si pud sempre
ridurre cambiando le notazioni. E pure determinata la terna
della serie contenente S”. Anch’essa deve contenere S’ od S.
-In entrambi i casi coincide perd per I’ unicursaliti della serie
con la precedente, che contiene quindi S, S’ ed S”.

Risulta percid a posteriori che la conica immagine di una
serie unicursale contenuta nel campo & sempre degenere, dovendo
contenere la retta R R’ R”. Inoltre, se P, P, P"; Q, ¢, Q"
sono due terne generiche della trilinearita concorrente, la serie
che le contiene sara pienamente determinata dalle relazioni :

SPQ..)ASPQ. )ABS'P'Q'..).

95. Approfittando della rappresentazione della trilinearita
(sia essa generale che monosingolare) nei punti di un piano a,
si possono mettere in evidenza altre notevoli serie algebriche
o' di terne in essa contenute, le cui immagini siano quindi
curve algebriche del piano stesso.

Cosi una serie algebrica bicursale, ciod tale che un elemento
generico di una delle tre forme (nel piano un raggio di R, o di
R’, o di R"”) appartenga a due terne della trilinearitd (tagli
quella curva algebrica in due punti distinti da R, R’, R"') potra
essere rappresentata da :

a) una conica generica del piano a. Le serie bicursali- di
questo tipo formano quindi un sistema lineare o

b) una cubica generica del piano a per RR’ R". Quelle
di questo tipo formano percid un sistema lineare oo°.

c¢) una quartica generica del piano a con tre punti doppi
in R, R’y R". Quelle di questo tipo formano un sistema li-
neare oo°.

E facile vedere che non vi sono altre possibilita. Infatti do-
vrebbe trattarsi di una cnrva algebrica di ordine »- 2 con un
punto »-plo in ciascuno dei tre centri R, R', R”. Quindi non
pud essere 7 >2, altrimenti il suo ordine » -+ 2 sarebbe minore
del numero 27 delle intersezioni che essa avrebbe con la con-
giungente i centri dei due fasci.
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Se la trilinearita é monosingolare il caso ¢) svanisce. Si
pud pensare, come nel caso delle serie unicursali, che coincida
con a). E da notare che anche ora i due sistemi a) e c) di serie
bicursali che coincidono quando R, R’, R” sono allineati sono
quelli che nel caso della trilineariti generale vengono mutati
I’ uno nell’ altro dallo scambio simultaneo degli indici degli ele-
menti singolari delle tre forme (n. 92).

Abbiamo veduto come 1’insieme delle terne comuni ad un
fascio di trilinearita (ciod a due trilinearita distinte aventi gli
stessi sostegni) costituisca una serie (ovviamente algebrica) bi-
cursale. Poichd a determinarla occorrono sei terne, un facile
computo di costanti mostra che si tratta di una serie bicursale
del tipo ).

Le serie bicursali del tipo a) e del tipo ¢) hanno, come gi
le serie unicursali del 1o e del 2 sistema, le stesse proprieta.

Cosi due serie bicursali del tipo @), come anche due serie
del tipo ¢) hanno 4 terne in comune (*). Invece due serie bi-
cursali del tipo b) hanno sei terne In comune. Una serie bi-
cursale di tipo a) ed una di tipo ¢) hanno 8 terne in comune;
una di tipo a) ed una di tipo b), come anche una di tipo ) ed
una di tipo ¢) hanno in comune sei terne.

Una serie unicursale del 1° sistema ha con wuna serie
bicursale di tipo a) 4 terne in comune. Una del 2° ne ha due.
Viceversa una serie unicursale del 1° sistema ha due terne co-
muni con una bicursale di tipo ¢), mentre una del 2° ne ha 4.

E cosi via.

E da notare che si tratta sempre di sistemi lineari. Quindi
5 terne generiche determinano una serie bicursale del tipo a) o
del tipo ¢), mentre 6 terne generiche determinano una serie bi-
cursale del tipo 4). Come le serie unicursali possono pensarsi
generate da corrispondenze proiettive leganti le tre forme E, H, Z,
cosi le serie bicursali possono pensarsi generate da corrispondenze
algebriche [2, 2, 2].

(%) Infatti si riconosce facilmente con un passaggio al limite che per-
ché le due terne che in ciascuna serie sono rappresentate da uno degli R(J)
coincidano, occorre che ivi le due quartiche si tocchino, e cid di solito non
‘accade.
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96. Pin in generale si possono considerare serie algebriche
di terne generate da corrispondenze algebriche [p, ¢, ] tra E,
H, 7. Fra queste particolarmente notevoli per la loro simmetria
sono le serie m-cursali generate da corrispondenze algebriche
[m, m, m] leganti le tre forme date.

In una trilinearitd ne sono contenuti piu sistemi lineari di
diversa dimensione, le cui proprietd di appartenenza relative alle
terne e alle serie unicursali dell’'una e dell’ altra rete si riducono
alle proprieta d’appartenenza delle curve algebriche di opportuni
sistemi lineari del piano relative ai punti, alle rette, alle coniche
per B, R, R” (Cfr. nota (*)).

Cosi ad es. la rappresentazione sul piano o ci permette di
affermare che in una trilinearitd generale sono contenuti 7 -} 1
sistemi lineari di serie m —cursali, che possono esse rappre-
sentate rispettivamente da:

1) Una curva algebrica generica di ordine .
Quelle di questo tipo costituiscono un sistema lineare di
dimensione :
m(m 4 3)
) .

2) Una curva algebrica di ordine m 41 per R, R', R".
Dimensione del sistema :

(m +__1_) (m + 4) _
2

3.

3; Una curva algebrica di ordine m + 2 con un punto
tloppio risp. in R, R, R"”. Dimensione del sistema :

(m 4+ 2) (m + 5) —9
5 .

.

m 4 1) Una curva algebrica di ordine m - m con tre punti
m—pli risp. in R, R', R"”. Dimensione del sistema ('*):

2m(2m + 3) 3m(m+1)  m(m+ 3)
2 o 2 T2 :

(Y Cfr. ad es. Couessarrr (17), I, pag. 304 e seg.
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Non vi sono altre possibilita, ch®, dovendo !’ immagine di
una serie del sistema essere una curva algebrica di ordine
n+m con un punto » —plo in ognuno dei centri, deve essere
n+m=2n, ciod n<<m. I sistemi 1), m + 1); 2), m); ...
che sono mutati I’ uno nell’altro dalla trasformazione involutoria
di cui al n. 92, e che nel caso delle trilinearita monosingolari
coincidono, godono delle stesse proprietd, come gia abbiamo visto
per le serie mono- e bi-cursali. ’

97. Consideriamo tre fasci di raggi complanari qualsiasi, di
equazioni :

(26) MAy—MA, =0,
(26") W By —pe B, =0,
(26”) v G— v =0,

dove le Ay, B;, C, sono forme lineari in =z, x;, x5, e suppo-
niamoli legati da una corrispondenza trilineare qualsiasi F':

(27) FOpy) =Zag hpv,=0.

La F ba con la trilinearitd «concorrente» F’ degli stessi
tre fasci una serie bicursale di terne in comune, e sappiamo gia
(n. 95) che il luogo della intersezione dei raggi di una terna &
una cubica I' per R, R, K".

Ne possiamo determinare subito 1’ equazione (**') eliminando

e W

A
i rapporti —, %, tra le (26), (26'), (26”) e la (27), ad
] A ) Vo

(101 Cfr. FoLiz e LE Palee, Mém. sur les courbes du III™e ordre (6),
II parte, pag. 4. :

CasTeLnvovo (1. cit. (%), pag. 1079) riconosce che la curva algebrica I
generata dalle eventuali intersezioni comuni dei tre raggi di una terna
di una trilinearita F fra tre fasci di raggi complanari é una cubica, os-
servando che essa ¢ intersecata in tre punti da una retta generica » del
del piano. Infatti F per sezione genera su r una corrispondenza trilineare,
i cui i tre punti uniti (n. 89), ed essi soli, sono le intersezioni cercate di
T con 7. Lonpoxn (13) ottiene lo stesso risultato osservando che sono 3 le-terne
comuni alla trilinearita ed alla serie unicursale che si ottiene proiettando
dai tre fasci i punti di 7.

8 «
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es. sostituendo nella (27) al posto di A, p,, v, rispettivamente
{e forme lineari ed omogenee A,, B,, C,. Si ha:

(28) f(A, B, O) Eza,” A‘ Bh C; = 0..

-

Si riconosce immediatamente che [ passa per i centri dei
tre fasci, in quanto che la (28) & evidentemente soddisfatta
quando sia: :

Ay=A4,=0, oppure B, =B,=0, oppure C,= (,=0,

Dualmente, e ciod quando le A4;, B,, C, si pensino come
equazioni di punto nel medesimo piano, si ha che la serie bi-
cursale delle terne dei punti corrispondenti allineati di tre gene-
riche rette complanari trilineari (comuni alla trilinearitad data ed
a quella allineata) genera con le congiungenti i tre punti di
una terna un inviluppo di terza classe, contenente anche le tre
rette date.

98. Alle (26), (26"), (26"), e quindi alla (28), si pud dare
un significato pit generale pensando che le A;, B,,C, che vi
compaiono siano forme lineari in un numero qualsiasi » di va-
riabili, da pensarsi come coordinate di punto o di iperpiano in
uno spazio proiettivo ad n dimensioni S, .

Allora, se ad es. le (26), (26'), (26”) sono le equazioni di
tre fasci di iperpiani, legati dalla trilinearitd (27), la (28) &
I’ equazione della ipersuperficie cubica luogo degli o* 8, in
cui si tagliano i tre iperpiani di una stessa terna. Essa contiene
i tre S,_; assi dei tre fasci.

In particolare in S,, se le (26), (26'), (26”) sono le equazioni
di tre fasci di piani, legati dalla trilinearita (27),la (28) fornisce
la equazione della superficie cubica Vi generata dai punti di
intersezione dei piani di una terna. Essa contiene gli assi dei
tre fasci.

Dualmente i piani congiungenti le terne di punti di tre
rette sghembe trilineari generano un inviluppo W3 della 3* classe
che contiene anche le tre rette date. La sua equazione & ancora
la (28) quando le.(26), (26'), (26") siano le equazioni delle tre
rette e la (27) quella della trilinearita (cfr. n. 63).
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Tanto la cubica C® generata da tre fasci di rette, che la ¥V}
generata da tre fasci di piani trilineari sono affatto generali.

Infatti, come per determinare una C® generale occorrono nove
punti, cosi occorrono nove punti per determinare una serie uni-
cursale di terne tra tre fasci di rette complanari (i centri dei tre
fasci e sei terne della serie) ; e come per determinare una V3
generale occorre darne 3 rette e 7 punti (che impongono 4+ 4 +
+ 4 4 7=19 condizioni lineari), cosi si devono gli assi dei tre
fasci e 7 terne per determinare la trilinearita che la generi.

Le costruzioni date della trilinearitda e della serie bicursale
comune a due campi di terne si traducono in altrettante costru-
zioni per le cubiche e le superficie cubiche, una volta che queste
siano determinate in modo opportuno.

Con !I’aiuto della corrispondenza trilineare si possono mettere
in evidenza notevoli proprieta delle cubiche piane e delle superficie
cubiche, in particolare per queste ultime quelle riguardanti le

" 27 rette ed alcune schiere di curve generate su di esse dalle
serie mono—, bi- e poli-cursali di terne.

Cid & stato gia fatto da vari autori, tra i quali oltre
i gia pia volte citati Scauseer (), (°), Srtuem (), (), Fori e
Le Patce (%), CasteLzvovo (%), Lonpow (**), (**), anche il Cremoxa

in un suo lavoro premiato dall’ Accademia delle Scienze di
Berlino ('®).

99. Ma dei luoghi generati da tre forme fondamentali di 12
specie trilineari, della loro costruzione e delle loro proprieta de-
ducibili mediante la omografia trilineare mi riservo di parlare
piu diffusamente in seguito.

Cosl pure successivamente mi occuperd della trilinearita tra
tra forme parzialmente o del tutto sovrapposte, con riguardo al
problema degli elementi uniti, delle relative equazioni ridotte e
delle corrispondenze parzialmente o del tutto involutorie.

Un capitolo a parte sara dedicato allo studio degli insiemi

(1) Luiet CrEMoNA, Mémoire de géométrie pure sur les surfaces du
troisiéme ordre (Journal fiir die reine und augewandte Mathematik, Bd 68,
p. 1-133).
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pilt volte infiniti di trilinearita, nei loro rapporti con la totalita
delle o’ corrispondenze trilineari possibili, che mediante i coef-
ficienti delle loro equazioni verranno rappresentate negli elementi
di uno spazio lineare a 7 dimensioni.

In esso fard la sua naturale comparsa, come rappresentativa
delle trilinearita doppiamente degeneri, e nello stesso tempo delle
o® terne di elementi che & possibile estrarre da tre forme fon-
damentali di 18 specie, una varieta di Seerk ('®) V; del sesto
ordine e della sesta classe.

(1%) C. SkcrE, Sulle varieta che rappresentano le coppie di punti dé¢
due piant o spaxi [Rendiconti del Circolo Matem, di Palermo, t. V (1891),
p. 192].
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