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SUGLI AUTOVALORI PER LE EQUAZIONI DIFFEREN-
ZIALI LINEARI OMOGENEE DEL QUARTO ORDINE

di Luiet Bererra a Firenze *

Sunto. — L’ A. studia gli integrali dell’ equazione :
(@) y (@) + A4 (@y@®]” +A[B(2)y @)] +1C(z) y (@) =0
non identicamente nulli, che si annullano in quattro punti distinti
prescritti, e assegna dei casi in cui & assicurata I’ esistenza di almeno

un valore oppure di infiniti valori del parametro A, cui corrispondono
integrali soddisfacenti la condizione dichiarata.

Scopo del presente lavoro & lo studio dell’ esistenxa di auto-
valori per un’equaxione differenxiale lineare omogenea del
quarto ordine, cui corrispondono integraly dell’ equaxione che
st annullano in quatiro punts prefissati.

11 problema dell’ esistenza di autovalori per le equazioni
differenziali & stato giad risolto in alcuni casi. G. SaNsoNe ha
provato 1’ esistenza di infiniti autovalori per le equazioni del
terzo e quarto ordine se i coefficienti sono costanti, teorema che,
con !’ aggiunta di alcune condizioni, ha dimostrato valido per le
equazioni di qualsiasi ordine (*). Risultati analoghi sono stati

* Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R. Universiti di
Firenze,

(Y) Cfr. G. SassoNe: a) Il teorema di oscillaxione per le equaxiont
differenxiali ordinarie del terxo ordine lineari omogenee a coefficients
costant: [Rend. Ist. Lombardo di Se. e Lett.; LXII; (1929)]; - &) Esistenza
di infiniti autovalori per le equaxiont differenxiali ordinarie del quarto
ordine, lineari omogenee a coefficients costants [Ibidem; LXIV; (1931); —
¢) Esistenxa di infiniti autovalors per le equaxioni differenxiali ordinarie
lineari omogenee a coefficienti costanti [Rend. Circ. Matem. Palermo;
T LV; (1931)].
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ottenuti per le equazioni autoaggiunte (*); un nuovo metodo per
lo studio del problema & stato poi trovato dal Wixants (}). Infine
nel caso dell’ equazione del terzo ordine :

3@y @] + 2[4 @)y @) +rB@)y () =0,

G. Sansone ha trovato casi in cui vi & almeno un autovalore
€ casi in cui ve ne sono infiniti e tutti reali (*).
In questo lavoro si studia I’equaxione :

[¥(2)y' (x) ]”'+ AMA@)y (@)]" +N[B (@) y (2)]'+ 2C (x) y(x)=0;

nella prima parte s¢ frasforma il problema degli autovalors di
questa equaxione [valori di A cui corrispondono integrali che si
annullano in quattro punti prefissati] nel problema degli auto-
valor: dv un’equazione integrale omogenea di seconda specie e
se ne studia il nucleo; nella seconda parte si trovano due casi
di equaxioni del tipo proposto che ammettono almeno un auto-
valore ; nella terza parte sé frova una classe di equaxioni del
tipo proposto che ammelttono infiniti autovalori e tutti reals.

Priva ParTE

Trasformazione del problema degli autovalori del
1’ equazione differenziale

(1) [3 (@) y @]+ 14@) y(@)]" + M B(@)y (#)]' + M() y(x) =0,

() Cfr. G. MaMMaNA — Autovalom ed autosoluxiont per la piw geme-
rale equaxione differenxiale ordinaria [Annali R. Sc. Norm. Sup. di Pisa
XV (Sc. fis. e nat.), 1927]. *

(®) Cfr. M. Winants — Sur Véquation de Fredholm généralisée -
[Bulletin des Sciences Mathématiques ; 1930, T. LIV, p. 209; p. 284].

(4 Cfr. G. Sansone — Sugli autovalori per le equaxiont differenxziali
lineari omogenee del terxo ordine [Questi Rendiconti: I (1?30) e III (1932)].
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ael problema degli autovalori dell’ equazione integrale -

b
v@ = [ K@ hy @,

e studio del nucleo X (z,1).

§ 1. — L’ eQuazioNE (1) NON & IN GENERALE AUTOAGGIUNTA.

Siccome il problema dell’ esistenza di autovalori per le equa-
zioni auloaggiunte & gia stato risolto in senso affermativo da
. Maummana, ci dobbiamo innanzitutto assicurare che nei casi da
noi studiati non si tratta, in generale, di equazioni autoaggiunte.
Ma cid & facile a provarsi; infatti la pii generale equazione
autoaggiunta del quarto ordine deve avere la forma :

(2) [2(2)y" @]" + [B(@)y @)] +1(2)y(z) = 0.

Scrivendo che la (1) deve essere identica alla (2) abbiamo,
svolgendo le derivazioni:

¥ (x) = costante, B(x)=—4'(x),

che rappresentano le condizioni necessarie e sufficienti perché
la (1) sia autoaggiunta.-

§ 2. - EQUAZIONE INTEGRALE CUI SODDISFANO LE SOLUZIONI
DELL’ EQUAZIONE (1) NULLE IN a, ¢, d, b.

Nella (1) supponiamo &' (x), A” (z), B' (), C(x) funzioni
continue della z in (a, B), ¥(®) >0 in (a, B), A costante, e
siano a, b, ¢, d, con a<c<{d< b quattro punti di (a, B);
vogliamo studiare se esistono valori speciali di A (autovalori),
per i quali la (1) ammette un integrale y () non identicamente
nullo, che si annulli nei quattro punti fissati-a, b, ¢, d.
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Se y (x) soddisfa la (1) soddisfa anche il sistema
@) B @)y @] +u(@x)=0
D" W (@)=r[A@y@)] +r[B@)y@)] +rC0@)y (@),

e viceversa. Le soluzioni della (1") che si annullano nei punti
. a, b sono date tatte dall’espressione

b
@) y@) =) [ G () &) u (@) dt,

dove con @ (x, §) abbiamo indicato la cosi detta funzione di
Greev relativa all’ equazione

[3 @y @)] =0,
che sappiamo esser cosi definita [per « e § variabili in a, )]

_ 4,0 ¢(@0)
¢ (Ba)

S per x<<§ G(z, &)
3)

ove con ¢(m,l) [m,l variabili in (a,d)] indichiamo la funzione

dx
$(m,0) = [ 1«}_({) .
1
Dalla (1”) si ha poi

u@) =2 A@y@) + ) [BEY@ i+

z

+lf(x—t)0(t)y(t)dt +ax+6



51

[e1, €5 costanti], e sostituendo nella (2):
b b
y(x)=elfG(x, &)ede+c,fa(x,e)de+
b b £
-HfG(x, &)A(E)?/(i)dé-HfG(x, E)déjB(t)y(t)dt +

b 14
+ )\jG(x, &)d&f(&—t) C®y@dt.

Dissociando i termini nell’ ultimo integrale e applicando agli
ultimi tre termini dell’ epressione cosi ottenuta la formula di
DiricHLET, si ottiene

b b
y(w)=clj G (z,€) 6d£+c,jG(x,e)dg+

14

b b
+ ),fG(x, t)A(t)y’t)dt+)\fB(t)y(t)dt[G(x, §) d¢ +

b b b b
+A[C@Ay@)dt |G(x,8) EdE— L [C(t)y(t)tdt | G(z,E)dE.
Joovoufonoufonsom]
E ponendo

b
@) [e@ya=re,

b
") jW%Mﬁ=E@n,
t
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si ha
b
(5) . y(®) =c H,(z,a) + ¢; H(», a) + lfF(m, t)yy(t)dt,

dove @& _
Fla,)=A@) G (=0 +[B@)—tC@#] H(z, 1) +
+ C (1) Hi(%,1).

(6)

La (5) ci da tutte e sole le soluzioni dell’ equazione (1)
che si annullano in @ e 4. Imponendo ora a y(x) di annullarsi
in ¢ e d abbiamo il sistema :

b
¢, Hy(c,a) + e, H(c, a) = —-lfF(c, Yy (f)dt
) )

b
QB (d,0) + o Hd,a)=— [ F(@, 0 y(@)at

11 determinante del sistema :
A=H(c,a)H(d,a) — H,(d,a) H(c, a)

6 diverso da zero, altrimenti avrebbe soluzione, il sistema -omo-
geneo (che si ottiene per A =0), e quindi I’ equazione

®) B@)y @] =0,

(che si ottiene dalla (1) facendo A =0), avrebbe una soluzione
che si annulla in quattro punti; ma cid & assurdo [infatti dalla
(8) segue che ¥(z)y (z) & un polinomio di grado non superiore
al secondo, quindi y'(zx) si pud annullare in due punti al mas-
simo e y(x) non pud annullarsi in quattro punti].

Risolvendo il sistema (7) rispetto a ¢, e ¢;, e sostituendo
nella (5) abbiamo che le soluzioni della (1) che si annullano
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nei quattro punti a, b, ¢, d sono date tutte e sole dall’espres- '
sione ‘

b

9) y(@) =X f Flz, ) y(t) dt + X

a

b
— E@“)A—Hl(x'ﬁ)fp(c, t)y (f)dt +

b
BB [pa,ny@a—

b
H(z,a) H, (d,
+A M)A———(—“)fﬁ’(c,t)y(t)dt_

b
P RACL ] F(d, tyy (t)dt .

Posto
H(z,a) H,(d,a) - H(d, a)H, (z,a)
H, (c,a) H(d,a)- H,(d,a) H(c,a)

H (¢, 0) H, (x, a) — H(z,0) H, (c, 2)
H,(c,e) H(d,a)— H,(d, o) H (, a)

K@ t)=F(z1)+ Fe,)+

(10)

Fd,?),

la (9) diventa

b
y (x) rf)\/K(x,t)y(t)dt.

Poniamo ora

(1) v(x>=¢(x,a)=ff—(§),

(12) h(zx,t)=2¢(b) [H (z, a) H,(t,a) — H, (z,a) H(t, a)] .
Se ora nella (10) moltiplichiamo tutti i termini per

h(e,d) =29 (o) [H (c,a) H,(d,a) — H, (¢,a) H(d, a)] ,
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il nucleo K(z,?) risulta cosi definito, nel quadrato Q di lato

(b - a) )

(13) k(é, A)K (x,t) =h(c,d) F(x,t) — h(x,d) F(c,t) —
—h(c,x) F(d,?).

Siccome il ragionamento & invertibile, abbiamo dimostrato
il teorema :

Le soluzioni dell’ equaxione differenxziale (1) che si onnul-
lano nei quattro punti prefissati a, b, e, d sono tutte e sole le
soluzions dell’ equaxione integrale lineare omogenea di seconda
specie

b
y (@) =A/K(x, by @t

il cui nucleo K (z,t) resta definito dalla (13).

§ 3. — KESPRESSIONE INTEGRALE DELLE FUNzZIONI k(z, t), F (x, t)
COLLE QUALI B DEFINITO IL NUcLEo K (z, ?).

Poniamo [v. anche (11) del § 2]:

F g “tde ‘edg
W 0= [ w@=[35 4)—/1‘,(e

a

Allora le (3) del § 2 danno:

z b
’ vt <p(b)G(x,£)=?(x)[s°(k)—?(€)]=f,§%f,%

)] a E
2=¢ 9(0) 0 (x,8) =9 [p () —o@)] = ;z) ,‘;gj-
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Si ha poi, per x<<¢, per la (4)" del § 2,
b b
% () H(z, t>=fso(b>G(x, e)de=¢(w)f[ao<b)—so<ende=
b

— 5@ ¢ () (b—t)—sv(x>j(?(&)de=
f e

— o @) () O—t) — p @) Ep O + ?(@)fg)—(&—)de=
t .

b
=@ [tieO— o) + [ 555 3¢ ],
1
e per la (1)
e<<t 9O H(xt)=9@I[t{sO)—pO®)|+ o®)].
Operando in modo analogo per =1t troviamo :
ezt o) Hnt)=[p@—p )] I () + o ()] + 9 B) o @),

Sostituendo di nuovo le (1) nelle ultime due relazioni tro-
vate abbiamo

f

z b
z<t ¢(b)H (, t)=f5(17)fg—g)—tdsdv

b t
®) z =1t (p(b)H(a:,t)=f5Tls—)—fs—a—_(_v—;dsdv+

b b
1 —
| +fmj%(§dsdv.
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Si ha poi, per la (4"') del § 2, per z<t,

b b
o(6) B (@, t)=fqo(b)e<x, e)éde=<p(w)]w>—¢<e)1 tde =
4 r<<§ )

1 2
7=

Dr@e®—9@ @ e =
= %(b’—t’)?(w)?(b) —%v(w)f?(&)d(é’) =

= T E=0r @0 —5r@ [ O+ 5o "/a(e)

e per la (1)

z<<t 20@)Hi(x,)=9@)[F|e()—p@®)]+ e ()]
Analogamente si trova

e=t 29 (0) Hy(z, )=[p (@) —¢ O)] [o (F) + @ ()] + ¢(b) o3 (%).

Sostituendo di nuovo le (1) nelle due ultime relazioni tro-
vate abbiamo

/ <<t 2tp(b)H (x,t)—[s(s)f EYE) dsdv

ds dv.

(4) r=t 2¢(b)H,(z, t)-—[b j&()dsdv+
+ 5ty

| , J
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Per la (6) del § 2 era
F(z,0)=A(t) G (z, ) + B(t) H(z,t) + C(}) [Hi(2, ) —t H(z, )],

da cui sostituendo le (2), (3), (4) ora trovate si ha:
)

z 14
<t ¢ F(1?) =A(t)f8%f&—(lv—)dsdv+
z 4
faiee

t’f&(s)f &(v;)!ds"”;

(5) x=t ¢(b)F(zx,t)=A() [&—(s_)f&_(v—) dsdv +

+B(t)U;—(1?)' t;(; +b (1 ]&(v)dsdz’]

oy o

et

Dalla (12) del § 2 si ricava

¢ (0) h(z, 1) =[2 ¢ (b) Hy(t,0)] [p () H(z,2)] —
- [2?(1)) Hl (z, a)] [<P (&) H (t a)] =

f&(sf&(,,) 3(&)[ % ds do dé dx —
f&(s)/ ¥ (v) fﬁ(ﬁ)/& *dsdvdtdx .

+
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Spezziamo gli integrali tra z e & in integrali tra x e ¢ e
integrali tra ¢ e b: i termini dati dall’ integrazione fra ¢ e b si
elidono fra di loro, si ha quindi

(S—L( —2)
® (b) h(x,?) / s)/ v)]&(&) 5 dsdvdtdz —

t b b b
[l 11 (== i
J\‘} (s)&[{}(v)t ,t}(e)a @) dsdvdé dx =

b b t 5
1 1 1 [(s*—2*) (E—2x)— (88— (s—2) )
f a(s)] 5 (v)f 5 (&Z,f ) Ao deds

possiamo scambiare, nella funzione integranda, » con =z, poichg,
essendo le relative integrazioni estese ad intervalli uguali, 1’in-
tegrale non cambia; facendo cid solo nel secondo termine la
fanzione integranda del numeratore diventa (s* —o*) (§—z) —
— (€= (s—2) = (s —2) E—2) (s—8) + (s—v) E—) (v—) =
= (s— (s —) (E—1) + (v —) (s—2) (s —7).

Osserviamo ora che se una funzione di due variabili cambia
solo di segno scambiando fra di loro queste variabili, 1’integrale
doppio della funzione rispetto a queste due variabili esteso a un

quadrato avente per diagonale la diagonale principale & nullo;
ossia, se é

@(z,t):—@(t,x),

e consideriamo 1 integrale

ry 83 ‘
I=fdxf¢(x,t)dt;
n $)

a) se (ry, 75) e (s1, 8;) coincidono, é 1 =0,

st ha:



59

b) se (r, 75) € (51, 8;) mon hanno punti a comune, st
pud aggiungere a uno di essi U altro, lasciando questo inva-
riato (°).

€) se (ry, 7s) € (51, S:) sono tali che il primo comprende
il secondo, questo si puo togliere al primo (°).

Le regole a), b), c), saranno spesso applicate nel seguito:
per ora dalla @) segue subito che

14 b

t b
1 1 1 (v—2) (s —v) (s —%) , B

i a a

Percid

¢ (0) h(2t) =

b b ¢ b

. . d .
e dividendo ambo i membri per ¢ (b) = f q‘)—(xz_)’ e applicando
a
la regola ¢) prima alle integrazioni rispetto a s e a v e poi alle
integrazioni rispetto a v e £, si ha:

z [

. b
_ 1 1 (s—8&(—v)(E—02) ,
(6) hiz,?) “/«Hv)fﬂ(&)tf 56) dv dt ds .

a

¢ d d d
() Bs.: Bea<c<d, fdz[d)(a;,t)dt-:fdxfd)(x,t)dt'

(%) B I’ inversa della precedente; es. se a <le < d,

d '3 c d
fdz/d)(x,t)dt=fdm]d)(x,t)dt.
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§ 4. - LE sEr DIVERSE FORME DEL NUCLEO K (1)
NEL QUADRATO DI LATO (b, a).

Dalla 13 del § 2, tenuto conto che F'(x,?) ha due diverse
forme secondoché & xz< ¢ oppure z=1¢ [v. anche (5) del § 3],
segue subito che il nucleo K (x,?) ha sei diverse definizioni nel
quadrato @ di lato b —a cui corrisponderanno sei diversi nuclei
cosi definiti :

k(c,d) K, (z,8) = h(c,d) F (x,1) —
r<t

— bk (z,d) F(c,t) —h (c,x) F (d, ¥).

et a<t

h(e,d) K, (x,t) = h(c,d) F (2, 1) —
r<t

—h(x,d)F(c,t)—h(c,x)F(d t)
et d=1

k(c,d) Ky (x,8) = h (c,d) F («, ) —
r<t
— bk (z,d) F (¢,t) — h (c,x) F (d,?).
c=t d=t

(I

h (c,d) K, (z,t) = h(C, d) F(.’L‘, i) —
. z=t

— bk (z,d) F (c,t) — h (c,x) F (d, 1) .

c=t d=t

h (c,d) K;(z,1) = h (c,d) F (z, 1) —
z=t

— bk (,d) F(c,t)— h (¢, z) F (d, ) .

c<1 d=t

h(c,d) K¢ (x,t) = & (¢,d) F (x, t) —
x=t

—hw@an-hm@FdQ
e<t d<?

e cosi distribuiti nel quadrato @ (vedi fig. 1):
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Nelle (I) le funzioni £ e F si intendono definite rispettiva-
mente dalla (6) e dalla (5) del § 3; I’espressione del nucleo

Fig. 1

riesce quindi assai complicata; pero alle (I) si possono sostituire
le seguenti formule pil espressive e perfettamente equivalenti :

h (01 d) Kl (x, t) = 0 (.'E, d) T (b'l t)

h(c,d) K, (2,1) = o (,d) v (b, ) —a, (7, D) = (d,1)
h(c,d) K; (z,t) = a,(a,c) (z,t) — o, (z,¢) T (a,)

(II)
h (e, d) K, (z,t) = — a, (z, ¢)© (a, )
h (¢, d) K; (x, 1) = a,(z,a) < (¢, 1) — a, (x, €) < (a, )
h (e, d) K, (z, 1) = o, (x,d) < (b, 1) — o, (b, d) 7 (2, 1) ,
dove &

X i b
(1) ki) =[ﬂ'(1u)f{}(1x)f{}:§) E—u) (& —2)(x —u)dudrdt
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(@) (&8 = u) € — ) (u—2) dudz di .

ww/&mlwa‘

b 5 b
(3) a,(xt):!&:u)fazx)t 8:&) (E—u) (E—=)(x—u)dudx dé

() <@, = [NQ () (t— o —B(O) (t —v) + A4 ()] dv

e vale la relazione :

oy (z,d) T (b,t) — &, (2, 0) T (d, 1) + o4(z,c) T (ay?) —

©) —a,(x,a)c(c,t) —h(c,d) T (z,) =0

La verifica che le (II) sono equivalenti alle (I) si fa molti-
plicando ciascuna delle relazioni (I) e la sua corrispondente in

(1I) per
dg
w)—fﬂm

uguagliando poi i secondi membri corrispondenti cosi ottenuti :
si hanno allora tante relazioni fra integrali quintupli che & facile
verificare con operazioni elementari, e in base alle regole c) e d)
del § 3.

§ 5. - SEGNO DELLE FUNZIONI h (z,t), ay(2,t), a,(x,?)
NEL QUADRATO §.

Dalla (1) del § 4 segue subito, [essendo & (#) >0 in (a,b)],
per a<lelt<lb h(z,t) >0.
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Per a<<t<<ax<b [v. regola c¢) del § 3]:

h(z,t)= /Mu)f&(x)f\‘)(é) —u)(E—2)(x —u)dudx d§ =

t
- [ﬁ(u)_}{)(z f&(&\(é w) (—2) (x—w) dudz dé<o,

e infine

<t  h(z,t)>0
% nel quadrato Q.

(1)
x> h(z,8) <0

Ricordiamo la (2) del § 4

(2,2 _/ f f&(e)(é u) (§—=x) (u—z) dudx df.

Per z <t possono presentarsi tre casi:

alzlt<e, alxzle<t, clxe<t.

Per la regola ¢) del § 4 abbiamo: nel primo caso

z t 1 c
al(x’t)_—:fﬂtx)j\‘}(&)[&(lu) {E—u) (¢ —7) (u—2x)dudxd; <0,

nel secondo :

z c t
1 1 {1
a, (z,1) =f&(%)j&(u)d’ 50 (E—u)(E—2) (n—z)dudzde >0
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nel terzo :

t

a, (x,1) / /& xfa‘)& (E—u) (E—2) (u—2r)dudzdt<<0.

Osservando che :

o (t, x) = —uo(z,1),

il segno di a,(z,?) risulta dato dalla seguente tavola, nel qua-
drato Q:

alelit<le oy (2,8) <0
alxzle<t o (x,8) >0
clax<lt o (,8) <0
altlzle o (x,2) >0
alitle<lex oy (2,2) <0
clt<lw o (2,8 >0

Il segno di a, (x,?) si studia in modo perfettamente analogo,
arrivando ai risultati della seguente tavola:

zlt<ld o (2,1) >0
2 d<t<b  a(z,t)<0
dlazlt<lb 2 (z,8) >0
t<<z<ld o, (x,8) <0
t<<d<<z<b o (z,8)>0
A<t<z<b o (z,1)<0
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I risultati trovati si vedono meglio nelle seguenti figure, che
d’ora innanzi dovranno sempre esser tenute presenti: -

Segno di a, (z,¢) (%)

Q:\lg‘
f,—@n
l

Fig. 2

Segno di a,(z,?) (7)

t

b
d B = 7

=

==
Q

P
d ¢ d b
Fig. 3

(") Nella parte tratteggiata la funxione é positiva ; nella parte bianca
¢ negative.
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Skconpa Parte
Due casi in cui esiste almeno un autovalore.
Fl

§ 6. — TroREMA.

Data U equaxione: (°)
(1) [ (@) ¥’ @)]" +1C (2) y(x)=0,

con le ipotesi 8" (x),C(x) continue in (a,B), ¥ (z) >0 in (a,p),
X costante ; e dati in (a,B) quattro punti a, b, ¢, d, [a<e<d<(b]
qualsiasi; se avviene che la funzione (x —c) (x—d) C(z), senza
essere identicamente nulla non cambia di segno in (a,bd), allora
esiste almeno un autovalore [valore speciale di \] per ¢l quale
la (1) ammette un integrale y (x) non identicamente nullo che si
annulla net quattro punti fissali a, b, ¢, d.

Basterd dimostrare che ammette almeno un autovalore 1’e-
quazione

b
y(x)=fo<z,t)y<t)dt

che corrisponde alla (1) con il procedimento del § 2, il cui nu-
cleo K (z,t) soddisfa alle relazioni trovate nei paragrafi prece-
denti, ove si faccia

(2) 4 (z)=B(z)=0,

e si tenga conto della nuova ipotesi sulla funzione C(z). Ricor-
diamo il teorema: Condixione necessaria e sufficiente perché
un’ equazxione integrale lineare omogenea di seconda specie mon
ammetta alcun autovalore é che tutle le traccie, a partire dalla
terxa, stano nulle (°). Noi dimostreremo che nelle nostre ipotesi

tutte le traccie sono diverse da zero, e allora il teorema sara

() In generale non autoaggiunta [efr. § 1].
(%) Cfr. E. Goursar; Cours d’Analyse Mathématique; (4% ed.) T. III
p. 428 [Paris, Gauthier-Villars].
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dimostrato. L’ipotesi fatta sulla funzione C(x) porta che si deve -
verificare uno dei due casi seguenti:
C(t)>0 per alt<e
(3) C(t)y<<o’ » elt<ld
cC@H)>0 » d<t<b,

oppure

C(t)<o per alt<le
3) C(t)>0 » elt<ld
C()<0 > d<t<b.
Supponiamo che si verifichi il caso (3) [la dimostrazione per
il caso (3)’ & perfettamente analoga]; e studidmo quale segno

assume allora il nucleo K (2,?) nel quadrato di lato b —a. Per
la prima delle’ (II) del § 4, tenuto conto che ora &:

b

| t(b,t)=0(t)f(t—v)’dv

¢

[per la (4) del § 4, sostituendovi la (2) di questo §] e che, per
la (3), C(f) & positiva nella zona del nucleo K, (z,¢) [v. fig. 1]
e inoltre che & A (¢,d) >0, [v. (1) del § 5], abbiamo infine che
K, (z,t) ha il segno di a, (z,d), e quindi, per la fig. 2,

Ki(2,) >0 per a<lz<ec
@ K@#)<0 > c<z<d

K, (z,8)>0 » d<lxz<b.

Analogamente si trova
K, (z,t) >0 per alz<c
(Iv) K‘ (x, t) < 0 .) c < x <d
K (2,)>0 » d<z<b.

Ricordiamo ora che & [v. (II) del § 4]: h (c,d) Ky(=,?) =
= a,(a, ¢) v (z,t) — a,(z,c)t(a,t), con alzlile, [v.fig. 1],
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C (1)>0 [per la (3)], e k(c,d)>>0; percid Ky(2,¢) ha il segno
dell’ espressione [cfr. (3) e (4) del § 4]:

b s » .
!8(111)‘,/ 1‘}22);[1‘}(15) i[&:v) E—u) E—2)

(x—u) (¢t —v)* dudx dt dv —

b b b a
1 (1 1 1
—jﬁ(u). a(x)cfa (e)‘fa ) (€ —u)(E—2)

(x—u)(t—v)*dudxdido =

[ d

d .
=f8(1d)_[%:x)fa:e)!3:v) (E—u) (E—2)

d t

(2 — u) (¢ — v)* du dx dt dv +

+f »(lu)j s(lz)f ate)jazv) “’“’3“""’) (= u) (t—o)—

dudxdtdv.

= (—) (v—u) (¢ — )

Essendo per ipotesi #4(x)>>0 per a<z<lb, il primo inte-
grale risulta positivo; inoltre, poich® si trova:

(t—2) (s—u) (t —v)*— (E—1) (v — w) (£ — )" =
=@—2){(§—2)(t—2) (u—t) +(u—2) (t—2) E—t) +
+ (x— ) [(6 —%) (u—2) — ¢E— 211},

& “acile verificare che anche il secondo integrale & positivo. Si
ha quindi:

(I Ky (z,£)>0.
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Analogamente si trova
(VD) Ky (x,8)>0.

Per il nucleo K, (z,t) bisogna distinguere due casi: z<le,
e £>c; con procedimenti analoghi ai precedenti si trova allora:

o i K, (2,t) <0 per x<ec
@ K. (z,t) >0 » z>c,
e infine :

t d
- 2 E@)>0 por z<

K, (z,t)<<0 » z>d.

Per le (I), (II), (III), (IV), (V), (VI) il segno “del nucleo
K (z,?) resta determinato come mostra la figura seguente :

Segno di K(z,?) (*°)

Fig. 4

Dimostriamo ora che, nell’ ipotesi che K{(x,¢) abbia il segno
indicato nella figura precedente, tutte le traccie del nucleo sono

(19) Nella parte tratteggiata K (x, t) é positivo, nella parte bianca ¢
negativo.
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positive, ossia:

b 5
An=[...fK(s,,s,) K(se,85)... K(34,81)0d8...ds,>>0,
a a

qualunque sia 7; noi dimostreremo anzi che &

4

K (31,82) K(83,55)

-----

K(sn-l ,S') K(sn ’ sl)>0 )

comunque Vvarino S$;,8,,...,8,-1,3, Del quadrato di lato b —a,
eccettuati i punti o, b, ¢, d [per i quali il primo membro della
(4) e nullo, essendo K (a,t)=K (b,t) =K (c,t) =K (d,t)=0 (W)].
Per n=1 la (4) diventa K(s,,s;) >0, che & verificata facil-
mente nella fig. 4. Supponiamo dunque n>>1. Vogliamo allora
dimostrare che il prodotto

P=K(s;y,5) K(8;,8:41)

non varia di segno se, restando fissi s, , e s;,, s; varia in
(@,b). Infatti possono presentarsi i seguenti casi:

St St a<lsp<elels<<ldld<ls<lb
alsaclalspu<lel P>0 P>0 P>0
als,<cjlelsuu<dl PO PO P00
celsu<ld|alsu<c| PO PO P<Z0
a<ls  <c|ld<ls,<<b P>0 P>0 P>0
d<s,<bla<s,<e| P>0 | P>0 | P>0
e, <djelsp<<d| P>0 P>0 P>0
el <d|d<s<<b| PO PO PO
d<s,<ble<<syu<<d| P<O PO PZ0
ds,<bld<su<b| P>0 P>0 P>0

(1) Cfr. (II) del § 4 e regola a) del § 3.
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Ne segue che per determinare il segno del pnmo membro -
della (4) possiamo supporre, per es.

@< Sgy83y-0.0,84C.
E siccome in questa ibotesi )
K (se158044) >0,
ci resta da far vedere che & positivo il prodotto
K (s1,8:) K (3.,%),
con a<s<le, als,<ec.
Si posson dare tre casi:
a5 <e, e s <d, d<ls,<b.

Si verifica subito, consultando la figura, che in questi tre
casi &

K (3,,8) K(s,,%)>0.

§ 7. — CorovLLaRIO.

Data I’ equazione (*2)

1) Y@ +A4@) @] +ABE)y @) +
+MG(2) + e G(2)]y(2) =

con le ipotesi : ¥ (x), A" (x), B' (x), C, (), Cy(x) continue in
(2,B), ¥ (=) >0 n (a,B), N ed ¢ costanti; e dati in (a,f)
quattro punti a,b,c,d, [a<c<d<b] qualsiasi; se avviene
che la funzione (x — ¢) (x — d) C, (x), senxa essere identicamente

(12) In generale non autoaggiunta [cfr. § 1].
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nulla, non assume wvalori di segno opposto in (a,d), allora,
salvo al pit tre valori della costante ¢, esiste almeno un auto-
valore [valore speciale di A\] per il quale la (1) ammette un
integrale y(x) non identicamente nullo, che si annulla ne:
quattro punti fissati a,b,c,d.

Infatti la ricerca delle soluzioni dell’equazione (1) che si
annullano in quattro punti a,b,¢,d, [a<<ec<<d<Zb] si riduce
[cfr. § 2] a trovare le autosoluzioni dell’ equazione integrale omo-
genea di seconda specie.

(@) y(w)=xf1<(x,t>y(t>dt,

. dove &

K,t)=K,(z,t) +ecK,(z,?),

dove K,(x,?) e K;(r,?) sono nuclei delle equazioni integrali
analoghe alla (2) cui soddisfano rispettivamente le soluzioni y (z)
delle equazioni differenziali.

[%(#) ¥ (@) + M4 (2) y (@) + 1 [B (=) y (@)] +
+ A0y (2)y (2) =0

[3(2) ¢ ()] + ACe(2) y (2) =0,

che si annullano nei punti prefissati ¢,b,¢,d.
Indicando con Ay, 45", AP le terze traccie dci nuclei K (z, ¢),
K, (=,t), K;(=,t), si ha, per il teorema precedente,

AP >0 [oppure A$ < 0].
In ogni caso &

AP $0.
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Ed essendo :
A;= AP 4 c,e + ¢t + AP 8,

con ¢, ¢, costanti indipendenti da e, ne segue che A4, pud an-
nullarsi al pit per tre valori di ¢, I’equazione (2) ammette al-
meno un autovalore.

§ 8. - TeoreMa.

Data I’equazione: (*3)
(1) BEY @)+ A=)y ()" +1C0@)y(z) =0,

con le ipotesi - ¥ (x), A" (x), C' (x) continue in («,8), ¥(x)>0
in (a,B), N costante, e dati in (a,B) quattro punti a,b,c,d,
[a<<ec<<d<b] qualsiasi; se avviene che le due funxioni: A(»
e (x—c) (®—d) C(x), senxa essere identicamente nulle, hanno
segno costante e fra loro uguale in (a,b), allora esiste almeno
un aulovalore [valore speciale di X], cuz corrispondono solu-
agone dell’ equaxione che si annullano nei quattro punts a,b,c,d
prefissati.

Infatti, nelle nostre ipotesi, le funzioni h(z, ), a(z,?),
o, (x,t) sono continue con derivate parziali prime continue nel
quadrato @ di lato b—a — come appare dalle loro espressioni
integrali, [cfr. (1), (2), (3) del § 4] - inoltre, [per la nuova ()
ipotesi : C’(x) continua], anche t(z,?) viene ad essere continua
con derivate parziali prime continue in @ [cfr. (4} del § 4] e
quindi, come appare dalle (II) del § 4, il nucleo K(z,?) - del-
I’equazione integrale corrispondente alla (1) con il procedimento
del § 2 - & continuo con derivate parziali prime continue in .

(13) In generale non autoaggiunta [cfr. § 1].

() Fin qui avevamo semplicemente supposto C(x) continua.

(15) Cfr. T. Lauksco — Introdution & la théorie des équations intégra-
les. [Paris; A. Hermann; 1912], pagine 87-89.
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Ne segue in particolare che il nucleo K(x,?) & lipscitziano del
primo ordine in §. Ma se il nucleo di un’equazione integrale
di seconda specie & lipscitziano [di un ordine qualsiasi], allora
il genere di D(A) [determinante di Frepmorm] & nullo (15), se
quindi D () ha infiniti zeri & '

=1~ 2);

e se gli zeri di D(A) sono in numero finito, 7 :

oo-i(-4)

© se D(\) non ha zeri, ossia 1’equazione omogenea non ha
autovalori :

D) =1.

Ma ricordiamo che &: (')

LI

;\!
— A2+ Ay bt Aa

DN =e

[dove A, & I’n.™ traccia del nucleo]; percio: Condizions ne-
cessaria e Sufficiente perché la (1) non ammetta autovalori, é
che siano nulle tutte le traccie del nucleo K (z, t) corrispondente.
Dimostriamo che nelle nostre ipotesi la prima traccia, ossia

3
A,=/K(x,z)dz

& diversa da zero, e allora il teorema sara dimostrato. Le nostre
ipotesi sono soddisfatte solo in questi due casi: che sia contem-

(%) Cfr. E. Goursar — Cours d’ Analyse Mathématique, [3° édition ;
1923] T. III, p. 374.
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poraneamente :
C(x)>0 per a<z<ec
) A(@)>0 per a<<z<b 0(C(x)<TO0 » c<<z<d
Cx)>0 » d<<a<b,

oppure

C(z)<<0 per e<<z<c
) A(z,<0 per az<lb e{C(x) >0 »>» c<z<d
Ce)<<0 » d<<z<b.

Supponiamo che si verifichi il caso (2) [per il caso (2) la
dimostrazione & analoga]. Abbiamo :

b

° d
A,=jK(x,x)dz—|—fK(x,z)dz +jK(x,x)dx.

Si vede subito che il primo e terzo termine sono positivi;
infatti [cfr. fig. 1, e poi la quarta delle (I) del § 4, tenendo
presente la (1) di questo §]

fK(x z)dz = — 7 e d)fog(z o)t (a,x)dr=

=k, d)[ LACH f,c}()[ C(z)(z—)* +A(z)]dzdv.

Ricordando & (z) >0 in (a,b); h(c,d)>0; dalle (2) e dalla
figura 3, segue

/K(z,x)dx>0.

Cosi, analogamente,
b

]K(x, z)de 0.
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E poi:

d d
h(c,d)fK(x,x)dz =f
o}i ) ’

=/ al(x,d)/ﬁ)—)-[% C(2) (z — o) + A(_x)]dv-—

— o (2,8) fd {% [% Clz)(@—vf + 4 (x)J'dv

o, (z,d)t(b,z) —a,(x,b)c(d,z) | dx =

dx.

In questa espressione sia il termine con A(z) che quello
con C(z) sono positivi. Infatti il primo & [cfr. (2) del § 4]

§ e e a4
- A"’)a/*%“)a/f?%ﬁufﬁfﬁ(&—u)

(¢—=z) (v —2)drdudz di dv —

d 4

_/A (x)i[,'}(lu)j\‘}(lx)&/-ﬂze)fﬂ(lv) (E—w)

[

(E—2)(u—2)drdudz dt dv =

d c ] a b
- [4 <x>af»3u>of»;)[a&>3/ai@<u—*>3<&—u> G—o—

-dzdudz didv,

— (v —u)(v—23)

che & positivo. Il termine con C(x) si trova essere, con procedi-
mento analogo,

d o s d s '
_21—[ C(x)a] 62«&)] %(lz)! %1&) d/ n‘}(l'v) (u—2)

E—2)@—v)—(@—w)(v—2)(x— e>=} ~dedudz dédv,

(€—u)
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che & positivo, essendo C(x) < 0 nel rispettivo intervallo,
Uu—2z2<0 e
E—uw) E—2@E—0)—@—u@—2)(—§ =
=@—=f—u)(v—xE—2)+ @—§@v—2)E—u)(z—7),

che manifestamente & positiva, muovendosi le variabili negli in-
tervalli assegnati. Quindi nel caso (2) & 4,>0.

§ 9. - CoroLLARIO.

Data I’ equaxione : (7)

3@y @]+ AMAE) +9y @) ]" +
+ 2 [B@)y(2)] +20(@)y(x)=0

)

con le ipotess ¥' (z), A" (x), B (2),C’ (x) continue in (a,B),
¥ (x) >0 in (a, B), N ed ¢ costanti; e dati in (a,B) quattro
punti a,b,c,d, [a<e<ld<b] qualsiasi; allora, accettuato al
pitv un valore di ¢, esiste almeno un autovalore \ cui corre-
sponde una soluzione dell’ equaxione che si annulla ner punti
a, b, ¢, d prefissats.

Infatti il nucleo dell’ equazione integrale ottenuta operando
sulla (1) con il procedimento del § 2 & [v. § 8] lipscitziano e
se scriviamo che la prima traccia deve annullarsi otteniamo una
relazione in cui il coefficiente di ¢ & positivo [ripetere procedi-
mento del § 8], quindi si ha un’espressione lineare in & col
coefficiente di ¢ diverso da zero che pud annullarsi al massimo
per un valore di e.

(*") In generale non autoaggiunta [cfr. § 1].
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Terza Parte

Una classe di equazioni che ammettono infiniti autova-
lori e tutti reali.

§ 10. - Trorema

Data U equazione :
1) [3@y@]"+AAR)y@)]"+2r[B@)y ()] +
+ )‘O(x)y(z) =0,

con le ipotesi ¥" (x), A" (), B' (%), C(x) continue in (a,p),
3(x) >0 ¢n (a,B), A costante ; e dati in (a,B) quatiro punts
a,b,c,d [a<e<ld<b] qualsiasi; consideriamo le tre funzioni:

[ ]
1 1
Fl(t) = 2fmf§}(—b)(s~v)dsdv
t °
[4 1 d 1 .
F, \t)=‘[m[m(s—-v) (2t—s—v)dsdv
¢ c

[ ]
F’(t)__-‘[&_:s-)./;)-% (s—v) [t(t—s—v)+ sv]dsdv;

se st ha:
AD=F@Hd@), BO)=FRO®EY, CO=FRO®@,

dove ® (1) é una funzione continua e di segno costante in (a, b)
e 1wt derivabile due volte con derivata seconda continua, allore
U equaxione (1) ammette infiniti autovalor: tutte realy, cui cor-
rispondono integrali dell’ equaxione che st annullano mei punti
a, b, ¢, d prefissati.
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Infatti si ha ora, [cfr. (4) del § 4]

z [ d

1 (1 (1 .
t(xvt)=[& (E)[&(s)j&(l’) (8——’0) [(t—'&) ——(2t——s—v) (t—&)"'

;l— t(t —s—v)+ sv]dédsdv. D (1) =

] P d
1 1 1
=f3(5).[9(8)!8_(v) “(s—v)(§—s) (€ —v)dEdsdv- @ (),

t t
da cui si ha subito [cfr. regola a) del § 3]
t(c,t) =<(d,t)=0;

e inoltre:

i ¢ d
1 1 1
t(a,t)=f 3(5)[ &(s)]%(v) (v—38)(s—8&) (v— §)didsdv - @ () =

4 d

t
=f al(e)f &l(s)fazv) - (v—3)(s — &) (v—E)dédsdv - ® () =

= (,d) P ().

[

b
"‘”""““f ww/

t

4 ) I3
1 1 1
- —,‘/3(&)[&(3)6[3 ORERAA —v)dédsdv - ® (1) =

= —o,(t,c)P(f).

]
1 1
~‘>(s)[ 3w (P9 G —v)didsdv. 2 ()=
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Si ha allora, dalle (II) del § 4;
h(c,d) K, (@, t) = — a, (2, d) a, (t,¢) - B (t)
Ey(z,) = Ky (z,1)
h(c, d) K (z,t) = — a, (z,¢) a, (£, d) - ® (?)
Ks(2,t)= K,(,1) .
Inoltre la (3) del § 4 diventa ora:
oy (2, ) (b, ) + o, (,0)t (a,8) — h (c,d) T (z,6) = 0,
da cui, [ofr. (IT) del § 4] :
Kz t)=K (21, Ki(z,1)=K(z1).

Si ha infine, per il nucleo, 1’espressione :

per z<|t K(z,t)= — ——=a(z,d)a,(t,c) P (2)

k(e d)

per xz=t K(z,t)= — (=, ¢) o, (¢, d)D(2).

1
k (e, d) **

Si ha qﬁindi un nucleo di Schmidt ('8) nel quadrato @, e
i suoi autovalori, a meno del fattore costante

—h(c,d)sgn® (),
coincidono con quelli del nucleo simmetrico K (x,%) cosi definito
per =zt K (z,t) =a,(z,d)a.(t,c)l/<l>(x)<l>(t)

per 2=t  K(z,0)=o(x,c)a(t,d) () D (7).

(18 Cfr. E. Goursar, loc. cit., p. 457.
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Un tale nucleo ammette autovalori soltanto reali e noi pro-
veremo che essi sono in numero infinito. Ammettiamo per as-
surdo che essi siano un numero finito 7, precisamente siano

“ Ny Ay . o.y Ay indicando con

Vmul(z)a Vmuz(z)a ceey Va)—(z_)un(x);

f@(z)u:(x)dzz-l, (t=1,...,m)

le autofunzioni corrispondenti, le u, (r), %, (x), ..., u,(z) sono
autofunzioni dell’ equazione integrale

y (@)= fK(mt)y(t) t,

sono percid derivabili e si annullano in a, ¢, d, b; inoltre, per
z=t, si ha: (*%)

u,, (z) u, (t)

wt, d)o () = 260y )

M

"

e in particolare, per qualunque z in (a,b),

n

oy (z,d) oy (2,¢) = Z.- uf)ix) )

da cui, derivando rispetto a x, si ha:

oy (z,d) &, (2,¢)+ o (2,d) a; (z,¢) =

A x) 4 (2) u; (%)
=2 21:‘ ,

(¥9) Cfr. E. Goursar, loc. cit., p. 442.



82
€ per x =a, essendo :

o (a,d)=0, wu(a)=0,
ne segue:

[ai(2,d)]s=0-au(a,c) =0,
la quale & assurda, essendo, |cfr. fig. 2 o 3]

a4(a,c)=k(c,d)>0, [o1 (2,d)].=.>0.

Bisogna quindi ammettere I’ esistenza di infiniti autovalori.



