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SULLE ESTREMANTI DEGLI INTEGRALI DOPPI
IN FORMA ORDINARIA

di Giaxrraxco CimmiNo a Napoli.

Scopo della presente ricerca & la determinazione di proprieta
di derivabilitda per le funzioni 2z (x, y) estremanti un integrale
doppio di forma non parametrica

M - LE=[[FE v sy,

Precisamente, in analogia a un noto risultato relativo agli inte-
grali semplici (*), il teorema al quale qui si perviene si riferisce
a funzioni 2 (2, y) annullanti la variazione prima - in partico-
lare a estremanti -, che sono supposte soltanto lipschitziane.
Naturalmente, le difficoltd che si incontrano in tale studio
sono, in confronto al caso analogo degli integrali semplici, assai
maggiori; e infatti, mentre si posseggono risultati molto generali,
‘anche nel caso degl’ integrali doppi, sull’ esistenza delle z (», y)
estremanti (*), per contro sulle proprietd di derivabilita di esse
non sono stati conseguiti finora, per quanto mi & noto, che ri-
sultati incompleti. Cosi ricorderd che la continuitad delle derivate

(1) L. ToneLLl, Fondamenti di Caleolo delle Vartaxions, Vol. II, n. 96.

(2) L. Tonerui, L’ estremo assoluto degli integrali dopp: [Annali della
R. Scuola Norm. Sup. di Pisa, Serie II, Vol. II, p. 89-130, (1933)]. Un risultato
relativo all’ esistenza dell’ estremo & stato pure annunciato in una nota,
apparsa in questi giorni, P. GiLLis, Sur les intégrales multiples du caleul
des variations [Comptes Rendus de 1’ Acad. des Sciences de Paris, t. 206,
p. 32-34, (1938)].
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seconde per z (z, y) viene dimostrata da E. Hopr (*) in base all’ i-
potesi che le derivate prime siano holderiane ; da R. CaccroppoLr (4
I’ipotesi di E. Hoer sulle derivate prime viene ridotta a quella della
semplice continuitd, con F' indipendente da z, oppure anche (*),
come qui, a quella che x(z, y) sia lipschitziana, ma, in tal
caso, con F funzione delle sole p, q.

Nel presente lavoro, riesco allo scopo indicato, poggiando
sulla moderna teoria delle equazioni a derivate parziali non li-
neari del second’ ordine di tipo ellittico. Le ipotesi di regolarita
sulla funzione F a cid occorrenti sono di natura assai generale.
Peraltro, rileverd che il caso piu interessante & quello in cui F
riesce, in particolare, ‘analitica, perché allora la continuita delle
derivate seconde porta di conseguenza addirittura la analiticita
per z (z, y), e si ha quindi una estensione del noto teorema di
D. HiBerr sul carattere analitico delle estremali.

1. Nell’ integrale doppio I,[x] supporremo: @) che D sia
un insieme aperto e limitato del piano zy, b) che F sia dotata
di derivate parziali dei primi tre ordini continue per xy in D
e %, p, q¢ qualunque, ¢) che sia verificata la condizione di
LeeENDRE

(2) Fpp>0, Fpquq-F:q>01

ciod che 1’integrale sia regolare positivo.

Inoltre, considereremo 1’ integrale I,[x] soltanto per funzioni
z (x, y) lipschitziane, ciod a rapporti incrementali limitati in D.
Nel campo di queste funzioni, tanto 7,[2] che la sua variazione

(3) E. Hopr, Zum analytischen Charakter der Lisungen regulirer xwei-
dimensionaler Variationsprobleme [Math. Zeitschrift, Bd. 30, p. 404413,
(1929)].

(Y R. CacciorpoLt, Sulle equaxiont ellittiche a dertvate parxial con
due variabili indipendenti e sui problemi -regolart di Calcolo delle Varia-
xtont [Rend. della R. Acc. dei Lincei, serie 6%, vol. XXII, p. 305-310,
376-379, (1935)].

(%) R. Caccrorrort, Sul carattere analitico delle soluxion: di wuna
elasse di problems del Calcolo delle Vartazioni [Rend. della R. Acec. dei
Lincei, serie 68, vol. XXV, p. 24-26, (1937)].
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prima hanno sempre certamente senso e !’ annullarsi della va-
riazione prima & condizione necessaria affinché si abbia un
estremo (°). .

Il teorema che vogliamo dimostrare & il seguente :

Se z(x, y) ¢ una funzione Ulipschitziana in D, per la
quale st annulla la variaxione prima di I, [x], esisteranno e
saranno continue (anzi holderiane) le derivate parziali seconde
di zy (%, y), e sara verificata, per questa funzione, I’ equazione
di LaGRANGE :

3 )
3) go et gy Fa— Fi=0.

2. Sia A un insieme aperto contenuto in D e sia I’ la sua
frontiera. Indicando ancora con x,(z, ) una funzione lipschitziana
annullante la variazione prima di I,[2], proviamo anzitutto che:

Quando le derivate seconde di F rispetto a =z, p, q sono
limitate e ¢l campo A é contenuto tn un quadrato di lato suf-
ficientemente piccolo, la funxione =z,(x, y) fornisce per I,[3]
un valore minore di quello fornito da qualunque altra, assu-
mente gli stessi valor: su I'y, e quindi ¢ mecessariamente unica,
per quet valori al contorno.

Sia infatti z, (z,y) un’altra funzione, anch’essa lipschitzia-
na, coincidente con z,(z,y) su I'. La differenza I, [x,] — I} [%0]
si potra scrivere, tenendo conto del fatto che, per z = 3,, si
annulla la variazione prima di I, [x],

IA [zl] _jA [xo] =ff[F(x’y7 xl’plaql) = F(xﬂ/, %0y Doy qo)]dxd.l/:
A
=/f[ﬁ,,,, “(r =P + 2 Fp (0—P0) (1 —0) + Fop* (0 —0)* +
A

+ 2F:'(P1‘"‘Po)(zl-‘zo) + 2qu'(q1——qo)(zx—zo) +
+ Fz:. (xl'—' xu)’]da’d?/ )

(®) A. Haar, Zur Variationsrechnung [Abhandlungen aus dem Math.
Sem. der Hamburgischen Univ., Bd. 8, Heft. 1, (1930)].
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dove col soprasegno abbiamo inteso indicare che le derivate se-
conde di F rispetto a 3, p, ¢ vanno prese negli argomenti
T, Yy Zo+0(x1—%), Po+ 8(P1—po), @+ 06(q1—q,), essendo
6 un certo numero compreso fra zero e uno.

Teniamo presente, d’altra parte, che, per una funzione g (¢),
nulla negli estremi dell’ intervallo ¢ <<t <<a 4! e dotata ivi
quasi ovunque di derivata di quadrato sommabile, sussiste la
disuguaglianza

a+l

[lswra= flg (0 dt.

a

Se supponiamo allora che A sia contenruto in un quadrato di
lato /, ed estendiamo la definizione di %, — 3, (che & nulla, per
ipotesi, sulla frontiera di A) a tutto il quadrato ponendola zero
fuori di A, applicando la detta disuguaglianza e indicando con
M un numero che superi i valori assoluti di tutte le derivate
seconde di F rispetto a 2z, p, q, otteniamo

U [F.. (21— 2+ 2 Fp.* (0r— po) (21— o) +
A

+ 2F, (i —q0) (51— 30)] dzdy | <

( 7wt 2l) f f — Pl + (g1 — o)) dedy .

Detto, d’altra parte, u 1’ estremo inferiore dei valori assunti
dalla piu piccola delle radici caratteristiche della forma quadra-
tica definita positiva

Fpo €+ 2 Fyoln + Fount

. 3 . . v . -~
al variare di 2y in A e di 6 fra zero e uno, sard pure
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fle (=1 + 2 F (0 pmq,—qo)+’qu-(ql—qo>'1dxdyz

>n f [(or—Ppo)* + (11 —qo)*] dz dy .

Pertanto & chiaro che la differenza I, [2,] — I, [3,] riuscira
certamente positiva, ove risulti verificata la disuguaglianza

( o T )<l-'~

Resta cosi provato che, almeno quando A & contenuto in
un quadrato di lato sufficientemente piccolo, una funzione
%, (z,y) lipschitziana, che annulli Ja variazione prima di I, [3],
fornisce, per dati valori al contorno, il minimo assoluto per tale
integrale.

3. Supponiamo, in particolare, che %, (z, y) sia una soluzione
dell’ equazione di Lacranek (3). Poiché ogni tale soluzione annulla la
variazione prima di I,[z], dal teorema del n. precedente risulta
che, se & possibile racchiudere A in un quadrato di lato ! cosi
piccolo da rendere verificata 1’ ultima disuguaglianza scritta, non
potra esservi pit di una funzione x,(z, y) verificante l’equazxone
di Laeranee e assumente dati valori su I'.

Ricordiamo ora che, quando I' si compone di una o pit
curve semplici chiuse, aventi curvatura continua e dotata di de-
rivata prima continua rispetto all’arco, sussiste il scguente
teorema (7) :

8e, nell’ equazione

4) Ar+2Bs+Ct+D=0, (AC—B*>a>0),

¢ coefficients A, B, C, D sono funxion: di x, y, p, q continue
e limitate con le loro derivate prime, il problema di DiricHLET

(") Loe. cit. in (%), p. 377.
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é risolubile, per ogni sistema di valors al contorno lipschitxiani
rispetto all’ arco, mediante funzioni a derivale secoride holde-
riane internamente a A.

Questo teorema non sarebbe piu valido, in generale, se i
coefficienti fossero supposti dipendenti anche da 3. Peraltro,
’ipotesi che i coefficienti non dipendano da z gioca, nella dimo-
strazione, soltanto attraverso il fatto che, per I’ equazione a va-
riazioni relativa alla (4), il problema di DiricHLET deve essere
sempre risolubile. Ora, affinché cid si verifichi, basta notoria-
mente che (come nel caso contemplato dal citato teorema) 1’ equa-
zione a variazioni sia priva del termine in z; ma, anche quando
questo termine non manca (come nel caso generale che i coef-
ficienti 4, B, C, D non siano indipendenti da x), sussiste certa-
mente ’illimitata risolubilitd dell’ equazione a variazioni, purch®
il campo per il quale si vuole risolvere il problema di DiricELET
sia sufficientemente ristretto.

Supponiamo ora che la (4) sia )’ equazione di Laeranek (3),
scritta in forma esplicita. Da quanto abbiamo detto risulta che:

Se, per ogni punto zy di D, sono continue, e riescono li-
mitate rispetio a 2z, p, q la F, insieme con le sue derivate
del prim’ordine e le F,, F, insieme con le loro derivate dei
primi due ordint, preso a piacere il dominio A 4T in D, e sup-
posto che esso possa racchiudersi in un quadrato di lato suffi-
cientemente piccolo, il problema di DiricHLET relativo a A per la
(3) ammette, per ogni sistema di valori al contorno lLipschitzians
rispetto all’ arco, una ed una sola soluzione, a dertvate seconde
holderiane internamente a A.

4. Torniamo adesso alle ipotesi del n. 1 per F, senza I’ ul-
teriore restrizione, occorrente nell’ ultimo enunciato, che siano
limitate la F. e le dette derivate seconde e terze. Notiamo, perd,
che, data la funzione z,(z, y) lipschitziana, annullante la varia-
zione prima. di I, [x], le p,, ¢, (esistenti quasi ovunque in D)
sarauno limitate in valor assoluto in A. Se modifichiamo la F
per valori di z, p, g esterni ai limiti entro cui variano z,, py, ¢o,
al variare di zy in A, la variazione prima dell’ integrale I,[z]
cosl modificato si annullera ancora per z = z,.
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Supponiamo che, sulla superficie x =z,(z, ), per zy conte-
nuto in A, sia sempre

A+p <R

Vogliamo sostituire alla F una funzione ® (x,y, 3,p, q),
che, per ogni zy in A e z, p, q verificanti la disuguaglianza
ora scritta, coincida con F, e che, oltre alle ipotesi indicate nel
n. 1 relativamente a F, verifichi pure la ulteriore condizione di
avere la derivata prima rispetto a z, nonché le derivate seconde
e terze limitate. ' '

A cio, posto, per brevita,

P =r+ ¢,

© detto & un numero positivo da determinarsi in seguito, fis-
siamo anzitutto una funzione 7 (t) (che potrebbe essere, in par-
ticolare, un polinomio) dotata di derivate dei primi tre ordini
continue per 0 < ©<<h, positiva nell’ interno di tale intervallo
e per la quale sia

7(0) =1, 7’(0) = 1’ (0) :7'”(0) =0,
1(h)=17"(h) =+"(h)=+" (k) =0.

Indi poniamo

=F, per p<R+h,
G {=1(p-R-h)- F+1(R+2h—p).p* per R+ h<p<<R+2h,

=p, per R+2h<p.

Questa funzione G (z, y, 2, p, q) avra quindi le derivate dei
primi tre ordini continue; non verifichera, perd, in generale,
la: condizione (2) di Lreexpre, pei valori di p, ¢, per cui
R4+h<p<<R+2h.

Formiamo allora il polinomio g (p) di settimo grado in p,
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per cui
g(B) =g (R)=g"(R)=g"(R)=0,
g(R+h)=(R+h), g(BR+h)=2(R+h),
g'(B+h)=2, ¢g"(R+h)=0;

un facile calcolo mostra che questo polinomio, almeno quando
F’;— ® abbastanza. prossimo a zero, ha le derivate dei primi due
ordini sempte positive per R< p <R + h. Fissato & in maniera
che cid si verifichi e detto ¢ un altro numero positivo, defini-
remo una nuova funzione H (%, y, 3, p, q), ponendo

=G=F, per . P<RE,
=G+ey, per BR<=p<R+h,
= G +ecp?, per R+h<<p<<R-+2h,

=G+cpP=(c+1)p*, per R+2h<p.

Evidentemente, questa funzione ha ancora le derivate dei
primi tre ordini continue. Inoltre, se ¢ & sufficientemente grande,
essa verifichera pure la condizione (2) di Lreewpre. Infatti, tale
condizione equivale all’ altra che, nel piano pg, la derivata se-
conda, esegunita secondo una qualunque direzione e per ogni
punto, riesca sempre positiva. Ora, come abbiamo detto, cid potra
non esser verificato per G, quando p, ¢ assumono valori per
cui p sia interno all’intervallo R+ hr<p<< R+ 2h, ciog il
minimo m delle derivate seconde rispetto al punto pgq, in qua-
lunque direzione,fdella funzione G, in tale campo limitato, potra
essere un numeroynegativo; perd, essendo sempre eguali a 2 le

Im|
2
sultino ovunque positive quelle di G+ cp® nel detto campo.
La condizione di Lzaeespre & poi verificata, per R<<p<<R + h,
dalla G+ cg, qualunque sia la costante positiva ¢, giacch®
essa & verificatadin tale campo sia dalla G (che coincide ivi
con F), sia — almeno in senso debole - dalla g, come subito
si riconosce in basejal fatto che g',¢" sono positive o nulle.

derivate seconde di p?, bastera prendere ¢ > , perché ri-
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Poniamo infine

=H, per | 3| <R,
=1(x-R)-H+ (e+1)[1-71(x-R)]p*, per R<s<R+h,
=1(-v-R) -H4(c+1)[1-7(-x-R)]¢’, per-BE-h<z<-R,
=(c+1)p? per R+h<<|zx].

Dopo le considerazioni precedenti, & chiaro che questa fun-
zione P(x, y, 3, p, q), oltre ad avere le derivate parziali dei
primi tre ordini continue, verifica la condizione di LEeekNDRE.
- Di pin, essa si riduce a (¢ -+ 1) (p*+ ¢*), non appena risulti
|2|=R+h, oppure p*+ ¢*= (R + 2 h)’, onde & manifesta-
mente verificata la voluta limitazione delle derivate parziali.

5. Come abbiamo osservato nel n. precedente, la superficie
lipschitziana 2z =z,(x, ¥), annullando la variazione prima di
I, [x], annullera pure quella dell’ integrale J,[3], che si ot-

tiene da I, [x] mutandovi F in &.

Fissiamo ora il campo A ad arbitrio (possiamo prendere,
per esempio, un cerchio) in D, ma abbastanza piccolo perchs
siano applicabili le proposizioni del n. 2 e del n. 3.

I valori assunti sul contorno I' di A da 3, (x, y) sono lip-
schitziani rispetto all’arco; sicch®, per J, [z], esiste, in virta
del teorema del n. 3, una funzione verificante 1’ equazione di
LaaraNgE, relativo ai valori al contorno assunti da z, suI'.

Ove tale funzione sia lipschitziana in A, dal teorema di
unicitd del n. 2 si conclude senz’altro che z,(z, y) deve coin-
cidere con la soluzione 3, (z, y) del problema di DiricELET per
I’ equazione di LaerancE relativa a J, [x] assumente gli stessi valori

su I', ed ha quindi derivate seconde holderiane internamente a A.
Perd, in generale, non possiamo garantire che le derivate
prime della soluzione 3, (x, y) del problema di DiricELET si
mantengano limitate (e quindi che sia verificata la condizione di
LipscriTz per z,), quando ci si approssima alla frontiera di A.
Ragioneremo allora come segue.
Sia, se & possibile, 2, non coincidente con z,: vi sia, per
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esempio, un punto di A, in cui z,>>3,; detta ¢ una quantita
positiva abbastanza prossima a zero, consideriamo 1’ insieme aperto
A, dei punti di A per cui z,— 3,>>¢. Sulla frontiera di A, sara
2,=2,+¢, e tale frontiera sara contenuta nell’insieme aperto
A. Pertanto, in A,, la 3, & lipschitziana, e possiamo applicare

la proposizione del n. 2. Da quanto ivi si & detto risulta che le
differenze

a2 —e]—dJy (2], Jy (50 + €] —Jy [%1]

devono essere positive; anzi, esse si esprimono mediante un inte-.
grale esteso a A,, che supera il prodotto di una costante (indi-
pendente da &) per

f/[(pn—po)’+(qn—qo)]'dxdy-

A

Dunque, le differenze stesse, non coincidendo dappertutto z,
<on x,, rimangono superiori a una quantitd indipendente da ¢,
quando ¢ —0.

Ma cid & impossibile, giacchs, per e—0, &

Ja[r—el—Jy [81]—0, Ja[ro+el—Jy (3] —0.

Ne segue che, in ogni caso, 2z, deve coincidere con 2z, in
tatto A, e quindi, per I’arbitrarieta di A, resta provato il
teorema enunciato nel n. 1.



