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INTORNO ALLE SUPERFICIE ELLITTICHE CON UN

FASCIO DI CURVE DI GENERE DUE

di LUIGI CAMPEDELLI a Roma.

1. - lNTRODTJZIONE. t noto che sulle superficie (irregolari)1. - INTRODTJZIONE. E noto che sulle superficie (irregolari)
F di genere geometrico nullo (pg = 0) e di genere numerico

pa = 1, non riferibili a rigate, esiste un fascio ellittico (K)
di curve di genere n ~ 1, ed un fascio lineare 101 I di curve

ellitti.rhe (’). Le F posseggouo un gruppo ellittico semplicemente
r, di trasformazioni birazionali in sè (avente come

traiettorie le curve del fascio lineare C () 1’) ; pertanto le F

rientrano nella famiglia delle cosiddette superficie ellittiche, di

cui PAINLEVT (3) ha indicato una rappresentazione analitica carat-
teristica mediante funzioni ellittiche di un parametro ed alge-
briche di un altro : rappresentazione che per p, = 0 è stata

sviluppata dall’ENRIQUES (4).
Una curva C ed una K si segano in un gruppo Gn di un

certo numero n di punti, e i gruppi Gn formano sulla .F una

involuzione che è generata da un gruppo finito (ciclico
o abeliano a base due) di tras formaxioni della superficie in sè,

(1) Cfr. F. ENRIQUES, Sulle superficie algebriche di genere geometrico
xero [« Rend. Circolo Mat. di Palermo », tomo XX (1905), pp. 1-33].

(2) Per le proprietà delle superficie F, che qui ed in seguito si richia-
mano, e per le relative indicazioni bibliografiche, cfr. F. ENRIQUES, Sulla

classificazione delle superítcie algebriche partieolar’lnente di genere xero,
lezioni raccolte da L. CAMPEDELLI [Rend. del Seminario Matematico della R.
Università di Roma, serie III, vol. I, parte II (1934-XII), pp. 7-190].

(3) Cfr. P. PAINVELÉ, Legons sur la théorie analytique des équations
diférentielles [Paris, Hermann, 1897].

(4) Cfr. F. Erziaiquics, loco cit. (i).
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il quale è contenuto nel gruppo semplicemente infinito r (5). Il

numero ii dicesi determinante della superficie F.
La costruzione delle superficie F di determinante primo

(caso ciclico) è stata indicata da F. ENRTQUES, sia con metodo

algebrico, sia - come si è accennato - per mezzo delle funzioni

ellittiche (8). L’ effettiva esistenza di superficie ellittiche 
pa = 1), corrispondenti ad un gruppo rn abeliano non ciclico,
è stata messa in luce da alcuni esempi notevoli incontrati da

G. BAGNERÀ e M. DE FRANCHis nello studio delle superficie iper-
ellittiche Q. In seguito 0. CEISINI ha assegnato la costruzione
di tutte le superficie ellittiche con gruppo abeliano e).

Il BAGNERA e il DE FpANCHis (1) hanno dato per primi (me-
diante rappresentazioni parametriche iperellittiche) la classifica-
zione delle nostre superficie F nel caso in cui anche le curve

del fascio ellittico (K) siano di genere x = 1 (superficie F con
curva canonica virtuale d’ ordine zero). Allo stesso risultato, ma
in modo diverso e del tutto indipendente (sempre però partendo
dalla rappresentazione parametrica delle F’ come superficie ipe-
rellittiche), sono giunti poco più tardi anche F. ENRIQUES e F.
SEVERI (1°). Recentemente 1’ ENRIQUES ha ripreso la questione e
l’ha nuovamente trattata per via geometrica (11).

(5) Cfr. ENRIQUES, loco cit. (?), cap. III, § 14, n, 1.

(6) Cfr. F. ENRIQUFS, loco cit. (1).
(7) Cfr. G. BAGNERa e M. DE FRANCHis, le superficie algebriche

che hanno le coordinate del punto generico esprimibili con funxioni me-
ro forme quadruplamente periodiche di . due parametri [· Rend . R. Accad.

Lincei», serie V, vol. 16 ~’1.9071), pp. 492-498, 596-603].
(8) Cfr. 0. CHisiNi, Le super fccie ellittiche il cui determinante è un

numero composto [.c Rend. R. Accad. Lincei », serie V, vol. 30 (19122),
pp. 172-175, 251-255, 305-308].

(9) Cfr. G. BAGNERA e M. DE EpANCHis, loco Cit. (7).
(lo) Cfr. F. ENRiquEs e F. SEVERI, Intorno alle super ficie iperellittiche

irregolari [«Rend. R. Accad. Lincei ~ , serie V, vol. 17 (19081), pp. 4-9].
Vedi anche degli stessi AA., Intorno alle superficie iperellittiche [ibid.,
vol. 16 (19071), pp. 443-453], e Mémoire sur les surfaces hyperelliptiqu,es
[r gcta Math. », tomes 32 (1909), pp. 283-392, et 33 (1910), pp. 321-403].

(li) Cr. F. ENRiQUES, Sulle superficie ellittiche di genere [«Rend.
R. Accad. Lincei », serie VI, vol. 19 (19341), pp. 195-199]. Vedi anche

F. ENRIQUES, loco cit. (2), cap. III, § 14, n. 2 e seguenti. 
*
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Dal suggestivo studio di questo problema siamo stati portati
alla ricerca delle superficie F, con i generi

possedenti un lascio ellittico di cur1’e di genere d2ce, delle

quali si dà qui la completa classificazione, pervenendo a distri-

buirle in dieci famiglie rappresentabili con equazioni dei tipi
(A), (B), (C), (D), (E), (F~), (F~), (G), (I ) del § 5.

Per giungere a tali risultati si presentano diverse vie che

si completano e si controllano a vicenda. La prima di queste
(§ 2) è fondata sulla discussione di una facile equazione di

analisi indeterminata - la (1) del § 2 - che lega fra loro i ca-

ratteri numerici delle superficie F, e alla quale si perviene subito
considerando il gruppo jacobiano della serie lineare che il fascio

i i sega sopra una curva K. In tal modo si viene a determi-

nare un certo numero di famiglie aritmeticamente possibili per
le nostre superficie I’, ma non si può dire nulla circa la loro

esistenza: ed anzi nel seguito si proverà che degli undici casi
che s’incontrano, solo dieci conducono ad effettive superficie
del tipo richiesto.

Questa discriminazione è consentita da un altro metodo di

ricerca, che procede indipendentemente dal primo, e che porta
anzi a ritrovare anche i caratteri numerici forniti da quello. I

criteri che lo informano sono i seguenti.
Si consideri il gruppo r" delle trasformazioni di una curva

K in sè : esso lascia invariato il gruppo dei sei punti doppi
della g’ canonica di K. Pertanto quando la K si rappresenti
sopra una retta doppia mediante quella g~, i sei punti di dira-

mazione saranno trasformati in sè da un gruppo ciclico o abeliano

a base due di proiettività. I gruppi di sei punti sopra una retta
che soddisfano a questa condizione, sono ben noti (BOLZA), e
risultano in numero di otto (§ 3). Però, viceversa, non è detto
che ognuno di questi riporti ad una curva K sulla quale F.
sia ciclico o abeliano (a base due) : in effetto si verifica (§ 4)
che ciò accade solo per sette di quei gruppi, e precisamente per
quelli ciclici. Poichè, d’altra parte, tre di questi dànno luogo
a due distinte curve K, si perviene a costruire dieci diversi
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tipi di curve K del genere due, dalle quali si risale ad altret-
tante famiglie di superficie F, di cui si scriveranno le equazioni
ricorrendo alla loro rappresentazione - sopra un conveniente ci-
lindro ellittico multiplo (§ 5).

Nella seconda parte della nostra ricerca ci intratteremo

sopra una ricostruzione dei vari tipi di superficie F, che in

qualche modo appare più diretta, e che riesce assai suggestiva
ed interessante: essa si fonda sullo studio della rigata ellittica
doppia tP le cui generatrici sono immagini delle curve K di ge-
nere due. Sulla tP la curva di diramazione risulta ellittica, o?
se riducibile, composta di parti ellittiche (§ 6). Conviene assu-
mere per la cP un particolare modello proiettivo, costituito da

una certa rigata ellittica del quarto ordine, tP 4, nello spazio
ordinario, della quale indicheremo la costruzione (§ 7). Un’ ul-

teriore analisi di talune particolarità della rappresentazione della
F sulla tP 4 (§ 8), ci porterà al nostro scopo (§ 9).

~ 

~ 

PARTE PRIMA

- I TIPI ARITMETICAMENTE POSSIBILI DI SUPERFICIE ELLITTICHE

Di GENERE ZERO CON UN FASCIO DI CURVE DI GENERE DUE.

Ogni superficie ellittica F, con i caratteri _

che possegga un fascio ellittico (K) di curve ’ di 
ed un fascio lineare 101 I di curve ellittiche, n-secanti le K, si

può rappresentare sopra un cilindro ellittico n-plo , f , le cui ge-
neratrici k rispondono, con corrispondenza [ 1, n] , alle curve del

fascio ellittico (I~) ; e le C abbiano invece per omologhe le se-

zioni c segate sul cilindro f dal fascio dei piani normali alle

generatrici. Allora la curva di diramazione sul cilindro f risulta
costituita soltanto da (almeno tre) particolari sezioni e, ognuna
delle quali rappresenta una curva del fascio ridotta ad una

componente multipla. Se queste C sono in numero di ~(~3)~ e
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se risultano costituite ciascuna da una curva contata si volte

(i= 1, 2 , ... , t) , 1 si ha :

altrettanti essendo i punti doppi doppi della serie lineare g’ se-

gata dal fascio I O I sulla curva K di genere 1t.

Inoltre, poichè sulla generatrice multipla k non si hanno

diramazioni all’ iufinito, e il gruppo 1’~ delle sostituzioni relative
ai punti di diramazione, cioè il gruppo delle trasformazioni ge-
neratrici della gl suddetta, è un gruppo (ciclico o) abeliano, si

ha che ciascuno dei numeri s, (i = 1, 2 , ... , t) è un divisore
del minimo comune multiplo dei rimanenti e~).

Nel caso in cui le curve I~ siano di genere x = 2, la (1)
diviene :

Lo. BÌ

che è opportuno scrivere sotto la forma :

Ricerchiamo allora i sistemi di valori per n , t e per le s,
con i quali si può soddisfare alla (2) : ad essi corrisponderanno
altrettanti tipi aritmeticamente possibili di superficie ellittiche F
con pg = 0 , p. = - 1, possedenti un fascio ellittico di curve di

genere due. Per decidere circa 1’ effettiva esistenza di codesti tipi,
occorrerà rivolgersi ad altri criteri, il che faremo in un secondo

tempo : questa analisi preventiva servirà in ogni modo di utile

controllo alle conclusioni ulteriori.
Cominciamo con 1’Ssservare che dalla (2) segue :

(12) Cfr. F. ENMQUES loco cit. (2), § 14, n. 1.
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Infatti, essendo in ogni caso, s,,-.~t2 e n ~ Z , la (2) dà:

Prendendo in questa relazione i segni di uguaglianza, si ha

un primo sistema di valori che soddisfano alla (2) :

(I) determinante

Se nella (2) si pone 1 = 5, essa diviene :

Il primo membro di questa uguaglianza ha al massimo il

valore

che si ottiene quando tutte le s, sono uguali a due: invece il

secondo membro è

per n ¿ 4. Quindi la (3) potrà avere soluzioni solo per ~~4.
Per n = 4 si ha :

(II) determinante n = 4 ; t = 5 ; = s,~ = ss = 2 .

Per n = 3 o n = 2 si hanno soluzioni non accettabili perché
non soddisfano alla condizione che ciascuna delle s; divida il mi-
nimo comune multiplo delle rimanenti, oppure all’altra: 

Passiamo al caso t = 4. La (2) dà :
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e, per fissare le idee, si sapponga :

Non si può avere s~ = 2 per tutte le si, poichè il primo
membro della (4) risulterebbe uguale a due, mentre il secondo è

sempre più piccolo. E siccome, d’ altra parte, ogni s, deve divi-

dere il minimo comune multiplo delle rimanenti, avremo che due
almeno delle s, saranno maggiori di due unità. Pertanto il mas-

simo valore che potrà assamere il primo membro della (4) sarà :

e quindi

Per n = 6 si ha :

(III) determinante n = 6 ; t = 4 ; s, = S~ = 2 , Ss = s, = 3 .

Per n = 5 la (4) non è soddisfatta da nessun valore delle si .
Per n = 4 la sola soluzione accettabile è:

(IV) determinante n = 4 ; t = 4 ; si = Si = 2 , 83 = s4 = 4 .

Per n = 3 si ha :

(V) determinante n = 3 ; t = 4 ; S~ = 82 = Ss = s~ = 3 .

Infine si ponga t = 3 : la (2) diviene

e supporremo, al solito :

Dalla (5) , essendo segue intanto 1~ ¿5 .
Inoltre si avverta che può aversi solo si = ~ , essendo ne-

cessariamente sz &#x3E; 2 e s$ &#x3E; 2 . Si ponga allora si = 2 , s~ = h :
sarà s, = h o s, = 2 h secondo che h è un numero pari o dispari.
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Nel primo caso, da

segue h ~ 6 , nel secondo Quindi il massimo valore che

può assumere il primo membro della (5) risulta ~ t

da cui M ~12. Si trovano cos  facilmente le seguenti soluzioni
della (5) :

determinante

determinante

determinante s

determinante

determinante

determinante

Pertanto da questa analisi di carattere aritmetico, risultano

a priori possibili undici casi. Vedremo poi, passando alla loro

effettiva costruzione, che soltanto dieci di essi sono realizzabili,
il tipo dovendo essere escluso. -

3. - LE SESTICHE BINARIE CON UN (IRÚPPO CICLICO 0 ABELIANO

Dl TRASFORMAZIONI PROIETTIVE. ,

Per giungere a costruire i vari tipi di superficie I’ con

pg = 0 , pa = -1, dotate di un fascio ellittico (.K) di curve di

genere due, e di un fascio lineare 1 di curve ellittiche, occorre
premettere alcune considerazioni relative alle curve del fascio (.K) .

Abbiamo già ricordato che il fascio 101 sega sopra una K
una serie lineare gl, che è generata da un gruppo finito F, di

trasformazioni della K in sè, essendo IB subordinato al gruppo
001 

1 di trasformazioni della T in sè. Ora il gruppo abeliano,
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e - come ha osservato O. Cmsim (13) - è, tutt’ al più, a base due :
pertanto le K posseggono un gruppo finito, ciclico o abeliano
a base due, di trasformazioni in sé. Converrà allora cominciare

«coi determinare i vari tipi di curve K di genere due, che godono
-di siffatta proprietà.

Per questo consideriamo sopra la g~ ca,nouica : essa
~è trasformata in sè dal gruppo ]P., il quale, in particolare, lascia
invariato il gruppo dei sei punti doppi della Quindi se me-

diante la g~ , si rappresenta la I~ sopra una retta doppia con i

sei punti di diramazione A~, A~, A,~ , A~, A‘, questi saranno
trasformati in sé da un gruppo finito di proiettività, il quale sarà
in isomorfismo (oloedrico o diedrico) con r" , e quindi sarà an-
ch’ esso un gruppo ciclico o abeliano a base due. Ne segue che

per giungere alla determinazione delle nostre I~, dovremo passare
attraverso ~ analisi dei gruppi di sei punti A~, A4, Af) , A~,
sopra una retta, che posseggono un gruppo di trasformazioni pro-
iettive i n se stessi.

Tale studio è stato fatto in modo completo dal BoLzà C4),
.~e consiste nel ricercare i gruppi di sei punti mutati in sè dai

ben noti gruppi finiti di trasformazioni proiettive sulla retta

(gruppi dei poliedri regolari). La cosa è per noi facile in quanto
possiamo limitarci ad elencare i casi in cui il gruppo è ciclico
oo abeliano (a base due), che sono i soli che interessano al nostro

scopo.
Tenendo presente la costituzione dei gruppi dei poliedri re-

golari (15), si avverta subito che non esiste alcuna sestina di punti
invariante rispetto al gruppo dell’ icosaedro ; invece per i gruppi

ottaedro e del tetraedo esiste una siffatta sestina, ma si tratta
in ambedue i casi di gruppi non abeliani. Rimangono quindi

(1$) Cfr. O. CHISINI, loco cit. (8) oppure F. ENRIQUES, loco cit. (2), § 14,
. 1.

() Cfr. O. BoLZA, 0 .SM M 
o 

(14) Cfr. 0. BOLZA, On Binary Sextics with Linear Transformations
into lhemselves. [«American Journal of Mathematic:s», vol. X (1888),
pp. 47-70].

(15) Cfr., p. es., L. BIANCRI, Lexioni sulla teoria dei gruppi di sosti-
.iuxioni e fÙll!3 equazioni algebriche secondo Galois (Pisa 1899), cap. v,
.oppure F. ENRIQUES e 0. CHISINI, Lexioni sulla teoria geometrica delle equa-
.2ioni e delle funzioni algebriche, vol. I, libro II, cap. I, § 10 (Bologna, 1915).
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soltanto i gruppi della piramide (gruppi ciclici) e quelli diedrali :
ed anzi, per questi ultimi, il solo caso abeliano (a base due) che
è quello del quarto ordine (gruppo trirettangolo).

Per comodità di esposizione è opportuno elencare per primo
il caso della

1) identità: i sei punti A1, A~, A3 , A4 , AI), A6, sono af-

fatto generici, e quindi il gruppo che li trasforma in sè è costi-

tuito soltanto dall’ identità.
Dal tipo ciclico si ded~acono per il nostro gruppo dei sei

punti Ai (i --- 1, 2 , 3 , 4 , 5 , 6) , i casi seguenti :

2) gruppo ciclico del secondo ordine : le tre coppie (A, , A~) ,.
(A8, A4) e sono costituite da punti coniugati in una

stessa involuzione ;
oppure :

3) le coppie (As, A4) e (As, Ae) sono coniugate nell’ involu-

zione che ha come punti doppi A~ e .A2;

4) g1.UppO ciclico del terxo ordine le terne (A1, A2, e-

(A4, As, Ae) sono due cicli di una stessa proiettività ciclica del
terzo ordine ;

5) gruppo ciclico del quarto i punti A~, A4 , A~ , Ag ,.
costituiscono un ciclo della proiettività ciclica del quarto ordine.

che ha come puuti uniti A, e A;

6) gruppo ciclico del quinto ordine : i cinque punti A2, As t
A6, formano un ciclo di una proiettività ciclica del quinto

ordine, che ha un punto unito in A1;

7) gruppo ciclico del sesto ordine : i sei punti A1, A2, A3 r
A4 , costituiscono un ciclo di una proiettività ciclica del

sesto ordine.

Infine, come si ò detto si ha il

8) gruppo trirettangolo, che comprende come sottogruppo il‘ 
.

caso 2) . Invero se (As, A4) e (As, Ae) sono due coppie dell’ invo-
luzione 7c che ha A 1 e A~ come punti doppi, esistono altre due

involuzioni, 1t1 e 1t2, permutabili fra loro e con la x, le quali
cambiano in sè il gruppo delle A,. Si tratta dell’ involuzione in-

dividuata dalle coppie (A, , A~), e di quella cui appar-
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tengono le coppie (.A~, .Ai), (A8, A,&#x26;) . La 7c, la ?t~ e la ?t~, in-

sieme all’,identità, costituiscono appunto un gruppo trirettangolo.

4. - LE CURVE DI CENERE DUE CON UN GRUPPO CICLICO 0 ABE-

LIAMO A BASE DUE DI TRASFORMAZIONI IN SE STESSE.

Dai gruppi dei punti A~ (i = t , 2, 3 , 4 , 5 , 6) dianzi determi-

nati, si risale subito alle curve K, di genere due, rappresentate
doppiamente sopra una retta con i sei punti di diramazione Ai,
e che quindi hanno l’eqnazione :

designando con a, 1’ ascissa di Ai (i = 1, 2 , , 4 , 5 , 6) . Però tro-
veremo delle curve K possidenti un gruppo ciclico o abeliano a

base due di trasformazioni, soltanto quando il gruppo dei punti A,
è trasformato in se stesso da un gruppo ciclico di proiettività. Il

caso 8), del gruppo trirettangolo, per il nostro scopo dovrà essere

scartato.

Passiamo ad analizzare i singoli casi.

1) Se i sei punti sono generici, di

guisa che non ammettano alcuna trasformazione proiettiva in sè ;
sulla curva K, che ad essi risponde, il gruppo rn è costituito

solo dall’identità e dalla trasformazione involutoria che associa

i punti coniugati nella gl canonica: siamo quindi nel caso (1) ,
in cui n =2, t= 6, 

2) Se le tre coppie (A~, A~), (A3, A4) , (A5 , Ag) , sono costi-

tuite da punti coniugati in una stessa involuzione sulla K
nasce un gruppo del quarto ordine, ~., abeliano a base due, di

trasformazioni involutorie della curva in sè, il quale è in isomor-
fiamo diedrico con il gruppo costituito dalla Tc e dal suo qua-
drato. Il gruppo ~. genera una serie lineare g~ composta con la

92 i che ha cinque gruppi costituiti ciascuno da due punti doppi, in
corrispondenza ai due punti uniti dell’ involuzione ?c, e alle tre

coppie (A1, A~) , (A~, A,), (A5 , A6). Si ritrova cos  il caso (II) :
n=4, t= 5, s, = S~ = Ss = 84 = Ss = 2 .
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3) Se invece ~ involuzione 1t ha i punti come doppi
mente in essa si corrispondono Aa , A, e A5 , Ad sulla K nasce
un gruppo ciclico del quarto ordine Se diamo all’ equazione
di ir la forma :

e designamo con +1, -1, k, -k , le ascisse dei punti A~,
A,, 1’ equazione di K si scrive:

e le trasformazioni che costituiscono il gruppo r, sono rappresen-
tate da :

Il gruppo ~. genera una serie lineare g~ (composta con la g~)
che possiede due punti quadrupli che rispondono ai due punti
A1, A~, e due gruppi costituiti ciascuno da due punti doppi in

relazione alle coppie (A~, A.) e (A~, Aa) . Si ha dunque il caso

(IV): n=4, t=4, s3=s,~=4.

4) Supponiamo che le terne (Ai , A, , e (A,, , Ae) siano
due cicli di una stessa proiettività ciclica del terzo ordine x.

Allora sulla K si ha un gruppo ciclico del sesto ordine, ]P,,, di

trasformazioni della curva in sè, il quale è in isomorfismo die-

drico col gruppo costituito da x e dalle sue potenze. Il gruppo
r~ genera (composta con la dotata di due gruppi co-

stituiti da tre punti doppio che rispondono alle due terne A~, A3),
(A,, A~, Aa), e di due gruppi formati ciascuno da due punti tripli
relativi ai due punti uniti della x. Si ha cos  il caso (III) :
n=6, t=4, si=s==2, 

Il gruppo rg possiede un sottogruppo rs, ciclico del terzo

ordine in isomorfismo oloedrico con (1t, 2t1, r = l), il quale ge-
nera sulla k’ una g3 , con quattro punti tri pli, che nascono dai
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due punti doppi della ~. Ciò porta al caso (v) : n = ~, t = 4, ~
s = s~ = 83 = s~ = 3 . 

’

5) I punti A, e A, siano uniti in una proiettività ciclica
del quarto ordine, 7c, della quale A4, e A6 costituiscano un
ciclo. Sulla ~ esiste allora un gruppo ciclico dell’ ottavo ordine

~ s, in isomorfismo diedrico col gruppo costituito dalla ir e dalle
sue potenze. I cicli di s costituiscono una serie lineare g’ (com-
posta con la gl), dotata di due pnnti di molteplicità otto (che
rispondono ad A1 e A~), e di un gruppo costituito da quattro
punti doppi (che proviene dal ciclo Aa, A,, A5, A6, di 7t). Si ha
pertanto il caso (vIII) : n = 8 , t = 3 , si = 2 , s, = s, = 8 .

.I1 gruppo ~ s possiede un sottogruppo ciclico del quarto or-

dine, che riporta al caso (IV) già incontrato in 3).
6) Sia 1t una proiettività ciclica del quinto ordine, che abbia

in ,~1 un punto unito, e della quale i punti e Ag
costituiscano un ciclo. Ad essa corrisponde una curva I~ che

ammette un gruppo ciclico del decimo ordine, r,o, di trasforma-

zioni in sè, che è in isomorfismo diedrico col gruppo delle po-
tenze di x. Il gruppo IBo genera sulla .I una serie lineare gio
(composta con la gi), dotata di un punto di molteplicità dieci

(rispondente ad Ai ), di un gruppo costituito da due punti quin-
tupli (che nasce in corrispondenza al secondo punto unito della

e di un gruppo formato di cinque punti doppi (proveniente
dal ciclo A~, A~, A4, A,, A6). Si realizza in tal modo il caso (IX) :
n= 10, t =3, s~=2, s~= 5, 10.

Il gruppo ~lO ammette un sottogruppo ciclico del quinto
ordine, che è in isomorfismo oloedrico col gruppo delle potenze
della x , 1 e che genera una la quale possiede tre punti quin-
tupli (uno in corrispondenza al punto e gli altri due in cor-

rispondenza al rimanente punto unito della proiettività ~t). Si ha

cioè il caso = 5 , t = 3 , sl = ss = 5 .

Queste conclusioni si verificano subito per via analitica. Se

1’ squazione della proiettività x si scrive : .

e si prendono A.1, A~ , A$ , A~, A5, Aa , rispettivamente, nei punti
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di ascissa oo , 1, e , e~, S8, ;4, la curva K è data da :

e il gruppo r 10 è costituito dalla trasformazione ciclica del decimo
ordine :

e dalle sue potenze ; mentre r5 è formato da :

7) I sei punti A~ (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6) costituiscano un

ciclo di una proiettività ciclica del sesto ordine, n :

L’ equazione della curva K si può allora scrivere :

e sopra la K si ha un gruppo di trasformazioni r 11, del dodi-

. 
cesimo ordine, che è in isomorfismo diedrico col gruppo delle

potenze di x. Precisamente è rappresentato da :

. 

Si tratta dunque di un gruppo abeliano a base due ; siamo
cioè ancora nelle condizioni richieste dal nostro problema. Il

gruppo r 11 genera una serie lineare g, del dodicesimo ordine

(composta con la g~), che possiede due gruppi costituiti ciascuno

da due punti sestupli (rispondenti ai punti doppi della 1t), e un
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gruppo costituito da sei punti doppi (in relazione al ciclo

Al, A~, A~ , A,,, Ag della 1t). Si perviene cos  al caso

~g) : ~a = 12, t = 3, sl -= 2, 81 = s, = 6 .
Il gruppo contiene un sottogruppo ciclico del sesto ordine

(costituito dalle potenze di 001 in isomorfismo diedrico col

gruppo

per il quale si~ ripetono le circostanze incontrate in 4). 
°

A un caso nuovo portano invece i sottogruppi di ciclici

del sesto ordine, in isomorfismo oloedrico col gruppo delle po-
tenze di x. Essi sono due : l’ uno costituito dalla potenze di w,
e l’ altro dalle potenze di w wo . Poichè, per il nostro scopo, essi

presentano le stesse circostanze, limitiamoci ad analizzarne uno:
per esempio, il primo. Esso genera una serie lineare gg, che
possiede due punti sestupli in corrispondenza al punto unito

x = 0 della x, mentre il punto unito x = oo dà luogo ad un
gruppo della gg costituito da due punti tripli. Per rendersi conto
di quest’ ultimo fatto, conviene a.ssoggettare la K alla trasfor-

mazione birazionale :

che cambia la K nella curva k’ * di equazione:

mentre la trasformazione w della K in sè, si muta sulla K ~‘

uella trasformazione

ta quale, con le sue potenze, genera sulla K* una serie lineare
del sesto ordine che in corrispondenza al punto X = 0 (trasfor-
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mato di x = oo) possiede effettivamente un gruppo dotato di due
punti tripli.

Si conclude che il gruppo delle potenze di W, porta al caso

(VII): n = 6, t - 3, s~-3, ~==~=6.

8) Consideriamo infine il caso in cui il gruppo dei sei

punti Ai (i - 1, 2, 3, 4, 5, 6) sia trasformato in sè da un

gruppo trirettangolo di proiettività involutorie : verificheremo che,.
come si è accennato, ad esso non corrisponde un gruppo abe-

liano di trasformazioni sulla curva K, e quindi non interessa

per la nostra ricerca.

Il gruppo trirettangolo suddetto, è costituito dall’ identità e

dalle tre involuzioni :

le quali si rappresentano, rispettivamente, con le equazioni :

prendendo i punti A1, A~, A~, A5 , .9 g , ordinatamente nei

punti di ascissa 0 ,’ coi, 1, 1 , h , -h.
In tal modo 1’ equazione della curva rapp  esentata dop-

piamente sall’asse delle ascisse con i sei punti di diramazioile
A, (i =1, 2, 3, 4, 5, 6), si può scrivere:

Sulla K si ha un gruppo F, dell’ ottavo ordine, di tra-

sformazioni birazionali della curva in sè, il quale è in isomor-
fismo diedrico col gruppo (x, 1 2r1, 1), ed è costituito dalle

trasformazioni :
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Si tratta quindi di un gruppo non abeliano e6).
Il sottogruppo di r8:

riporta alle circostanze già studiate in 2).

Riepiloghiamo i risultati a cui siamo pervenuti. Sia data

una curva K, di genere due, che possegga un gruppo finito,
ciclico o abeliano a base due, di trasformazioni in sè; se si rap-

presenta la K sopra una retta doppia, si ha un gruppo di sei

punti di diramazione, che è trasformato in sè da un gruppo

finito, ciclico o abeliano (a base due), di proiettività. Ma se,

viceversa, si parte da un gruppo di sei punti A2, A:B, A4 ,
A5, A8, sopra una retta, il quale sia trasformato in sè da un

gruppo finito di proiettività, ciclico o abeliano (a base due),
non sempre si giunge ad una k’ sulla quale esista un gruppo
di trasformazioni ciclico o abeliano a base due. Precisamente

degli otto casi che posgono presentarsi per i punti Aj, e che

(l8) Anche codesto r8 genera sulla K relati va una serie lineare, g8 ,
chè però possiede un gruppo costituito da due punti quadrupli e tre gruppi
formati ciascuno da quattro punti doppi.
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abbiano elencato nel § 3, solo quelli che rispondono a gruppi
ciclici portano a curve K soddisfacenti ai requisiti suddetti : il

caso 8) del gruppo trirettangolo si deve escludere.
Se poi confrontiamo queste conclusioni con quelle a cui

siamo giunti nel § 2, si ha che degli undici casi che allora

apparivano come aritmeticamente possibili per le superficie F,
soltanto dieci si ritrovano dal nuovo punto di vista in cui ora

ci siamo posti, e quindi solo questi corrispondono a superficie F
che hanno una effettiva esistenza. Il caso (VlIIbis), nel quale è
n = 8, t = 3, si = s, = s, = 4, non trova rispondenza in una

superficie I~’ realmente esistente. Invero una curva K di una

tale h, dovrebbe possedere un grnppo dell’ ottavo ordine di

trasformazioni in sè, e quindi, rappreseiitata sulla retta doppia,
darebbe luogo ad un gruppo di sei punti di diramazione, tra-

sformato in sé da un gruppo del quarto ordine di proiettività
(in isomorfismo diedrico con rg) : cioè si dovrebbe cadere in 5)
o in 8), mentre dall’ analisi diretta di questi casi si è visto che

nessuno dei due porta al tipo (YIIIbi’).

5. - I DIECI TIPI DI SUPERFICIE ELLITTICHE (Pa = - I , P, = 0)
CON UN FASCIO DI CURVE DI GENERE DUE, E UN FASCIO LINEARE DI

CURVE ELLITTICHE.

Abbiamo ormai gli elementi necessari per giungere alla ef-

fettiva determinazione dei dieci tipi - di cui si è provata 1’ esi-

stenza - di superficie ellittiche, .~, con i caratteri

dotate di un fascio ellittico di curve di genere due. Già si è

ricordato come una siffatta superficie F si possa rappresentare
sopra un cilindro ellittico multiplo : sarà ricorrendo a tale rap-

presentazione che perverremo a scrivere le equazioni dei diversi
tipi di superficie F.

a) La snperficie F’’ [che presenta i

caratteri aritmetici (1)] si rappresenta doppiamente sopra il ci-

lindro cubico ellittico
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con curva di diramazione costituita da sei sezioni :

che rispondono ai punti doppi delle g~ segate dal fascio lineare

delle C - omologhe delle x = cost. - sopra le curve K, di genere

due, corrispondenti alle generatrici k del cilindro doppio.
Se prendiamo per la I’ un modello appartenente ad uno

spazio a quattro dimensioni, e designamo con (x, y, li zc) le

coordinate di un suo punto, si può riguardare il cilindro doppio
f (x, s 0 come proiezione della F dal punto improprio del-

l’asse delle u, nello spazio ordinario. Allora, poichè i due

punti di 1~ che rispondono ad uno stesso punto (x, y, x) del

cilindro f costituiscono una coppia coniugata in una trasforma-

zione ciclica del secondo ordine, le loro coordinate u si potranno
assumere eguali a: ,

essendo

un cilindro, per esempio del secondo ordine (non degenere in
un piano contato due volte), tangente lungo tre generatrici al
cilindro cubico f (x, y) =0 (I).

Viceversa è chiaro che la (A) rappresenta effettivamente
una superficie ellittica F, con un fascio ellittico ( I~) di curve

di genere due. lnvero per ogni coppia di valori di x, J la (A)
dà una curva K, omologa di una generatrice k del cilindro f,
tale che ai punti di k corrispondono sulla K le coppie di una

g2 , dotata di sei punti doppi, corrispondenti a

(17) Cfr. F. EsRiouss, loco cit. (2), n. 1.
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Cos  si ha intanto sulla F un fascio ellittico di curve K
di genere due. Invece se nella (A) riguardiamo la z come co-

stante, si ottiene una curva ellittica C, rappresentata doppia-
mente senza punti di diramazione sulla sezione = cost. del
cilindro f (11). Al variare di x la C descrive un fascio lineare

di curve bisecanti le K e che risultano irriducibili per la sup-

posta irriducibilità del y) = 0.

b) Determinante n = 3 (caso ciclico). Questo caso [che
risponde ai caratteri aritmetici (V)] è del tutto analogo al pre-
cedente : la. F si rappresenta ciclicamente sopra un cilindro

triplo cubico ellittico

con curva di diramazione costituita da quattro sezioni

alle quali corrispondono sulla F le quattro curve 0 (ridotte
ciascuna ad una sola componente tripla unisecante le I~) che
determinano sulla I~ i punti tripli della g’ ciclica segata dal

fascio 101 I .
. Pertanto la F si potrà rappresentare con le equazioni :

Q

designando

un cilindro, per esempio cubico, che tocchi - con contatto tri=

punto - il cilindro f lungo tre generatrici non complanari.

(;81 Cfr. p. es. F. ENRIÇUES e 0. CnisiNi, Lezioni sulla teoria geome-
trica delle equazioni e delle funxioni algebriche, Vol. ~n, libro V, cap. ~v,
§ 38 (Bologna, 1924), e per la bibliografia la ec Notixiac x al termine del

§ 38 stesso. 
(18) Cfr. § 4, 4).
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A posteriori si verifica subito che la (B) porta effettivamente
ad una súperfic e ellittica dotata di un fascio ellittico di curve

di genere due, e di un fascio lineare di curve ellittiche (irridu-
cibili), che segano sopra le prime una gl, ciclica.

c) Determinante n = 4 : caso ciclico (IO). Si perviene ad
un cilindro cubico ellittico

. quadruplo, ciclico, con curva di diramazione costituita ancora

da quattro sezioni perpendicolari alle generatrici :

delle quali le prime due si debbono riguardare come curve di

diramazione di ordine due (si = s~ = 2), e le seconde come curve
di diramazione del quarto ordine (sa = s,~ = 4). Alle prime ri-

spondono sulla F due curve C formate ciascuna da una com-

ponente doppia bisecante le I~ in punti doppi per la gi segnata
sulle I~ dal fascio ; mentre le altre due dànno curve C co-

stituite da una componente quadrupla che incontra le K in un

punto quadruplo per la 
Allora la F si lascia rappresentare con : 

’

deve il polinomio ep (x, y) eguagliato a zero rappresenta un ci-

lindro del quarto oxdine che tocca il cilindro f, con contatto

quadripunto, lungo tre generatrici non complanari nè appar-
tenenti ad un cilindro conico tangente lungo di esse al cilindro

f. La, quale condizione si richiede aff nehò le sezioni z = cost.

del cilindro f non siano immagini di curve spezzate.

d) Determinante n = 4 : Caso abeliano . Come si è

(~~) Cfr. § 4, 3).
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visto (11), sopra la superficie F, il fascio lineare i C i sega sulle
curve una serie lineare g4, generata da un gruppo del quarto
ordine, ]P4, di trasformazioni della F in sè, il quale è abeliano
a base due. La g’ 4 possiede cinque gruppi costituiti ciascuno da
due punti doppi, cosicchè la F si può rappresentare, con mol-

teplicità quattro, sopra un cilindro cubico ellittico

la cui curva di diramazione è costituita da cinque sezioni piane
normali alle generatrici. Poichè queste, come vedremo, non en-
trano simmetricamente nelle equazioni della F, converrà indicarle
in modo opportuno. Nelle ipotesi del caso che stiamo trattando,
sopra una K la g~ possiede sei punti doppi che si distribuiscono
in tre coppie di punti coniugati

in una involuzione 1t che trasforma in sè la totalità delle coppie
della gl stessa; allora i punti doppi della generata da r4 ,
nascono come segue :

1) In corrispondenza ai due punti doppi della 1t, il gruppo
r 4 dà luogo a due gruppi della ’ costituiti da due punti doppi,
e quindi segati sulla I~ da due certe curve C spezzate in una

componente doppia bisecante le I~. A codeste curve C corri-

spondono, sul cilindro quadruplo, due componenti

della curva di diramazione.

2) Le tre coppie (A, , A~) , ~4), Aa) , portano
ciascuna ad un gruppo della g4 pure costituito da due punti
doppi. Si hanno cos  le altre tre componenti

della curva di diramazione del cilindro quadruplo.

(21) Cfr. 9 4, 2).
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Precisati questi elementi, per giungere a scrivere le equa-
zioni della F, conviene cominciare col determinare quella della
curva K rappresentata quadraplamente sopra una generatrice k
del cilindro. Sopra una .K il gruppo r4 (in isomorfismo diedrico
con 1t e 1t2 = 1) è formato dall’ identità e da :

1) la trasformazione involutoria w, costituita dalla g,1 , dotata

dei sei punti doppi A, , Ao, A4, A5, A6 , e che nell’ iso-

morfismo diedrico fra r4 e il gruppo (1t, 1t2 = 1), proviene dalla
7c. Le coppie di punti coniugati nella w’ costituiscono sulla K

una involuzione ellittica dotata di due punti doppi P, P’, coniu-

gati nella g~ e che rispondono ad un punto doppio della n ,
mentre 1’ altro punto doppio di questa dà una coppia (Q, Q’)
coniugata nella w’ (e nella Inoltre nella w’ si corri-

spondono i punti A1 e Az, A, e A4, A5 e Aò.

3) la trasformazione involutoria prodotto delle due precedenti
(fra loro permutabili), la quale genera pure un’ involuzione el-

littica che ha due punti doppi in Q e Q’, e in cui sono coniu-

gati i punti delle coppie ( P, P’) , ( A1, A2), (As , A4) , A5 , A,) .
Allora la nostra curva K - definita a meno di trasforma-

zioni birazionali - si costruisce prendendo :

dove 9 e ~ designano delle costanti.
Ciò è d’ accordo con la teoria generale delle equazioni abe-

liane che insegna appunto a risolvere mediante radicali non so-

vrapposti le equazioni con abeliano non ciclico (22) : ma
si giustifica a posteriori direttamente, osservando che la .K cos

costruita è in effetto una curva di genere due, sulla quale si ha

un gruppo abeliano r4 generato da due trasformazioni involutorie
permutabili. Indicando con Zci una delle determinazioni del primo.
radicale che comparisce nella espressione di 2c, e con 112 una

determinazione del secondo, numeriamo i quattro rami della

funzione u come segue :

(22) Cfr., p. es., L. BIANCHI, op. cit. (15), cap. IV, § 76.
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Cos  in corrispondenza alla diramazione z = p nasce la
sostituzione involntoria :

invece la diramazione x - q dà :

e la x (o z = m~, y o % = m.) porta alla sostituzione :

’ 

Si aggiunga che le sostituzioni ora definite sopra i rami di
~c nell’ intorno di un punto di diramazione, si estendono in

trasformazioni birazionali, pure cicliche del secondo ordine, fra
i punti della curva .K : infatti si ha :

’ Si aggiunga che la nostra curva .K ha il genere due, poiché
sopra di essa ai punti della retta quadrupla k corrispondono i

gruppi di una serie lineare g4 dotata di dieci punti doppi : e ciò
è d’accordo col fatto che l’equazione in u e z , dianzi scritta,
rappresenta una quartica piana con un punto doppio in (p, 0) .

Dall’ equazione della curva- rappresentata quadruplamente
sulla generatrice del cilindro f , si passa a quella della superficie
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~’ ponendo (~a):

dove

:sono le equazioni di due cilindri, per esempio, quadrici, toccanti
ciascuno secondo tre generatrici, non complanari (che costitui-

:scano gruppi disequivalenti).

e) Determinante n = 5 (caso ciclico) (14). La F - definita
a meno di una trasformazione birazionale - è rappresentata dal-
r equazione :

dove

é l’ equazione di un cilindro, per esempio del quinto ordine, che
tocca il cilindro f luogo tre generatrici (non complanari), con con-
tatto pentapunto.

Insieme a questa avremo poi la superficie analoga :

relativa alle sostituzioni inverse, rispetto alle componenti la curva
di diramazione del cilindro quintuplo. -

(13) Cfr. F. ENBIQUES, memoria cit. (1), § 6 ; ed anche 0. CHISINI, loc.

cit. (8). Si veda pure ENBIQUES-CHISINI, op. cit. (18), vol. III, libro V, cap. IV,
§ 29.

(u) Cfr. § 4, 6.
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Si avranno inoltre le superficie :

che corrispondono, rispettivamente, al quadrato e al cubo di quelle
sostituzioni. 

’

f ) = 6 (tipo ciclico). Si sono incontrate,
due diverse famiglie di superficie F con determinante uguale a
sei, ambedue di tipo ciclico. Quelle della prima famiglia (15) si

rappresentano con molteplicità sei, sopra un cilindro cubico el-

littico ,

la cui curva di diramazione è composta da quattro sezioni piane
perpendicolari alle generatrici, :

due delle quali hanno la molteplicità di diramazione uguale a

due (s, = S~ = 2), e le due rimanenti uguale a tre (83 --- 84 = 3) .
Allora la F - definita a meno di trasformazioni birazionali -

ha un’ equazione della forma :

designando, al solito con

un cilindro del sestò ordine che tocca il cilindro f, con contatto

(15) Cfr. § 4, 4).
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sestuplo, lungo tre generatrici, non complanari e non appartenenti
ad un cilindro quadrico o cubico tangente lungo di esse a f,
rispettivamente con contatto del primo o del secondo ordine.

Supponiamo invece (16) che la F sia rappresentabile sopra
il cilindro sestuplo f , con curva di diramazione composta da tre
sezioni

la prima delle quali risponda ad una curva C costituita da una
componente tripla bisecante le ~ (sl = 3), e le altre abbiano per

omologhe delle curve C spezzate ciascuna in un’ unica componente
sestupla che incontri le .K in un sol puuto (s, = s, = 6) .

In tal caso la F ha un’ equazione della torma:

oppure :

dove

ha lo stesso significato che in (F~).

g) Determinante n =’ 8 (caso Sul cilindro cubico

ellittico

multiplo secondo il numero otto, si hanno tre sezioni di dira-

mazione :

una delle quali corrisponderà alla quaterna di punti doppi (81 = 2)

(H) Cfr. § 4, 7) . 

’
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della g,,’ segata dal fascio delle ~ sopra una I~; e le altre ai
due punti ottupli della 91 stessa (s~ = S6 = 7) (~’).

Si ha cos  la superficie del tipo richiesto ponendo :

oppure :

essendo

l’ equazioné di un cilindro dell’ ottavo ordine, che tocca il cilin-

dro cubico ellittico f lungo tre generatrici con contatto di molti-
plicità otto, e con la solita condizione che codeste tre generatrici
non appartengano ad un piano nè ad un cilindro d’ordine due

o quattro che incontri f solo lungo di esse, con conveniente

contatto.

h) Determinante n =10 (caso ciclico). Sul cilindro f si
hanno ancora tre sezioni rette di diramazione, una delle quali,

corrisponderà ai cinque punti doppi della serie lineare

segata dal fascio ~ I °1 I sopra una K (si = 2) ; la seconda, x =a~ ,
alla coppia dei punti quintupli i della g,o stessa (s, =10) ~-).

La .~’ avrà allora un’ equazione del tipo : ,

oppure:
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Od anche:

ovvero :

rappresenterà, al solito, un cilindro del decimo ordine che tocchi,
con contatto 10-plo, il cilindro f lungo tre generatrici, non com-
planari nè appartenenti ad un cilindro del quinto ordine tangente
lungo di esse a f , con contatto 5-plo.

i) Determinante n = 12 (caso abeliano). Sulla superficie F
il fascio C ~ I sega sopra ogni .K una serie lineare g;~ - . generata
da un gruppo abeliano a bàse due, ~~~ -- la quale possiede un
gruppo costituito da sei punti doppi, e due gruppi formati cia-

scuno da due punti sestupli (") : pertanto nel fascio ~ C j 1 si avrà

una curva spezzata in una componente doppia che incontra le

K in sei punti, e due curve costituite ciascuna da una compo-
nenté sestupla bisecante le I~ stesse. Siano

le tre sezioni del cilindro f che corrispondono a codeste C spez-
zate.

Allora la nostra superficie ellittica .F’ sr ’può avere ponendo,
per esempio :
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dove

rappresentano due cilindri, rispettivamente del sécondo e del se-

sto ordine, il primo dei quali è tangente al cilindro f lungo tre
generatrici, e il secondo tocca invece f ancora secondo tre gene-
ratrici, ma con contatto sei-punto (le tre generatrici di contatto

non appartenendo ad un cilindro d’ordine divisore di sei, che

incontri f soltanto lungo di esse con contatto multiplo).
Come verifica si osservi che la funzione sopra scritta, in

corrispondenza alle diramazioni

presenta le sostituzioni :

avendo distinti i vari rami della ii , con la numerazione seguente:

dove si è posto :
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~e si è designata con ea, una determinazione del radicale del se-

condo ordine che appare nella espressione di ic, con U6 una

determinazione di quello del sesto.

La wo e la w generano fra i rami della 2c un gruppo di so-

stituzioni, del dodicesimo ordine, abeliano a base due, il quale
si estende in un gruppo di trasformazioni birazionali, riz , pure
del dodicesimo ordine e abeliano a base due, tra i punti della

-curva K rappresentata dalla prima delle equazioni (1), quando
la x e la y si riguardino come costanti. Per questo basta osser-

vare che se in tale equazione si considera la h come un para-
metro variabile, 1’ equazione stessa risolta rispetto alla ei ha do-

dici radici che sono funzioni razionali di una sola tra esse.

Infatti per codesta equazione il gruppo algebrico di GALOIS coin-
cide con il gruppo di monodromia della funzione u (x) da essa

definita (1), cioè col gruppo abeliano del dodicesimo ordine costi-

tuito dalle sostituzioni che già abbiamo visto prodursi intorno ai
dodici rami della zc . Ma è noto (31) che la condizione necessaria

e sufficiente affinchè le radici di una equazione si possano espri-
mere razionalmente per una sola fra esse, è che il gruppo del-

dell’ equazione sia transitivo ed abbia l’ ordine e il grado eguali
fra loro : condizioni che nel nostro caso sono soddisfatte.

Si aggiunga che la curva .K risulta di genere due, come si

può vedere direttamente, oppure dal computo dei punti multipli
della gl~ i cui gruppi rispondono ai punti della generatrice del

cilindro f , sulla quale la K è rappresentata con la molteplicità
dodici.

Al solito si può notare che la (I) che abbiamo scritto per

rappresentare la superficie F nel nostro caso, corrisponde ad una
scelta particolare delle sostituzioni sui rami della u in rapporto
alle curve di diramazione del cilindro multiplo. Cambiando que-

(30) Cfr., p. es., BIANCIII, op. cit. (15), cap. VIII, § 107.

(81) Cfr., p. es., E. NETTO, Teoria delle sostituxioni e sua applica-
xione all’ algebra (trad. G. BATTAGLINI, Torino, 1885), cap. IX, § 153.
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ste sostituzioni si ottengono altre superficie dello stesso titpo,
birazionalmente distinte : trascurando quelle che rispondono a
semplici scambi dei nomi delle curve di diramazione, scriviamo la

PARTE SECONDA

6. - LA RAPPRESENTAZIONE DELLE SUPERFICIE F SOPRA UNA RI-

GATA ELLITTICA DOPPIA.

Data una delle nostre superficie ellittiche F, se riguardiamo-
le coppie della g21 sopra le curve del fascio (K), come punti di

una superficie, questa - possedendo un fascio ellittico di curve-

razionali - risulta birazionalmente identica ad una rigata ellittica
~ (~), sulla quale la F viene cos  a rappresentarsi doppiamente.

Attraverso codesta rappresentazione, basandoci sopra alcuni
dei risultati precedenti, perverremo ad una interessante ricostrit-
xione dei dieci tipi di superficie F, che abbiamo innanzi deter-
minati.

Cominciamo con l’esaminare la curva J generata sopra la.

F dal gruppo dei sei punti doppi della 91 canonica di una curva.
I~, quando questa descrive il fascio ellittico ( I~~ . L’ analisi svolta~

precedentemente consente di determinare con esattezza la costitu-
zione della J: ma, rimandando a più tardi alcune ulteriori pre-
cisazioni, limitiamoci qui a rilevare che a priori si può senz’ al-
tro dire che la curva J è ellittica, e, se spezzata, è composta,

(32) Cfr. ENRIQUES, Sopra le superficie che posseggono zcn fascio ellit--
tico o di genere due di curve razionali [« Rend. 1~. Lincei », serie V,
vol. 7 (1898,), pp. 281-286] ; Sopra le superficie algebriche che posseggono
un fascio di curve razionali (ibid., pp. 344-347) ; Sopra le superficie -al-
gebriche che contengono un fascio di curve razionali [~c Math. Annalen »r
Bd. 52 (1899), pp. 449-156) ].
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di parti ellittiche, prive di p2cnti multipli e di mutue inter-

Sopra la J (o sopra ogni sua parte, se la J è riducibile) il

gruppo jacobiano della g4 di I~, quando la ~ varia nel fascio

( I~) , genera una involuzione ellittica: basterà notare che questa
è priva di coincidenze per dedurne che la J (o ogni sua compo-
nente) è ellittica. Ma sopra la K i sei punti uniti della g~ sono

certo tutti distinti : invero, due di questi non possono coincidere
in un punto semplice della .K, poichè si avrebbe l’ assurdo di

. una coincidenza tripla per la gx . Pertanto se sopra una .K par-
ticolare coincidono due punti uniti nella g~, nasce un punto dop-
pio della I~ stessa : mia ciò contraddice al fatto che - come è

noto (~) - le .I~ sono tutte birazionalmente identiche, e quindi
tutte dello stesso genere. Se ne deduce anche - come avevamo

asserito - che la J è priva di punti doppi, e, se riducibile, le
sue componenti non hanno punti comuni.

Passando a rappresentare la ~’ sulla rigata ellittica ~ , la

curva J dà luogo alla curva di diramaxione D della , la

quale sarà pure ellittica, o, se spexxata, sarà composta di parti
ellittiche.

Però - almeno fino a che non si assuma per la ~ un con-

veniente modello proiettivo - non si potrà dire che in generale
la D sia priva di punti multipli, e che le sue componenti non

abbiano connessioni. Invero, consideriamo i sei punti d’ incontro
della D con una generatrice k di O : dai birapporti delle qua-
terne di tali punti dipendono i moduli della .K relativa, e quindi
quei birapporti si conserveranno costanti al variare della k sulla

~ . Pertanto i sei punti di diramazione sulla k saranno sempre
distinti fra loro, salvo, eventualmente, per particolari generatrici,
sulle quali quei punti coincidano tutti e sei, o almeno cinque di
essi (i predetti birapporti risultando in tal caso indeterminati).
Ma la D può incontrare una generatrice k in punti non distinti,
solo quando la k passi per un punto multiplo della D , dato che
questa è ellittica (o composta di curve ellittiche), e quindi l’ in.

voluzione, pure ellittica, segata sopra di essa dalle generatrici è
priva di coincidenze.

(33) Cfr. F. ENRiQUES, loco cit. (2), § 11, n. 8.
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OSSERVAZIONE I. - L’ analisi svolta nel § 4, consente di pre-
cisare i vari casi di riducibilità che presenta la J sulla F, o la
D sulla D, in corrispondenza ai diversi tipi di superficie F.

Riprendendo la classificazione e le notazioni del § 4, si ha che
nel caso 1) la D è evidentemente spezzata in sei unisecanti le

generatrici ; nel caso 2) invece è composta di tre bisecanti, poi-
chè il gruppo dei sei punti di diramazione A, , A2, A4 , A6,
sopra una generatrice k , si ordina secondo le tre coppie di tran-
sitività (A1, A2), (A3 . A4) , As) . Per analoghe ragioni nel
caso 3) avremo una curva D costituita da due bisecanti e da

due unisecanti le generatrici ; in 4) due trisecanti ; nell’ ipotesi
5) una quadrisecante e due unisecanti ; in 6) una unisecante e
una pentasecante ; infine nell’ ipotesi 7) la D sarà irriducibile.

Si può aggiungere che sulla F le componenti J sono tali
che ciascuna di esse, constata con conz’eniente niolteplicità,, costi-
tuisce uno curva del fascio lineare 1 C i .

Infatti, sia I, l’involuzione che, sopra la superficie .F’, deter-

minano le g~ esistenti sulle curve del fascio (K) . Se ciascuna C
sè trasformata in sè dalla I2 , cioè se la serie gn segata sopra una
I~ dal fascio 1 CI, , è composta con la g2, ogni punto doppio di

questa dà un punto multiplo della 3Ia un punto s-plo della

gn è segato sulla K da una curva C = s CS costituita da una

componente C, contata s volte : quindi la C, farà parte della J.
Anzi dallo stesso studio innanzi fatto della ,g; (3’), si ha che uno

al meno dei punti doppi della g2 è doppio anche per la gn : ma

se la gn possiede un punto doppio ne possiede necessariamente

almeuo

che cadono nei punti d’incontro della I~ con una curva C = 2 O2
costituita da una componente C, contata due volte. Cioè : se le

curve C sono unite nella I2 , una almeno delle componenti della
.J, contata due volte, costituisce una curva C.

Passiamo al caso in cui le curve C si dispongono in coppie

(34) Cfr. i casi (I), (lI), (III), (IV), (VIII), (IX), (X), del § 2.
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di curve coniugate nella 1, (35), nel quale la I, associa i gruppi
della g’, in coppie di una involuzione lineare. Allora un punto
unito della gl è punto (semplice o multiplo) della gn che appar-
tiene a uno dei due gruppi uniti nella involuzione predetta, quindi
per esso passa una curva C o una curva C, che contata s volte
costituisce una C . Si aggiunga che ?z(~6) dei punti doppi della
g2 sono semplici per la e quindi sono segati sulla K da 
C che della J.

OssERVAZioNE II. - Possiamo completare con alcune conside-
razioni relative al caso del determinante n = 2 , nel quale le C

sono certo unite nella involuzione Sulla .F la curva J è co-

stituita da sei componenti unisecanti le I~, ciascuna delle quali
contata due volte dà luogo ad una curva del faccio j Allora

sulla rigata ellittica 4$ la curva di diramazione risulta composta
da sei curve unisecanti le generatrici k e appartenenti ad un

medesimo fascio lineare, a cui risponde sulla F appunto il fascio

~ C ~ . Viceversa, si abbia una rigata ellittica doppia 4$ con una

curva di diramazione costituita da sei curve di un medesimo

fascio lineare, che seghino ciascuna le generatrici in un solo punto :
la 4t è immagine di una superficie ellittica .F’ del tipo che è ar-

gomento del nostro studio, con determinante = 2 , ptirchè si

aggiunga la condizione che alla curva generica del fascio cui

appartengono le componenti la curva di diramazione, risponda
sulla ~’ una curva irriducibile (unita nella 

7. - DI UN PARTICOLARE MODP,LLO PROIETTIVO DELLA RIGATA EL-

LITTICA 4Y .

Si è visto (36) che in ogni caso il gruppo 1’, delle 

1naxioni della curva K in sè, subordina una proietticità ciclica
n entro l’ente raxionale semplicemente infiiiito dei yr2cppi della
g2, la quale trasforma in sè il gruppo dei sei punti doppi della
92 i stessa.

Se la n non è l’ identità, la g~ possiede due gruppi uniti

(35) Casi (V), (TI), (VII), del 1 2. Cfr. anche § 4, 4), 6B 7).
(36) Cfr. § 3 e § 4.
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nella 1t i quali, come è facile vedere, risultano separati in modo
razionale 1’ uno dall’ altro, e pertanto al variare della 7 sulla F
descrivono due curve distinte A e B. Se uno, o ambedue, i pre-
detti gruppi uniti nelIp 1t cadono in punti doppi della g~, le cor-

rispondenti curve A e B fanno parte della curva J dianzi de-
finita.

Alle curve A e B corrisponderanno sulla rigata (P due di-
rettrici, a e P, che apparteranno alla curva di diramazione se

. lo stesso accade per la A e B rispetto alla J.
Poichè la x è ciclica, la curva di diramaxione D della I&#x3E;

é suscettibile di una rapp -esentaxione multipla con carattere ci-
clico, sulla sexione piana generica, cp stessa.

Precisamente, se della D non fanno parte le direttrici 
la D si rappresenta sulla y con la moltepl icità sei. Se invece

una delle direttrici a e p appartiene alla D, la curva residua
dà luogo ad una rappresentazione quintupla e infine se

la . D contiene a e .la fi , la parte restante verrà rappresentata
sulla cp con la molteplicità quattro.

. 
Questa osservazione consente di costruire un primo modello

proiettivo della rigata 16 .
Consideriamo il cilindro, per esempio cubico ellittico, con le

generatrici parallele ali’ asse delle x , rappresentato dall’ equazione :

E sopra di questo prendiamo la curva

dove 0 fx, y) designa un polinomio che uguagliato a zero rappre-
senta, sul piano x = 0 , una curva 6 d’ ordine p che tocca in

tre punti, con contatto la cubica cp d’ equazione :

ed è inoltre :
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La (7), per ogni valore di p , dà una curva rappresentata
ciclicamente, con molteplicità p e senza punti di diramazione,
sulla cubica 9 : i tre punti di contatto Oi , 0,, 03 , della con
la 6 costituiscono il gruppo dei punti critici apparenti della rap-
presentazione, e, a seconda della serie lineare a cui appartengono
codesti , tre punti, la (7) definisce curve birazionalmente distinte

(COMESSATTI) f). In particolare per p = 6 , accanto a curve irri-
ducibili seisecanti le generatrici del cilindro (6), la (7) darà

curve spezzate in due trisecanti, o in tre bisecanti, od anche in
. 

sei unisecanti (38). Quest’ultimo caso che per il seguito conviene
notare, si ha precisamente quando i tre punti 01, D~ , 03 , sono
in linea retta. 

’ 

’

Se p = 5 la (7) rappresenta una curva irriducibile penta-
secante le generatrici del cilindro, salvo il caso di allineamento
dei punti 01, Dal, che porta ancora ad una curva spezzata
in cinque unisecanti le generatrici.

Se p = 4 , avremo i casi della quadrisecante irriducibile e

delle due bisecanti, oltre al solito spezzamento in sole unisecanti,
che si ha sotto la stessa condizione per i punti di contatto della

tp con la 6.
Si osservi, inoltre, che sopra una generatrice del cilindro (6),

la proiettività 1t, ciclica d’ordine lim, che trasforma in sè il gruppo
dei p, punti della curva (7), ha un punto unito sulla cubica cp
e l’altro nel punto improprio della generatrice: pertanto sulla

rigata (6) le direttrici a e P luogo di punti uniti nelle proietti-
vità 1t relative alle singole generatrici, sono costituite 1’ una dalla
cubica p e l’ altra dall’ intorno del vertice (insieme alle tre ge-
neratrici che vanno ai punti Ol , O~ , 

Riguardiamo ora la (6) come una superficie doppia, pren-
dendo per curva di .diramazione la (7), aumentata di una o di

ambedue le direttrici o p. = 4 : avremo in tal

modo una rigata doppia che offre tutte le caratteristiche della 16

immagine di una superficie I’. Ma la rigata doppia cos  costi-

(’) Cfr. loco cit. () 8) .
(38) Cfr. ENBIQUES-CHISINI, loco cit. (18), al termine

del § 38.
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tuita rappresenterà effettivamente una superficie ellittica F del
nostro tipo ?

Gli sviluppi che seguono ci consentiranno di rispondere in

modo esauriente.
È interessante ed opportuno riferirci, invece che al cilindro

(6), ad una sua trasformata birazionale costituita da una par-
ticolare rigata ellittica ~4, del quarto grado, anch’ essa immersa

nello spazio ordinario. Mostriamo come si ottenga codesta + .
Sul cilindro (6) consideriamo il sistema lineare di curve el-

littiche :

che si ottiene sommando al siste’ma I delle sezioni piane della
(6) due generatrici, affatto generiche, ki e k~ . Tale sistema è di
grado sette, e quindi ha la dimensione sei, poichè sopra una ri-
gata ellittica la serie caratteristica di un sistema lineare presenta
una deficienxa uguale all’ unità.

Le curve del sistema (8) che passano per i tre punti Ol , 0~ ,
di contatto della cubica 9 con la curva 8 , costituiscono un si-

stema lineare , di quarto grado, irriducibile e triplamente
infinito, il quale - come è facile- vedere (39) - risulta semplice
se i pun.ti 0, , 03 , non sono allineati.

(39) Se designamo con k3 la generatrice del cilindro (6) complanare con
ki e k_ , il sistema è segato sul cilindro dalle quadriche W che passano
per k3 e per 0! , O2, 03 . Supponiamo allora che la serie caratteristica gí *
del sistema i sia composta con una involuzione (necessariamente lineare)
g~ . Si consideri una generica ]P5 e sopra di essa si prenda un punto pure

generico P: nella nostra ipotesi, le 00. quadriche TV passanti per P, con-
tengono un secondo punto Q , e quindi la retta PQ appartiene a tutte le
quadriche 1~ di un fascio Ogni W’ incontra il piano % = O lungo
una conica che passa per 0, , 1 °1’ 03 , per la traccia della k3 e per quella
della P Q . presentano come poqsibili i casi seguenti:

1) i punti 0~ , °2, 03 , e le traccie delle due rette k3 e P Q sul piano
x= 0 , sono in posizione tale che per essi passano 001 coniche ;

oppare :
2) le quadriche del fascio i W’] ~ passano tutte per una stessa conica w’.

L’ ipotesi 2) porta ad un assurdo. Invero nel fascio 1 W 1 esisterebbe una

quadrica spezzata nel piano x = 0 , e in un piano per le rette P Q e 1
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Sotto tale ipotesi, il sistema ~ I ha per i1nmagine una ri-

gata ellittica ~4’ del quarto grado nello spazio ordinario, sulla

quale il sistema stesso è costituito dalle sezioni piane (40).
La ~4 è birazionalmente identica al cilindro (6), e le sue

due rette doppie (che designeremo ancora con a e proven-

gono dalle direttrici a (= rp) o ~, dianzi messe in evidenza so-

pra il cilindro.

La curva (7), dell’ ordine e 11- secante le generatrici, ha
per corrispondente sulla tP 4 una curva di ordine 2p, ancora

p- secante le generatrici, come subito si vede tenendo presente
che la (7) ha un punto p-plo in ciascuno dei punti O 0,, 03,
base per il sistema trasformate I (41). Codesta trasformata

le quali pertanto risulterebbero incidenti. Ma allora tutte le o0 2 quadriche W
passanti per P (e quindi anche per Q) contengono la retta P Q , e passano

per la w’. Ne segue che se Li e L~ sono i punti d’incontro della ~s col

piano z = 0 , diversi da 0, , O2, quelle oo 2 quadriche segano tutte la ~:)
nei punti P, Q, L1 ed L, : e quindi se ne hanno co 1 che contengono la r5
stessa (irriducibile perchè generica di il che è assurdo.

Dunque se la g è composta con una g,1 si verificano le circostanze 1),
nelle quali - data la genericità della k ; - i punti 0, , 02 , 03, risultano alli-
neati fra loro e con la traccia di P Q . Viceversa se i punti 01 , O2, 03 ,
sono sopra una stessa retta, le quadriche W passanti per un punto generico
P del cilindro, hanno in comune una generatrice uscente da P, e quindi la
g: è composta con una ~.

(40) Cfr. F. Erziaiqui&#x26;s, Lezioni sulla teoria delle superficie algebriche,
raccolte da L. CAMPFDFLLI, § 10, (Padova, 1932-X).

(41) Portiamo il punto 01 (i =1 , 2 , 3) nell’ origine U delle coordinate,
e seghiamo il cilindro (6) e la superficie

con un piano generico per O :

Le due curve sezioni si proiettano sopra il piano x, = 0 , parallelamente
ali’ asse x , 1’ una nella cubica cp , e 1’ altra nella curva

i

che ha nell’ origine O la stessa parabola osculatrice d’ordine 11 - 1 , della
curva e quindi anche, per costruzione, della cubica cp . Ciò prova appunto
che O è r.~. - plo per la (7).
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della (7), da sola (se p = 6) oppure unitamente ad una od am-
bedue le rette doppie a , fi (secondo che è ~1 = 5 o p = 4), co-

stituirà la curva di diramazione D della ~4. La D è ellittica,
o, se riducibile, è composta di parti ellittiche, le qzîali, essendo
la D priva di punti multipli, non si intersecano fra loro.

Gli spezzamenti che, come si è detto sopra, si possono pre-
sentare per la (7), portano per la D a tutti i casi di riducibilità
che abbiamo previsto per la curva di diramazione della rigata
ellittica immagine doppia di una delle nostre superficie F (~).
L’ eccezione .che risponde all’ allineamento dei punti 01, 01, 03,
contrario alla nostra ipotesi - nel quale la curva di diramazione
sul cilindro (6) è costituita dalle sezioni con sei piani passanti
per la retta 01 0, 0., - verrà analizzata fra breve.

Si designi con Di una delle componenti irriducibili della

curva di diramazione D (diverse dalle direttrici a e e sia

m (&#x3E; 2) il numero dei suoi punti d’ incontro con le generatrici
della’ ~4. La Di è dell’ordine 2 m , provenendo da una curva
d’ordine 3 m del cilindro (6), passante con la molteplicità m per
i punti Ol , 0~ , 03 . Ciò del resto, può dedursi anche direttamente
dalla ben nota formula del SEGHE che, sopra una rigata ellittica,
lega i caratteri di una curva la quale - come la D~ - sia ellit-

tica e priva di punti multipli (3). 
’

. 

La Di non si appoggia alle due rette doppie a e (3, e quindi
appartiene ad un fascio lineare il quale è costituito

dalle o01 curve trasformate dalla Di nel sistema delle omografia
biassiali che hanno come luoghi di punti uniti le rette a e fi (y .
Il fascio i sega sopra una generatrice 1~ della ~4 una gm
ciclica con due punti m pli nei punti d’ appoggio della k con
le direttrici a e ciascuna delle quali, presa con la molteplicità
m , dà una curva di [ Di [ .

Allora ogni altra componente Dz della curva di diramazione
D, non avendo intersezioni con la Di , appartiene necessariamente

(4~) Cfr. § 6, « Osserva2ione I » .

(43) Cfr. C. SEGHE, Recherehes générales sur les courbes et les sur-

faees réglées algébriques, II. Surfaces róglóes, § 1 [« Math. Annalen» Bd.

34 (1889), pp. 1-25].
(44) Cfr., anche, per le indicazioni bibliografiche, F. ENNQUES, loco cit. (2).
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al fascio , ed anzi, se la D2 è diversa da a e da fi , ne
costituisce una cnrva semplice. Si conclude che sulla curva

di diramazione D é composta di una o più (irriducibili
di un medesimo fascio lineare , oltre che, eventualnaente,
dalle direttrici a 

Passiamo ora al caso prima escluso in cui si presenti 1’ al-

lineamento dei tre punti base 01, O2, del sistema lineare

~ i mediante il quale si è eseguita la trasformazione del ci-

lindro (6) nella rigata ~4. Come si è visto (45), se i punti
Oi , 02, 0,, appartengono ad una stessa retta, il sistema lineare

J i non è più semplice, la sua serie caratteristica g4 risultando
composta con una gi. Allora degenera in una quadrica
contata due volte, e perciò non risponde più al nostro scopo.
Ma questo caso si tratta subito direttamente sopra il cilindro (6) :
invero la curva di diramaxione si riduce ora a sei sezioni piane
passanti per 01, O2, 03, e quindi se la sezione piana generica
per Ol , O~ , 03 , assunta come curva doppia senza punti di dira-

mazione, è immagine di una curva irriducibile, il cilindro ellit-

tico doppio (6), rappresenta una superficie F di determinante
1~ = 2 (~) .

OSSERVAZIONE. - Per il seguito occorre notare che la rigata
4&#x3E;4 a cui siamo pervenuti assoggettando il cilindro (6) ad una
certa trasformazione birazionale, non è una rigata ellittica gene-
rale del suo grado. Invero, si abbia una rigata del quarto grado
cl&#x3E; 4, con due direttrici doppie a e ~3, su cui esista una curva

ellittica (irriducibile) Di dell’ ordine 2 ~m, che seghi in in punti
le generatrici, e che sia rappresentata ciclicamente (con molte-
plicità m) sulla sezione piana generica cp della ~4.

L’esistenza della curva D porta ad una particolarizza-
zione proiettiva della 4.

Infatti sia u ellittico di prima specie (con i

periodi % e appartenente alla rigata (o, ciò che è lo stesso,

(45) Cfr. (39).
(46) Cfr. 1’ Osservazione II al termine del § 6, e il comma a) del § 5.

7
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alla sua sezione piana generica 1’B. Allora (47), per una conve-

niente scelta dei periodi della u, le coordinate del punto varia-
bile sulla curva D1 si potranno sempre assumere come funzioni
periodiche della stessa u (che interpretata come integrale ellittico-
della si indicherà con U), con i periodi:

di guisa che nei punti U, , U,, ... , ilm della Di corrispondenti
ad un medesimo punto u di cp, si avrà:

Indichiamo ora con Oa e OP i due punti doppi della sezione

piana (generica) cp della ~4: se ua e u’ sono i valori dell’ inte-

grale u nei punti di un gruppo della g,1 segata sulla cp dalle
rette per Oa , I si ponga:

e analogamente sia

designando con up e Mo i valori della te nei puiiti di un gruppo
della 92 1 segata sulla q dalle rette per Oj . In corrispondenza ai

punti ua e u. si ha sulla Di un gruppo di 2 m punti per i

quali :

(4’) Vedi, p. es. F. ENRIQUES - 0. CHISINI, Lexioni sulla teoria geometricc&#x26;
delle equaxioni e delle funxioni algebriche, vol. ~v. Funzioni ellittiche e

abeliane, libro VI, cap. I, § 13. (Bologna, 1934-XII).
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mentre i punti u , portano al gruppo :

Ma codesti due gruppi sono equivalenti fra loro poichè il

primo è segato sulla D~ da un piano per la direttrice a , e il

secondo da un piano per la ~ (e la D~ non incontra nè la a nè
la ~): dovrà quindi essere (48)

8. - LA RIGATA ELLITTICA 4&#x3E;4 COME SUPERFICIE DOPPIA.

È chiaro che (49) se la rigata doppia 1&#x3E;.&#x26; rappresenta una

superficie ellittica del tipo F, sulla ~4 le curve del fascio Dl i
a citi appartengono l e componenti della curva di diramazione

(diverse dalle rette doppie a e ~3 ) , dànno le immagini delle
del fascio lineare C I della F.

Però alla curva D* generica di i corrisponderà sulla F
una curva C solo quando ciascuna O sia trasformata in se stessa
dall’ involuzione 12 (costituita sulla F dalle g,’ canoniche delle K),
mentre nel caso contrario alla D* corrisponderanno due curve C
coniugate nella 12: cioè le curve del fascio i C i si distribuiranno

in coppie di una stessa involuzione razionale, ogni coppia es-

sendo composta da due curve C trasformate l’una nell’altra
nella 7~ e omologhe di una stessa curva di .

Allora, viceversa, partiamo dalla rigata ellittica D, , e ri-

guardiamola come una superficie doppia prendendo per curva

di diramazione la curva D con le caratteristiche dianzi dette. Ci

eravamo già posta la doinanda : che superficie rappresenterà co-

desta 4? Intanto una superficie F possedente un fascio ( K) el-

(48) Questa proprietà è già stata osservata dall’ENRIIQUES: cfr. loco

cit. ( 1), § 9.
9) Cfr. § 6, Osservazione 1.
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littico di curve di genere due rispondenti alle generatrici della

CP. Ma consideriamo il fascio lineare i a cui appartengono le
componenti della curva di diramazione (diverse da a e ~ ) : la

curva D* generica del fascio [ Di [ , costituirà sulla 4&#x3E; 4 doppia,
una curva doppia priva di diramazioni; pertanto ad essa corri-

sponderà sulla F una curva che potrà essere irriducibile oppure
spezzata. Nel primo caso avremo sulla F un fascio lineare C ~ 1
di curve ellittiche, e la F sarà una delle nostre superficie ellit-
tiche F (e precisamente una F di determinante pari, su cui il

fascio ~ C I sega le K in una serie lineare composta con la g~
canonica). Se invece alla Dt risponde una curva spezzata in due

parti, si avrà sulla F un fascio lineare riducibile composto con

una involuzione razionale dell’ ordine due, in un secondo fascio

(O) di curve ellittiche: solo se quest’ ultimd sarà lineare rica-

dremo in una superficie F . Ciò avverrà quando nella predetta
involuzione si abbiano soltanto due coincidenze, ossia - sempre
nell’ ipotesi dello spezzamento delle curve omologhe di quelle del
fascio [ Di ] - quando la curva di diramazione D della 4&#x3E;4 sia

spezzata in più di due parti (in esse comprese eventualmente le

direttrici a E il caso in cui la D sia composta di tre

parti almeno a che cosa porterà ’~ ; a superficie F, ancora ellittiche,
ma non di genere geometrico zero (50) (e quindi non del tipo
che è oggetto del nostro studio), possedenti oltre ad un fascio
ellittico di curve di genere due, un fascio (C) , non lineare,
di curve di genere uno; purchè pPrò l’ ipotesi che la D sia spez-
zata in più di due: parti risulti compatibile con l’altra che alla

Di generica di ] Di i rispondano curve riducibili, il che non sem-

pre accadrà. Riflettiamo sopra alcuni esempi. Si pensi al caso in
cui la D è composta di tre bisecanti le generatrici, appartenenti
ad un medesimo fascio lineare : se le curve omologhe di

quelle di sono riducibili, il fascio ( C) sarà certo di genere
uno poichè l’involuzione delle coppie di curve che provengono
da una stessa curva di ~ i possiede tre coincidenze in corri-

spondenza alle tre componenti la D di diramazione, mentre si

~5°) Cfr. F. ENRIQUES, loco cit. (2), ~ 13, n. 3.
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capisce agevolmente che una quarta coincidenza si avrà in rela-

zione ad una delle direttrici a o P (a una delle quali risponderà
una C costituita da una componente doppia bisecante le e

all’ altra invece due curve C ciascuna formata da una componente
quadrupla unisecante le .K ). Ma se la D è costituita da una

quadrisecante le generatrici della tP 4, e : dalle due direttrici a e (3 ,
non si vede come possa nascere nell’ involuzione nel fascio (C)
una quarta coincidenza, oltre quelle che rispondono alle tre com-
ponenti della D.

Ciò porta a sospettare che un tal caso non sia realizzabile:
ed è quello che effettivamente verificheremo fra breve.

Da queste considerazioni appare l’opportunità di procedere
ad analizzare più da vicino la nostra rigata doppia -P4.

Determinata la curva di diramazione D, si ottiene la corri-

spondente superficie F con una estrazione di radice quadrata
sopra un conveniente polinomio ~ (x, y, x), i cui valori vanno

considerati sulla cl&#x3E; 4. Precisamente : il polinomio ~ (x, y, x)
uguagliato a zero dovrà rappresentare una superficie d’ordine

6 -~- 2 r -~- 2 s ,

abbastanza alto, la quale passi una sola volta per la curva di

diramazione D (in essa comprese eventualmente le direttrici a

e passi invece per a e P con le molteplicità rispettive 2 r e

2 s, ed inoltre tocchi la ~4 lungo ognuna delle generatrici se-

condo cui la incontra (generectrici cri tiche apparenti).
Per esempio, nello spazio a quattro dimensioni 5*4 (X, Y, Z, U),

la .F’ - determinata a méno di una trasformazione birazionale -
si otterrà ponendo :

designando ora con

1’ equazione della rigata quartica ~4.
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Fissata la D, è noto che esistono quattro superficie (irridu-
cibili) birazionalmente distinte, rappresentate doppiamente sulla
P4 con la stessa curva di diramazione D, le quali dipendono
dalle serie lineari a cui appartiene il grzcppo delle generatrici
critiche apparenti entro il sistema ooi delle generatrici 
Le superficie qr d’ ordine 6 + 2 r + 2 s passanti nel modo detto
per la D e per a e p, segano ulteriormente la P4 in un gruppo
di un certo numero 2 t di generatrici che individua entro la
totalità ellittica delle generatrici una serie lineare : ebbene, il

suddetto gruppo delle generatrici critiche apparenti appartiene ad
una delle serie metà di codesta serie, ed è appunto in corri-

spondenza alle diverse qaattro metà che si hanno le quattro
superficie F birazionalmente distinte di cui la 1&#x3E;. dà l’ immagine
doppia. La scelta di una superficie B.F d’ ordine abbastanza alto,
assicura poi della effettiva possibilità di ottenere gruppi di gene-
ratrici critiche apparenti che appartengano a ciascuna dclle pre-
dette serie metà. 

_

Supponiamo allora di avere costruito la superficie F - per
esempio, mediante le equazioni (12) - e si consideri sopra la

4~4 da cui essa proviene, il fascio lineare : la curva gene-
rica Dt di I si dovrà riguardare come una curva (ellittica)
doppia senza punti di diramazione, ma con un assegnato gruppo
di punti critici apparenti, costituito dalle sue intersezioni col

gruppo delle generatrici critiche apparenti della P 4. Pertanto
alla D* corrisponderà sulla F una determinata curva, la quale
- a seconda della serie lineare cui appartiene il gruppo dei

punti critici apparenti della T? - sarà irriducibile o riducibile.

Proveremo che in corrispondenza alle quattro differenti serie

lineari a cui può appartenere il gruppo delle generatrici critiche
apparenti sulla P 4, si presentano come possibili i tre casi che

seguono : 
. 

’

1) Il gruppo dei punti critici apparenti sulla Dt può ap-

partenere a quattro diverse serie lineari : a queste rispondono
le quattro curve birazionalmente distinte rappresentabili sopra
una curva ellittica doppia (51), una delle quali è spezzata in
due parti ;

(51) Cfr. loco cit. (18).
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2) il gruppo dei punti critici apparenti della D* può ap-
partenere a due sole serie lineari distinte, una delle quali porta
allo spezzamento della curva rappresentata doppiamente sulla D~’;

3) il gruppo dei punti critici apparenti sulla D* può ap-
partenere a due sole serie lineari distinte, che portano ambedue
a curve irriducibili.

Il caso 1) si presenterà quando le curve del fascio ~ D~ (
segano le generatrici della 4&#x3E;4 in un numero dispari di punti,
cioè per m = 3 o m = 5. Incontreremo invece il caso 2) quando
la curva di diramazione D sia costituita da una curva irriduci-

bile seisecante le generatrici, oppure da tre bisecanti. Infine il

-caso 3) si avrà se della D facciano parte le due dirett.rici a, ~,
ed inoltre una quadrisecante o due bisecanti le generatrici
della 4~. 

°

Cominciamo dal supporre che la curva D* sia rappresentata
-ciclicamente sulla sezione piana della ~5 , con molteplicità m,
essendo 9n un numero dispari. Sia gtt là serie lineare doppia di
quella cui appartiene il gruppo delle generatrici critiche appa-

renti, e si abbia per la somma dei valori dell’ integrale zc nei

gruppi della g~~ :

Allora le quattro serie metà della a cui possono appar-
tenere i gruppi delle generatrici critiche apparenti, sono date da :
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A queste, in base alla (9), corrispondono sulla Df per i
gruppi dei punti critici apparenti le quattro serie distinte :

Siamo cioè nelle circostanze preannunciate in 1).
Passiamo al caso in cui la curva di diramazione D è costi-

tuita da una curva ellittica irriducibile del dodicesimo ordine!
che incontra in sei punti le generatrici della rigata 4&#x3E;,. Conside-
riamo le superficie T, per esempio del decimo ordine, che pas-
sano semplicemente per la D, e doppiamente per le due direttrici
a e j3 della ~4. Esse incontrano la in un gruppo di venti ge-

neratrici, il quale al variare della T, descrive una serie lineare
(completa) entro l’ente ellittico semplicemente infinito delle

generatrici di cJ&#x3E; 4. Allora se dimezziamo la esisteranno delle

T che toccano la ~4 in gruppi di dieci generatrici per ognuna
delle quattro serie metà della 9"

Dopo ciò, consideriamo sulla sezione piana generica cp della

cp 4, le serie segate dalle rette per i due punti doppi 0,,,, O~ , e,

in accordo con la "(11), poniamo per le somme dei valori del l’ in-
tegrale u nei punti dei gruppi di esse:
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cosicchè per la serie segata sulla p dalle rette, si avrà :

Sia ora D* la curva generica del fascio i D i cui appartiene
la curva di diramazione : la D* è rappresentata ciclicamente con
la moltiplicità sei sùlla Cf, e, come si è detto, le coordinate dei
suoi punti si possono esprimere mediante funzioni periodiche del-
l’ integrale U con i periodi

La serie g~o determinata sulla ~4 dalle superficie ~I~’ , risulta

segata sulla sezione piana cp dalla curve del decimo ordine che

hanno un punto doppio nei punti doppi Oa e Op della cp , e che

passano inoltre per il gruppo 012 delle dodici intersezioni della

cp con la curva di diramazione D. Yoiché codesto gruppo Gl~
è eqnivalente a quello segato sulla cp dalla D*, nei punti del

quale - come dalla (10) - la somma dei valori deil’ integrale u
risulta congrua a zero (mod. w, m’), si ha subito per la 

Ne segue per le quattro serie metà della g2o :
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Alle quali - per la (9) - rispondono sulla D* due sole se-
rie disequivalenti:

E quando sulla D* il gruppo dei punti critici appartenga
alla prima di queste serie (multipla di quella individuata sulla

D* dalle sezioni piane), la D* presa come doppia, è immagine
di una curva riducibile. Siamo cioè nel caso 2). Nel quale pure
si ricade quando la curva di diramazione D sia spezzata in tre

parti bisecanti le generatrici della ~4 , come si riconosce con con-

siderazioni analoghe alle precedenti. 
’

A una diversa conclusione si giunge invece quando la D

sia costituita dalle due direttrici a , 2 j3, e da una curva residua

Di dell’ ottavo ordine quadrisecante le geileratrici della q,4. In

questa ipotesi potremo riferirci alle superficie i del sesto ordine
che passano per la Di e per a e esse segano sulla 4&#x3E;, una

serie lineare gi~ di gruppi di generatrici.
Sulla curva ellittica Dt, generica del fascio l’inte-

grale U avrà ora i periodi

e nella (11) prenderemo, per esempio:

per modo che sulla sezione piana 9 della ~4, la somma dei va-

lori dell’ integrale u nei punti di un gruppo della serie segata
dalle rette sarà:
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. 

Allora sulla cp la serie gi~ dianzi detta, che è segata dalle

curve del sesto ordine passanti semplicemente per i punti doppi
della cp ‘e per gli otto punti d’incontro della r stessa con la Dl
(gruppo equivalente a quello segato sulla cp dalla D~*), è data da :

Pertanto le V che toccano la ~4 lungo sei generatrici por-
tano con le loro generatrici di contatto, a gruppi delle seguenti
quattro serie metà della gi2 :

E queste - secondo la (9) - dànno luogo sulla Df alle due

serie cui può appartenere il gruppo dei punti critici apparenti :

Poichè nessuna di queste due serie risulta multipla di quella
segata sulla Di* dai piani (nei cui gruppi la somma dei valori

dell’ integrale U è congrua allo zero), la Df quando si assuma

come curva doppia con un gruppo di punti critici apparenti ap-
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partenente all’una o all’altra di tali serie, rappresenta sempre
una curva irriducibile.

Si verificano dunque le circostanze dette in 3), alle quali
pure si giunge dall’analisi del caso in cui la D di diramazione
sia composta, oltre che dalle direttrici a e da due curve bi-

secanti le generatrici della 4)4.

9. - ANCORA I DIECI TIPI DI SUPERFICIE F.

Terminiamo riepilogando le conclusioni a cui portano i risul-
tati ottenuti.

Nello spazio ordinario sia data la rigata ellittica del quarto
ordine 4&#x3E;,, con ie due rette doppie J e si riguardi come una
superficie doppia prendendo per curva di diramazione la curva

D, presentante la costituzione e le caratteristiche più volte de-

scritte. La 4Y rappresenta una superficie ellittica su cui esiste
un fascio ellittico (K) di curve di genere due (omologhe delle

generatrici e un secondo fascio (C) di curve ellittiche,
proveniente dal fascio i cui appartengono le componenti la
D di diramazione. Codesta superficie ellittica è del nostro tipo
F, cioè di genere geometrico nullo, quando il fascio (C) è li-

Come si è gia detto, ciò accade certo se alle curve di I D~ ~
rispondono sulla superficie obiettiva curve irriducibili, unite nella
involuzione 1, costituita dalle g~ canoniche delle .K. Invece nel

caso contrario si può cadere anche in superficie ellittiche di ge-
nere maggiore di zero : invero nel fascio (C) nasce una involu-

zione lineare costituita dalle coppie di curve C coniugate nella
12, cioè aventi per immagini una stessa curva di j I D, e il fa-

scio (C) sarà lineare solo se codesta involuzione presenta due

coincidenze. 
°

Analiziamo le due ipotesi separatamente.
1) Alla curva generica del fascio i corrisponda una

curva irriducibile. Questa circostanza si presenta in corrispon-
denza a tutte le diverse composizioni della curva D di dirama-

zione, e la ~4 porta sempre a una superficie F, di genere geo-
metrico zero, sulla quale il fascio lineare ~ sega le .K nei
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gruppi di una serie lineare composta con la g~ canonica. Tornando
alla classificazione del § 5, si ritrovano cos  i casi seguenti :

curva di diramazione D , irriducibile, seisecante le gene-
ratrici : caso i) del § 5 (n = 12 , y s, =- 2, S2 = ~3 = 6) ;

curva di diramazione D spezzata in due componenti tri-

secanti le generatrici : caso (F1) di f ) del § 5 (n = 6,
sl=s~=2, s3=s4=3;

curva di diramazione D costituita da tre bisecanti le gene-
ratrici : caso d) del § 5 (n = 4, ~ === ~ = ~ ==== ~ === ~5 = 2) ;

curva di diramazione D formata da una componente irri-

ducibile pentasecante le generatrici e da una delle rette doppie
della ~4 : caso h) 5 (n =10 , si = 2 , S2 = 5 , S3 = 10) ;

curva di diramazione D costituita da una quadrisecante
le generatrici, e dalle due rette doppie della 4&#x3E;4: caso g) del § 5
~~’L = ~ ~ 

curva di diramazione D composta da due bisecanti le ge-
neratrici e dalle rette doppie della ~4 : caso c) del § 5 (n = 4,
sl = s~ = 2 , s3 = s4 = 4) .

Ci limitiamo ad illustrare uno solo dei casi elencati, essendo
i rimanenti del tutto analoghi. Si consideri, per esempio, l’ ipo.
tesi che porta al determinante n = 10 nella quale la curva di

diramazione della 16, è costituita da una componente Di penta-
secante le generatrici, e dalla direttrice a (o Al gruppo se-

gato sulla generatrice k della Di corrisponde sulla I~ un gruppo
della glo segnata sulla .K da C ~ I (e composta con la g~), il quale
è costituito da cinque punti doppi, cosicchè risulta intanto s, = 2.
Alla direttrice fi (o a) che non è di diramazione, corrisponde
sulla F una curva C spezzata in una componente quintupla bi-

secante le X, onde s~ = 5 . Invece la direttrice di diramazione

a (o ~3) porta ad una C composta da una curva, contata dieci

volte, che incontra le .K in un solo punto (s3 = 10) .
2) Alla curva generica del fascio i corrisponda una

curva spexxata. Come si è visto (11), questa ipotesi non può pre-
sentarsi quando la curva di diramazione D sia costituita dalle
due rette doppie della e da una curva residua quadrisecante

(52) Cfr. § 8.
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le generatrici, irriducibile o spezzata in due bisecanti. Esclusi

questi casi, alle rimanenti conformazioni possibili per la D ri-

spondono superficie ellittiche F di genere geometrico zero, solo

quando la D stessa sia spezzata in non più di due parti. Rica-
dremo cos  in una superficie F dei tipi seguenti :

. 

la D sia irriducibile, seisecante le generatrici: caso (F~)
di f ) del § 5 (n = 6 , sl = 3 , Si = Sa = 6) ;

la D sia spezzata in due trisecanti le generatrici : caso b)
del § 5 ( n = 3, S~=S2=8a = s4 = 3 ) ;

la D sia costituita da una pentasecante le generatrici e

da una delle rette doppie della ~4 : caso e) del § 5 (n = 5,
= 5 ) .

Invero se - per esempio - la D è costituita da una curva

(irriducibile) seisecante le generatrici k (n = 6), si ha che nel-

l’ involuzione entro il fascio 101 I le due coincidenze sono date
l’ una dalla curva irriducibile C (segante ogni I~’ nei sei punti
doppi della g ), che ha per omologa la D ; e l’altra da una

curva C’ costituita da una componente tripla bisecante le I~ (in
due punti coniugati nella gl) la quale risponde ad una delle direttrici
della 4’ per esempio alla a . La C’ dà intanto s, = 3 . Invece alla
direttrice corrispondono sulla F due curve C , spezzate ciascuna
iii un’ unica componente sestupla unisecante le I (i punti d’ap-
poggio di codeste due curve C con una K costituendo una cop-

pia della g~ ) : ciò che dà : s~ = s3 - = 6.

Si completerà la classificazione delle F aggiungendo la ri-

gata ellittica doppia, con una curva di diramazione costituita da
sei unisecanti le generatrici, appartenenti ad un medesimo fascio
lineare (la cui curva generica sia immagine di una curva irridu-
cibile), che porta al caso del determinante n = 2 già innanzi in-
contrato più volte (53).

(53) Cfr. 1’ « Osservazione II » al termine del § 6, e il § 7.

t.


