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QUELQUES OBSERVATIONS SUR LES INTEGRALES
GENERALES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

par OrroNn Nixopym & Varsovie

1. La théorie classique de 1’équation différentielle
d _
(1) =l

et celle du systéme d’ équations

d .
(2) d—z‘=ﬁ(x1 Yiy-+o5 Yu)y (2=1,..

ou du systdme compldtement intégrable

n
(3) dyu=Zfa:(Ilr"axnin"'aym)dxs‘ (a=11'

=1

N

vy m)

part du théoreme de I’ existence et de 1’ unicit¢ locale de la
solution passant par un point donné Mais ce sont surtout ’exi-
stence, 1’ unicité et quelques autres simples propriétés de la
solution générale qui présentent le vrai point de départ pour
la théorie qui développe les relations entre les équations en
question et les équations partielles y correspondant. En effet,
c’est la fonction y =Y (a; &, m), (pour I’ équation (1)), o I'on a

dY
%‘ =f(x7 Y)
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au voisinage du point z=2° £ =2 n =", et telle que
n=Y (§ & v), qui dans ce cas, joue le rdle fondamental, et
il en est d’ analogue pour les systdmes (2) et (3). Dans les cas
les plus importants, I’ integrale Y (x; £ ), qu’ on appelle I’ ¢nte-
grole générale et mormale, jouit de propriétés simples de con-
tinuité, unicité et réciprocité, cette dernidre exprimant que la
relation y =Y (x; §, 1) entraine n=1Y (¢; x, y). Dans les traités
classiques on n’insiste pas, en général, sur la démonstration
détaillée de ces propriétés et sur leur discussion. En outre, dans
leur démonstrations, on utilise parfois des particularités des
équations différentielles, quoique les propriétés en question ne
dépendent pas du caractére de I’ équation: elles s’ appliquent
aux cas (1), (2) ou (3).

Dans ce qui va suivre, ju me propose d’examiner quelques
propriétés fondamentales de 1’ intégrale générale et normale, en
admettant un point de vue abstrait. .

Abstraction faite de ce qu’il &’ agit ici des solutions des
6quations différentielles ou de leurs systdmes, je considére, d’une
manidre générale, un probldme (P) pour lequel je suppose que
ses solutions satisfont & certains axiomes. Ensuite, j’ étudie
des relations logiques qui existent entre différentes propriétés
qu’ on peut imposer aux solutions générales du probldme. Loin
de vouloir épuiser les nombreuses propriétés qu’on peut imaginer
ici, je me borne & celles qui m’ ont paru importantes ou inte-
ressantes.

Je ne considére que le probléme local: tout se passe au
voisinage d’un point donné. Le but du travail présent est de
jeter de la lumiére sur les principes de la théorie des équations
différentielles. Pour fixer les idées, je suppose que les points
qui figurent dans nos raisonnements appartiennent a des espaces
4 un nombre fini de dimensions, quoique on verra sans peine
que nos considérations peuvent s’étendre & des espaces fonction-
nels appropriés.

Voici quelques notations utilisées dans le texte.

Soient z = (z;,..., 2,), ¥y=(T1,..., Z,), (P=m) des
points variables et x,= (#9,...,2,) un point fixe. Nous désigne-
rons par S, (z°; a) 1’ensemble de tous les points x = (r;, .., z,),
pour lesquels la distance de y = (z,,..., z,) & (2f,...,2;,) est
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inférieure & a > 0. L’indice y sera supprimé, si n =m, ou si
aucun malentendu ne sera & craindre.

On dira qu’ une propriété a lieu au voisinage du point z°
8’ il existe un nombre a >0 tel, que ladite propriété subsiste
pour tout x appartenant & la sphdre S, (2%, @); on 8’ exprimera
aussi que la propriété a lieu dans (z°).

E CF signifie que I’ emsemble E est contenu dans F.
Par xe E on veut dire que le point x appartient & 1’ ensemble E.
Le symbole E désigne I’ ensemble composé de E et de tous ses
points d’ accumulation : on dira la fermeture de E.

E-F désigne I’ensemble de tous les points z pour lequels
on axek, zeF.

(4, B) désigne le segment rectiligne et fermé dont les
extremités sont les points 4 et B.

7 désigne : égal par définition.

2. Soit donné un probldme (P) dont les solutions sont des
fonctions f{x) qui le satisfont aux points z’. Supposons que la
pature du probléme est telle que les axiomes suivants sont vé-
rifiés :

1. si f(x) est une solution de (P) au voisinage du point
z = 2° f(x) est continue dans ('),

2. st [ (z) est unme solution de (P) dans (2°), toute fonc-
tion g (x) coincidant avec f(x) dans (x°), en représente aussi
une.

L’ espace des points x et des valeurs y de f(x) peuvent
étre quelconques.

Nous nous proposons d’étudier d’abord des relations logi-
ques qui existent entre les conditions suivantes :

1. On peut trouver un nombre a >0 tel que, st
(& m) e S(° ¥°; a), il existe unicitement (') dans (§) une

(") Cela veut dire qu'il existe au moins une telle solution, et que si
* fi(x) et f3(y) sont deux solutions de () au voisinage de » = E, telles que

H1®) =12 (8), on a f(z) =/fp(z) dans (F).
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solution f(x) du probléme (P) au voisinage de x = § et telle
que 1= f(£).

11. Il existe une fonction y=7Y (x; & m) basée (*) dans
(x°; 2°, ¥"), telle que

1) si on la considére comme [fonction de x et des pa-
ramétres E, v, elle resoud le probléme (P) au voisinage de
(=, 2", %) (),

2) on a =Y (§; &, 1) au voisinage de £ =2a°, n=1°.

Il.a Il existe une fonction y=7Y (x; & ) basée dans
@, 2, ¥°), jouissant des propriétés 1) et 2) spécifiées dans IT
et continue dans le point (2°; z°, ¥°).

IL.b Il existe une fonction y=7Y (x; § m) comme plus
haut, mais continue dans (2°; 2°, ¥°).
Remarquons d’ abord, que la propriété II équivant
a la suivante:

11'. I1 existe deux nombres a>>0 et 6>0 tels
que si (& m) e S(«°, »°; b), il existe une fonction
y=/[(z) basée dans S(2°;a), y resolvant le pro-
bléme (P) et telle que n=/f(§).

En effet, supposons que II subsiste, et soient Y (z: £, M) et
a >0 choisis conformément a I’ énoncé de II. Fnvisageons un
nombre b >0 tel que

Sw(xo; , y; b)'SE,'q(xo; 2, y°; b) Csx,E,n(xo; 2, ¥°; a).

Soit (87, 7) e S(a, 3°; b) et définissons la fonction
fx) 7 Y(z; & v) dans S, (2°; b), ce qui a évidemment un sens
bien déterminé.” La fonction représente une solution de (P) au

(*) Nous préférons de nous exprimer qu’ une fonction est dasée dans
un ensemble E au lien de dire, comme d’ habitude, quelle soit définie,
puisque on sait bien qu’il existe des fonctions qu’on ne sait pas définir
effectivement.

(3 Cela veut dire qu'il existe un nombre a > 0 tel que, si
(=", «’, y') & S(=", =, ¥°; a) la fonction Y (x; &' y) resoud (P) an
voisinage de = = z”’.
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voisinage de tout point ze 8, (z°; b); donc elle est une solution
de (P) dans S, (z°; b). De plus on a %' = f(£'). Par conséquent
IT' a lieu. Réciproquement supposons 1I' et choisissons les nombres
a0 et b>>0 conformément & son énoncé. Soit (§,7) e S (2% ¥";a).
Il existe au moin une solution f'(z) de (P), telle que f(§) =1
est basée dans S, (2°; b). En en choisissant une (& I’ aide de
I’ axiome de Zermelo) définissons Y (z; § 7) dans S, (z°; b)
comme égale & f(z).

La fonction Y (x; &, %) ainsi trouvée est basée dans (z°; 2, ¥°)

et satisfait a la condition II.

On voit immédiatement que le condition IIb impli-
que IIa et celle implique IL ’

Nous verrons un peu plut tard que 1’implication in-
verse n’a pas lieu, méme si 1’on suppose L

3. Les conditions I e II sont indépendantes
mutuellement, ce qu’on peut prouver par des exemples trés
faciles :

Exemple: En considérant 1’ équation différentielle ordinaire
d
E:—z— =F(x, y), posons F (x, yy=0 pour y<<0; F(z, y)=c
pour >0, y=cz, ou 0<c<1l; F(z,y)=—c pour <0,

<1.

Cet exemple montre, que la propriété d’unicité I a lieu,
tandis qu’il n’existe aucune fonction Y (z; §, 7) satisfaisant
aux exigences de II.

y=—cz,ou 0<e<l1, et F(z, y)=% pour y >0, nﬁ

3
Exemple: La fonction Y (z; & 7) 7 (x—&+}/1]_)8, définie
3

partout, représente une, solution de I’ équation Z—z =Vy*. La
fonction Y jouit de la propriété IIb au voisinage du point
(0; 0, 0), mais I ne subsiste pas, puisque I’équation différen-
tielle admet outre Y aussi la solution y =0. Voici maintenant
un exemple trés simple qui montre que ITa n’implique pas
I1b, méme si 1’on suppose I:

Exemple : Considérons le systéme d’ equations :
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d d
d—'Z—'=F1(w, Yo %), d—f-—-n(x’ s Ya)s

ou Fy(z, v, %) 770 partout, et F, (z, 1, ys) =1 pour % =0
et =1 pour y,<0. Les intégrales du systdme sont des droites
o+ &=y, y;=const pour yo=0 et des droites a —z =1y,
ys = const pour y,<0. On voit sans peine que 1’ unicité I a
lieu au voisinage de x= y, = y, =0. La fonction Y satisfaisant
a II existe et est bien déterminée :

Y, (x; § m) = const

Yilo; & )= z+ (m—¥§) pour 7y =0
—z+ (nm+§ pour 7.0,
Y n’est continue que pour x =§. Par conséquant la pro-
priété Ila subsiste pour z =§{=wv,=1",=0 mais IIb n’y a
pas lieu.
Un peu plus bas nous construirons un exemple montrant
que I et II n’entrainent pas IIa.

4. Dans cette matiére il est intéressant de remarquer que
dans le cas de deux dimensions, donc en particulier
dans le cas d’une seule équation différentielle Z—-:-=F(m, y) les
propriétés I et II impliquent IIb. La source de ce
fait est de nature topologique et est en connexion avec deux
théordmes de M™ 8. Nikodym (‘) qui peuvent &tre réunis
dans I’ énoncé suivant :

Soit D 1’intérieuar d’une courbe simple fer-
- mée C du plan. Supposons, qu’on ait décomposé
D en des ares simples ouverts {K} jouissant des

propriétés suivantes:

(Y) Fund. Math. t. XVI, 1930, p. 7-16. Sur la décomposition du
cercle ouvert en arcs simples ouverts. Voir aussi t. XV, p. 263-270,
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1. leurs diamétres surpassent un nombre
positif fixe,
2. ils sont disjoints deux-ad-deux, méme si
on les ferme,
3. les deux bouts de chaque arc K ne coin-
cident jamais et appartiennent a C,
4. par tout point peD passe une courbe K.
Soit py, pry--es Pn,... une suite infinie de
points de D, telle que lim p,=p,. Désignons par
K,, (n=0,1,2,...) 'arc de la décomposition pas-
sant par p,. Dans ces conditions:
I. il existe un nombre a>>0 tel que ens d’acc
3Kn' S(po, a)* C K,
II. il existe un sous-arc ouvert L contenu
dans K,, contenant p, et tel que (*) L C ens lim K,.
Nous citerons les deux theéses par I°) et IIo.

5. En procédant au probléme qui nous occupe, supposons,
qu’ on ait un probldme (P) satisfaisant aux axiomes admis et
dont les solutions sont des fonctions y = f(x) réelles de la va-
riable réelle . Soit \x,, y,) un point du plan. Supposons que
les conditions I et II sont réalisées dans

(1) lz— | <<a, [E—a|<a, |M—uy|<a

pour y =7 (z; § 7).

Nous utilisons les théorémes I°) et II°) 4 la démonstration
que Y (z; & =) est continue dans (z,; %,, ¥,).

Soient (%9, ¥,), (%, ¥s) deux points du carré ouvert (1)
tels que

Y<YoYs-

() D' aprés Z. Janiszewski par ensemble d’ accumulation d’ une
suite | Ky | d’ ensembles on entend I’ensemble composé de toutes les limites
de suites de points xx, g Ex, 00 ks —c0: par ! ensemble limite de | En |
on entend 1'ensemble composé de toutes les limites de suites de points
an e Bn, (n=1,2,....). Z. Janiszewski. Thése.
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Les fonctions ¥ (z; x,, y) et Y (x; x,, y;) étant continues
d’aprés I’axiome admis, on peut trouver un nombre a@,~>0 ou
a, < a, tel que dans 2,—a, <z <<=z,+ a, leurs valeurs différent
de y, moins que de a. En vertu de I on y a:

Y(x: @y, y) <Y (25 2o, 93),s
de maniére que le domaine ouvert D:
2 — <ozt a, Y(z; a0, y)<<y<¥(z; 20, 45

se trouve contenu, méme aprés la fermeture, dans le carré ouvert.

Par tout point (& m)eD passe une courbe, définie par
y=1Y (x; & n). Elle est unique en vertu de 1’ unicité supposée I.
On voit, que nous nous trouvons dans les conditions des théo-
rémes de M™ S, Nikodym.

Désignons par 31{ ; les courbes de la décomposition de D.
Fixons un point (z, &, 1), ou (§,1)eD et xy—a,<z<x+ a.
Il ¢’ agit de démontrer que Y y est continue. Soit donc (z,,, &, , ,)
une suite de points satisfaisant aux mémes conditions et tendant.
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vers (z, & 7). Soient K et K, les arcs simples ouverts de la
décomposition, passant respectivement par (&, 7) et (£., 1.). Je
dis que:

(2) K C ens lim K,.

En effet, d’ aprés le théoréme II°, si un point de K appar-
tient & 1’’ensemble limite de K,, il en est de méme pour tous
les points de K se trouvant au voisinage de ce point. Mais
~ I’ensemble limite est un ensemble fermé; par conséquent il con-
tient K, puisqu’il contxeut (§ m). La relation (2) est ainsi
démontrée. )

Je dis maintenant, que

(3) D.ens lim K, C K.

Supposons, par impossible, que le point (¢', v') n’appartienne
pas & K et soit contenu dans D.ens lim K,. Si I’on pose

T#YE; & ),

ona % %7". Posons:
a0 —1"].
Soit ¢=>0 un nombre < a, et < a,, et choisi conformément

‘au théordme I°) de maniére, que si I’ on désigne par Q le carré
ouvert, centré en (&', %') et de coté 2¢, on a

4 | ens d’ acc (K,,Q) C K.

La courbe K, c’est-a-dire y=7Y(x; § n) étant continue, on
peut trouver un nombre & >0 tel que < e et que la relation

| z—§& |< & implique | Y (z; &, 1))—11”]<—;— quel que soit «.
Comme (', ") e ens lim K,, il existe une suite infinie de
points (£, 1) & K,,, telle que lim (&), n) = (€, 1)-
Pour la méme raison, il existe une suite infinie (&, 1,)e K, ,
telle que lém (&, m3) = (£, ). Done, a partir d’un indice » on a:
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E—BH<E 8, €—B<H<E b
5 ’ ' ” 3
Cr Y a>n4e, "<+

Pour les dits indices, le sous-arc de K, déterminé par ses bouts

s, M) et (&), M) coupe nécessairement le segment

®) Y=o, E—d<a<t+?

puisque Y (2, §,, n,) est une fonction continue de z.
Soient ‘p,l une suite de points d’intersection, ou p,e K,

(5117,'
S —
—
e e | &
%z | /
%/ I

et situés sur (6). En en extrayant une suite convergente |p, |,

on obtient une limite, soit p, qui est située sur le segment
(fermé) (6) et, par conséquent, on a, d’aprés (6), pour ses coor-
données

() Y0z, <t +3, 5, >1+ 5
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Mais, d’autre part, on a peens d’acc (K,-Q), ce qui,
d’aprés (4), entraine que pe K. Il en résulte que y, <7 + —;—,

ce qui est en contradiction avec (7). La relation (3) est ainsi
démontrée.

On voit que (2) et (3) subsistent aussi pour n’importe
quelle suite partielle | K, | extraite de | K,|;

(D-enslim K, CK

7 —) o

éKCens lim K .
n—> o

(8)

Cela étant posé, revenons au probléme de la continuité de la
fonction Y, ¢’ est-a-dire a la démonstration de la relation :

y="Y(; & n)=lim ¥ (z,; &, 7.),

si I’ on suppose que (z,; &,, M.) — (z; § 7).
Posons y, 7Y (x,; &, Ms) et extrayons de la suite de
points (x,, y,) une suite convergente (z, , y, ). En soit (z, )

la limite. On a: Z=limz, =ze(—a, % +a), donc
(x, YV e D.ens lim K. Done, on a, en tenant compte de (8):

_ n—y) oo
(z, y)e K.

Il en résulte que y =Y (z; § m) =y indépendemment du
choix de la suite convergente (x, , ¥, ). Par conséquant on a:

lim Y(xy; &0y M) =y =Y(x; § 7), ce qui démontre la conti-

n— oo
nuité en question.

Il est bien probable que la continuité de ¥ a toujours lieu
(si on suppose I et II) si les solutions da probléme (P) sont
des variétés &4 »—1 dimensions plongées dans 1’ espace a n
dimensions. Mous n’ insistont pas sur ce point.

6. Etablissons maintenant deux conséquences de I et IL.a
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Théoréme (®) Supposons que I et II subsistent.
Dans ces conditivns toute fonction ¥ (x;§ ) jouis-
sant dans (2°; 2°, °) des propriétés spécifiées dans
1’énoncé de II, coincide avec Y (r; §, 7) dans
@ ', 9.

Démontration. Supposons que la thése n’est pas vraie. Il
existe alors une suite de points (z,; &, 1.) — (2; 2°, ¥°) telle
que

(0) T Y (@ by M) £ Y (T £y M) -

Soit @ >>0 un nombre tel, que la propriété I ainsi que les
propriétés conformes a II' subsistent pour ¥ et pour Y (*) dans
zeS(2*, a); £eS(2°, a); e S(¥°, a). En vertu de la conti-
nuité de la fonction ¥ au point (2°; 2°, y°), on peut trouver
un nombre b >0, ou b<C a, de maniére qu’on ait:

(1) ‘ Y(x; & m)eS, (¥ a)
dés que

xe S« b), §eS(a°; b), neS(y°: b).
A partir d’ un indice » on a

(wn; em nn) € Sa: (xo; xoy yo; b) ' SE (xo; xo’ yo; b) 'Sn (xo; wo; yo; b)’

donc

(2 Y (2,; &3 M) €S, (4" a).
Puisque
®) Ta=Y (bt bu, M) =Y (a5 &y M),

() C’ est le théoréme de 1’ unicité locale pour 1’ intégrale générale et

normale.
() On sait, que II et II’ son éjuivalentes.
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on & nécessairement z, % &,. Par conséquent le rayon.
(4) x=&,,+t(z,.———€,.), t=0

issu de &, et passant par z, est bien déterminé. Le segment

rectiligne et fermé (§,, x,) est contenu dans S,(z°; d).
D’aprés (3) on a: Y(z; &, M) = Y(z; &, ma) pour

t =0, si I’on remplace x par I’ expression (4). Comme, d’aprés

1):
(en» "In) € Sa: (xo; yo; b) ° Sy (xo’ yo; b) C Sx (xo, yo; a) ‘ Sy (xo, yo; a)}

la fonction ¥ (z; &,, y,.) ainsi que Y (x; &,, 7,) représentent
au voisinage de x =§, des solutions du probléme (P), solutions,
passant par le point (§,, W), (voir (3)). En vertu de I cette
solution est localement unique. Par conséquent on a:

Y(2; by M) = Y (23 &y 1)

au voisinage de x =§,.
Donc il existe un nombre >0 tel que, si 0 <<f{<e, on a

Yt t@a—&; & M) =Y (G + 1 (@a—8); &) M) -

Soit ¢ >0 la borne supérieure des nombres e. Je dis que
¢ >1. En effet, dans le cas contraire, considérons le point
& Fht ol —t), 0<eu=<1.

Les fonctions Y (x; &,, M) et Y (z; &, m,) satisfont au
probldme (P) dans 8, (2°; b) donc, en vertu de I’ axiome elles
y sont continues. D’ autre part, le segment (£, x;) appartient a
8, («; b). Par conséquent :

lim Y (4t (@ —E); &y M) =lim Y (§a 4 t(@a— &) &uy M)
- t—~
0t<‘s% g 0-Z l‘s<o g

¢’ est-a~dire,

(5) Y (@; bay M) =Y (@5 &y M) -
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En désignant le nombre (5) par y’, on a d’aprés (1): y'e S(¢" a)
d’ou:

(6) ZeS(@, a), veS@, a).

Y (@; &, M)y Y (5 &4, M) satisfaisant & (P) au voisinage de =2’
et admettant des valeurs égales y' pour z==z', on a, d’aprés
(6) et I: Y (z; &, M) =Y (%; &, M) au voisinage de z =a',
ce qui montre qu’il existe un nombre e >>¢,, tel que

(M YA t@—E8); &y ) =Y Gt t(@a—4&); &y M)

pour 0 <<it<e. .

Il y a donc contradiction avec la supposition que e, est la
borne supérieure. Nous avons ainsi démontré que ¢,~>1 et, par
conséquent (7) pour ¢ =1. Donc Y (%,; &, M) = ¥ (ZTa; &uy M)
contrairement & (0). Le théoréme est ainsi démontré.

7. Voici maintenant un exemple qui montre que les pro-
priétés I et IT n’impliquent pas 1’unicité expri-
mée dans le théordme que nous venons de dé-
montrer. Le méme exemple montre en méme temps que
I et II n’impliquent pas IIa.

Construisons d’abord sur le plan (p, ¢) un faisceau de
courbes différentes dont la forme rappelle celle de la courbe

q=a.g_b(p+c)z,

ou a, b, ¢, sont des constantes positives. Le faisceau soit tel,
que toutes ces courbes soient tangentes au point (— 1, 1). Elles
s’ approchent asymtotiquement & 1’axe z dans les deux directions
de I’ infini. Sopposons que toutes les courbes, si I’on ne consi-
dére que leurs parties a4 droite du point (—1, 1) n’ont pas de
points communs deux-d-deux, qu’elles se trouvent contenues
entre deux courbes extrémes, désignées par C, et C, (courbe
supérieure, resp. inférieure) et qu’elles remplissent sans lacune
la partie D du plan enfermée entre C, et C,.
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Désignons par C, la partie gauche de la courbe dont C,
est la partie droite. Remplissons maintenant le domaine D' entre
Paxe p et la courbe Cy+ C, par les courbes qu’on obtient de
C; + 0, au moyen des tran-
sformations: p,=p, ¢;=X-¢q
ot A parcourt les nombres
0 <A< 1. Remplissons le
domaine restant D" se trou-
vant au dela de C; 4 C; par ‘
les courbes provenant de i o &
C; + C, par les translations :
Pr=p, =g+, O p
admet toutes les valeurs po-
sitives. Le demiplan ¢ >0
est ainsi rempli sans lacunes par les courbes construites de cette
maniére et forme une configuration, désignée par II.

Cela étant préparé, considérons dans 1’espace a trois dimen-
sions tous les demi-plans E:

y=scosp z=ssing, ou s>0, 0<¢o=<m.

X Plagons sur E, la confi-

\ guration provenant de II par la
transformation: ps=q (27— ¢),
gs=gq, et ajoutons 1’axe de .
au systdme de courbes ainsi obte-
97 nues dans 1’ espace. Tout I’espace
~_ sera comblé de courbes, qui

peuvent &tre considérées comme
des intégrales d’un systeme d’é-

\ quations

&8

"—=F(x, Y, x); =G(13, Y, x).

On voit, qu’ au voisinage suffisamment petit de z=y=2z2=0
y 4 g P
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par tout point passe une intégrale et une seule. La condition I
est donc réalisée.
Définissons les fonctions

(l) y=?l(x; e’ U C)*y x=l_’:(z; 5, My C)

de la maniére suivante :

si 7={=0, (1) représente la ligne droite coincidant avec
I’axe x;

si P4+C>0 et si le point (§, 7, {) posséde I’azimut ¢,
(0 <9p=<2x), trouvons dans la configuration II du plan p, q
le point (p, q) qui corresponde au point (& 7, {) de I’ espace;
le point (p, g) est bien déterminé. Alors, si (p, q) e C;, définis-
sons (1) de manidre qu’il représente la courbe cerrespondant &
C;+ C,. Dans le cas restant définissons (1) de maniére qu’il
représente ce qui correspond dans II & la courbe entidre, s’éten-
dant de — o jusqu’au + o, et passant par (p, q).

D’ une manidre analogue définissons les fonctions

y:‘-’?l(w; & £, z=§i(x; &m0,

mais en échangeant C, + C, contre C;—-C,. On voit que Y, et

Y sont deux fonctions qui ne coincident pas das (0; 0, 0, 0)
et malgré cela, elles satisfont & la condition II.

8. Voici une autre propriété importante qui résulte de I et
Ila. G’ est ce qu’on appelle loi de réciprocité pour les intégrales
générales et normales.

Théoréme: Dans le cas, ou I et IIa subsistent,
la fonction y=Y(z; §, n) dont il est parlé dans
I’6noncé de Ila jouit de la propriété suivante:
il existe un nombre 5>0, tel que, si z"e S(2°; b),
2 eS@; b), yeS@; b)), la relation

1) y'=Y(@E"; 7, y)
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entraine

yl= Y(zl; JJ”, yll).

Démonstration. Choisissons un nombre @ >0 tel que
1) Y (x; § m) est basée dans

8. (%5 2°, 3°; a) - Sg(2'; 2°, 4°; a)- S, («°; 2°, 95 @)

et y satisfait aux conditions de II,

2) I est satisfaite dans S (2°, 3°; a)- S, (2*, 3°; a).

En vertu de la continuité de Y au point (z°; 2°, ¥°) on peut
trouver un nombre b<Ca positif, tel que, si ze S(2°; b),
EeS(z° b), n=S(¥°; d), ona Y(z; & ) eS,(y°; a)

Soit maintenant (z''; 2', y') e S (2°; 2°, 9°; b), et supposons
que y"'=7Y("; o, ¢).

Je vais démontrer qu’ alors y' =Y («'; 2", y"').

Il suffit de supposer que z' % z'.

Montrons d’abord que 1’expression Y (z; =", y'') n’est pas
depourvue de sens, si ze S(z°, a). En effet, on a, d’ aprés ce
qui précéde: y"” e S,(y°; a); donc, puisque ze S,(z°; a) et
z'" e S, (=% a), le point (z; z'', y'') se trouve dans la base de
la fonction Y.

Considérons maintenant le rayon z=2"-4 t (2’ —2"),
t=0 issu de «” et passant par z'. Le segment rectiligne et
_fermé 0<<¢< 1 est contenu dans S, («°; b). La fonction
Y (z; ', y’) représente une solution du probldme (P) au voisi-
nage de x =z’ et passant par (z'', y"), puisque 3" =Y (z"'; 2" y"').

La fonction Y (z; «', y') est d’aprés (1) aussi une solution
‘passant par (z'’, y’). Par conséquant, d’ aprés (1) on a

Y(@; 2", y') =Y (2; @, ¥)

au voisinage de z =2z". Il en resulte, qu’il existe un nombre
e >0 tel que, si 0<t<s,

(2) Y (xll + t (xl —_ xl’) ; xll , yll) = Y (mll + t(zl ___xll) ; xl’ yl)'
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Soit ¢>0 la borne supérieure de tels nombres s. Je dis que
g > 1. Supposons le contraire : ¢,<< 1. Faisons tendre les deux
membres de I’ équation (2) vers la limite pour ¢<s,, t—>¢,.
En vertu de la continuité de Y par rapport & z, on trouve aibsi:
Y[xlr_l__eo(zl__zu); wu, yn) — Y[a:" + & (wl —(C"); (L", y’].
Posons: §Fa" +¢ (" —2”’). On a £eS(z°; b), d’ ol
Y(E, ', v")eS(y; a) ot Y (& 2, ¥') =Y (¢ 2, ¥).

Il en résulte, comme auparavant, que Y (z; 2", y') =
= Y(x; ', y) au voisinage du point = =§, ce qui prouve
que ¢, n’est pas la borne supérieure des nombres & doat nous
avons parlé plus haut. La contradiction obtenue ainsi nous
montre que & > 1. Par conséquent, on peut poser {= 1 dans
(2), ce qui donne: Y (2’; 2, y"")= Y (¢'; &' ¥'), ¢ est-a-dire
Y(@: 2", y') =y'. Lo théordme est ainsi démontré.

9. Voici maintenant un exemple qui montre que la pro-
priété de réciprocité peut étre en défaut, si I'on
ne suppose que I et II, et cela méme, si 1’ uni-
cité locale de la fonction Y (z; § 7) est garantie.

Considérons le systéme d’ équations :

d " .
d?;: =F€(x: %, yz), (7’=1’ 2)1

1
Fy(z, y,, y.)=—2n(w— ;) Ys

dans le cas, ol

T
% =tgna r=1,2..)

et oi >0 et y,>0, en outre, o F,(x, y,, ¥) =0 dans
le cas restant.

Notre systdme d’ é6quations, considéré comme le probldme (P),
jouit des propriétés I et II au voisinage du point z =y, =y, =0.
Les intégrales générales et normales sont localement bien dé-
terminées, donc localement uniques:



1\ 1\
nlf——) —nlr — —
Yi(@; & my, M) =mive ( ") ( ”).
Si =118 41, T+ m>0, et y(z; & i, )= dans

le cas restant.
Soit 56>>0 un nombre positif donné, et posons

,i b T
rgr =9 % o

"ll

4_1 ,_ b 1
37';;’ xdf?‘}‘;)

A partir d’ un indice 7 on a

(1) o |<<b, |n|<b, |n|<b,

et on trouve
b 2
Y ", ’ ’ ’ n(i_)
(&5 2y oy, Ys) =5 -6 )

donc une expression, qui tend vers « pour » — .
Il existe donc un indice suffisamment grand = tel que

(2) y'# Y\ (2" 2, yi, w) >b.

Cela est vrai, quel que soit 6>0.

Donc, si I’on envisage un nombre quelconque b >0, les
fonctions Y, et Y, ne définies que dans (1), comme ci-dessus,
Jjouissent de la propriété II et de I’ unicité locale au voisinage
de =y, =y, = 0. L’ unicité, exprimée par la condition I sub-
siste aussi.

Néamoins, si y,” = Y(2"; 2, 9., ¥}), on ne peut pas dire

que yi=T,(z; o, o, o), puisque Yy(z; 2", ul', i) est
depourvu de sens, d’ aprés (2) et la définition de Y.

10. Occupons nous maintenant des propriétés suivantes:

IIILA Il existe une fonction Y (x; § ) satisfaisant &
Ila, et, en outre, jouissant de la propriété suivante :
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A) On peut trouver un nombre b,™>0 tel que pour
chaque b, ou 0 <b<a, il existe un nombre a >0, tel que

si (o', ¥)eS (2, y°; a) et st f(x) est une solution de (P)
au voisinage du point x = ', telle que y' =[(z'), @l existe
un point (z”, y'")e S (2% y°; b) tel que f(x)=Y (=; z", ¥’}
dans (z'). '

HILB. Ii existe une fonction Y (x; § ), comme aupara-
vant, mais jouissant de la propriélé qui differe de la précé-
dente seulement dans ce qu’on remplace le cortége de quanti-
ficateurs de A) par le suivant :

B) <1l existe dex mombres a>0, b>0 tels que>.
En outre, nous examinerons les propriétés analogues pro-
venant de IIla, si 1’ on remplace 4) par:

C) «Il existe un nombre b,>0, tel que pour chaque b
o 0<Zb<b,, il existe un nombre a,> 0, tel que pour cha-
que a, ou 0 <a<ay»,
ou par:

D) «Il existe deux mombres a™>0 et b,™>0, tels que
pour chaque b, o 0 <b<by».

Remarquons, que ce sont toutes les combinaisons possibles
de deux quantificateurs, si on veut se placer au point de vue
des propriétés locales.

11. On voit tout de suite que IITA implique IIIB et
que IIIC implique IIID. Montrons que ITIID ne peut
pas avoir lieu, done, & fortiori, il en est de
méme pour IIIC.

Pour démontrer cela, supposons que III D subsiste, et trou-
vons des nombres a™>0 et b,~>O0 conformément & son énoncé.
Soit (2°, y') e S (2%, ¥°; a), ou y +y° et soit f(x) une solu-
tion (P) au voisinage de = = 2°, telle que y' = f(2°). Considérons
une suite infinie de nombres |4, }, o 0 <, <by, lim b,= 0.

Quel que soit =, il existe, en vertu de 1’ hypothdse, un
point (2, y.)e8 (2", ¢°; b,), tel que f(2)=7Y(z; 2, ¥3)
dans (2°); donc y' =Y (2°; =), u.).
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D’ autre part, la fonction Y étant continue au point

(2°; 2°, ¥°), on a .lim“Y(x; z), yu) =Y (2°; 2°, o) ="

Il en résulte que %=1y’ ce qui n’a pas lieu. La propo-
sition est ainsi démontrée.

12. En procédant aux conditions IITA et IIIB, montrons
que IIIB n’implique pas IITA, et cela subsiste
méme, si 1’on suppose les propriétés Ilb.

En voici un exemple.

3
Soit donnée I’ équation différentielle ordinaire : % =3}/37<
qui représente le probléme (P). Définissons la fonction
y=1Y (z; &, n),
en posant Y (z; 1, 0)3 0 pour tout =, et si (§ 7) % (1, 0)
posons

) Y(e; & 1) Fle—t +fn).

La fonction Y définie ainsi, est continue dans (0; 0, 0).
En effet si (z,; £,, 1) — (0; 0, 0), ou

(e &0, 1 5 (050, 0, ),

on a & partir d’un indice, le cas, ou (§,, m,.) * (1, 0) et, par
conséquent, la formule:

Y(:L‘"; &ua f"n) =(z,,—&”+ n:‘_)o

ce qui montre la continuité en question.
(1) représente une solution de (P) pour tout = et cela
quels que soient § et 7. La condition IIIB et verifiée : il suffit

1 .
de poser b=2 et a= 5 bour s’ en convaincre,
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Néamoins III A n’a pas lieu, si I’ on pose 0<b<%. En

effet, quel que soit a >0, si I’ on envisage le point (%, 0) et
la solution y =0 passant par ce point, il n’existe aucun point
(=", y") dans 8(0, 0; b) pour lequel on aurait 0 =Y (z; 2", y")

au voisinage de z = —g—. La proposition est ainsi établie.

13. Démontrons maintenant que, si 1’on admet I et
ITa, il en résulte IIIA. Soit 5°>0 un nombre tel que
I est satisfaite pour £e S(z°, %), ne S(y°; 6° et supposons
que Y(z; &, ) jouit dans ze §(2%6°), £e S (2°; %), ge S (y°; )
des propriétés, spécifites dans Ila.

Soit 0 < b<Cd" et posons azb. Choisissons le point
(', ¥)e8 (2°, ¥°; a) et soit f(x) une solution du probldme
(P) au voisinage de z=a', et telle que y = f(z'). On a
(=, ¥) e S(2° 3°; b). Mais Y (z; «', y') représente une solu-
tion de (P) telle que y'= X(2'; «', y'). Par conséquent, en
vertu de I on a:

Y(z; 2, ') = f(x) au voisinage de z=2'".

Nous avons ainsi démontré 1’ existence d’un nombre 6,0,
tel que, si 0 <b<Cb,, ou peut trouver un nombre a >0 de
maniére que, si (r', y')e8(2°, »°; b), il existe un point
(=", ¥')e8(2°, ¥°; a) — & savoir (", y") 7 (=, ¥'), tel que
Y(x; ", y") coincide localement avec f(z) au voisinage de
z=2'. La proposition est donc établie.

14. La dernidre propriété qui va nous occuper est la sui-
vante :

1V. 1l existe une fonction Y (z; §, n) basée dans (2°; 2°, ¢°),
y représentant une solution du probléme (P) et telle que: on
peut trouver un nombre @, >0 de maniére que, si 0<la <a,,
il existe un nombre >0 tel que, si (z', ¥') e 8 (2°, »°; &) il
existe un point y'eS(y"; @) pour lequel Y (z; »°, y') =
=Y (z; ', ) au voisinage de z= z'.
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Démontrons que IV subsiste, si 1’on suppose I
et Ila.

Soit @,>0 un nombre tel que I et Ila sont satisfaites dans
le a, - voisinage du point (2°; 2°, 3°). Soit 0<Za<Ta,. Trou-
vons, en vertu de continuité de Y au point (z°; 2°, 3°), un
nombre b >0 de maniére que, si

zeS (2% b), £e8(2°50), 7neS(y50),
on ait toujours

Y (x5 & ) eS(y'; a).

Cela étant posé, prenons un point (z', y') e S(z°; 3°; 4). On a
Y(°; 2, ¥)eS(y°: a). Donc, si I’on pose

(1) ¥'7Y (2% 7, 9),
on a
(=°, ¥") e 8,(2°, ¥’; @) - S, (2°, ¥°; a).

Le nombre b une fois trouvé, comme plus haut, il est évi-
dent que, si I’on diminue b, la raisonnement peut &tre repris
sans changement. .

On sait que I et IIa entraine la loi de réciprocité. Diminuons
donc le nombre b de manidre qu’il soit conforme & I’ énoncé
de cette propriété. Par conséquant, (1) entraine: y=Y (z; 2°, y"').

Il en rosulte, que Y (z; 2°, y"') et Y (z; 2', ¥') coinei-
dent dans (z').

15. En résumant les études que nous venons d’ exécuter,
on peut dire, que ce sont les propriétés indépen-
dantes I et 1Ia qui entrainent toutes les consé-
quences dont on a besoin dans les principes de
la théorie locale des équations différentielles.
Pour obtenir le cas régulier, jusqu’au superflu,
il suffit d’admettre I et IIb.



