RENDICONTI
del

SEMINARIO MATEMATICO
della

UNIVERSITA DI PADOVA

SALVATORE CHERUBINO
Sulla teoria delle equazioni algebriche

Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova,
tome 6 (1935), p. 1-8

<http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1935__6__1_0>

© Rendiconti del Seminario Matematico della Universita di Padova, 1935, tous
droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Rendiconti del Seminario Matematico
della Universita di Padova » (http://rendiconti.math.unipd.it/) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=RSMUP_1935__6__1_0
http://rendiconti.math.unipd.it/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SULLA TEORIA DELLE EQUAZIONI ALGEBRICHE

dr SaLvatore CRERUBINO @ Messina

Un recente lavoro di Colucei (') m’invita a tornare sopra
un mio teorema (*) che qui completo con qualche osservazione
che valga a metterne in rilievo 1’ interesse ed indicando due casi
di eccezione (*), che ne precisano la portata.

Aggiungo alcune proprieta delle trasformate razionali delle
equazioni binomie, che, pur essendo indipendenti dalle osserva-
zioni di cui sopra, .habnno con queste in comune lo scopo prin-
cipale e non mancano d’espressivita.

i. Avvertiamo una voiia per tutte :

che le equazioni, i polinomi, le funzioni razionali, le forme
quadratiche e le matrici qui considerate sono sempre (a coeffi-
cienti) reali;

che con a indichiamo il numero complesso coniugato di a;

che dicendo che i numeri a e § sono distinti e non com-
plessi coniugati intendiamo che le coppie non ordinate (a, ),

() Sopra ¢ polinom:i definiti [Atti Accad. Najpoli, vol. XX, serie 28,
n. 12 (1934 - XII)).

(%) Su le forme associate ai polinomi [Questi Rend., anno II, n. 2
(1981 -IX)] n. 2.

(®) I primo di essi era gid stato da me rilevato sin dal 1931 ed indi-
cato, a mano, sugli estratti della Nota precedente. Con 1’ occasione avverto
che nella stessa Nota, nell’ enunciato del teorema del n. 6 a pag. 12, invece
di dirsi.... «sono assoctate tutte le forme» eotc., deve dirsi «¢é associata
una stessa forma », ete.
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(B, B) non coincidono, quindi che, se almeno uno dei 2 numeri
& reale, sia semplicemente a % §;

che quando diciamo che un polinomio & reduttibile o non
vogliamo intendere che lo & 1’ equazione che si ha eguagliandolo
a zero e che la reduttibilita o I’irreduttibilita han luogo nel
campo di razionalitd definito dai coefficienti (o in altro esplicita-
mente dichiarato).

Osserviamo infine che, com’® ovvio, due polinomi sono
linearmente dipendenti allera e solo che differiscono per un fat-
tore costante ciod quando e soltanto quando posseggono le stesse
radici con le stesse molteplicita.

2. Un polinomio f(z), di grado 2m, soddisfi all’identita
(1) (@) =t (@) — %2 (2)°

con y; © ¥, polinomi di grado non superiore ad m, linearmente
indipendenti, Ponendo

@) p@=xn@+r@), ¢@) =1 —x@

segue |’ altra identita
(8) f(x) = o ()¢ (2)

coi polinomi ¢ e ¢ entrambi di grado m e linearmente indi-
pendenti.

Viceversa, da quest’ ultima, posto le (2) si risale all’iden-
titd (1), Ed avendo supposto ¢ e ¢ di grado m e linearmente
indipendenti, saranno tali anche ¥, e %, (uno solo necessariamente
di grado m, 1’ altro di grado <<m).

Osservigi che I’ identita (3), con le condizioni imposte a ¢
e ¢, si verifica allora e solo che le 2m radici di f(z) siano
ripartibili in 2 gruppi non coincidenti, ciascuno di m radici, e
tali che se la radice a appartiene a un gruppo vi appartiene
anche la radice @. Per la non coincidenza dei 2 gruppi - che
diciamo gruppo ¢ e gruppo § — occorre ovviamente che vi sia
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(almeno) una radice a che (insieme ad «, se & non & reale)
appartenga ad uno solo dei due gruppi, oppure figuri, per es.,
nel primo piu volte che nel secondo. Allora esisterd anche una
radice 8 che (insieme a B se B non & reale) appartiene soltanto
all’altro gruppo oppure figura nel secondo pit volte che nel primo.
Cio esige che f(x) possegga (almeno) due radici distinte
non complesse coniugate (le radici « e B di poco fa).
Aggiungasi, che quando m & dispari, ciascun gruppo ¢ o ¢
deve necessariamente possedere (almeno) una radice reale, sicche,
pur verificandosi la condizione precedente, la ripartizione richiesta
& impossibile nei 2 casi seguenti :
1.° quando m & dispari ed f(x) & privo di radici reali,
2.° quando m & ancora dispari ed f(x) possiede due (sole)
radici reali coincidenti con le rimanenti 2(m—1) imaginarie
ed esauribili con la stessa coppia di numeri coniugati (nel qual
caso i 2 gruppi ¢ e ¢ coincidono).
In ogni altra eventualita (‘) la ripartizione & sempre effet-
tuabile, onde pud affermarsi che:

(#) Le altre sono le seguenti :

a) m & dispari e vi sono 2 radici reali distinte con le rimanenti
2m — 2 imaginarie, oppure 2 radici reali coincidenti e 2/ — 2 imaginarie,
ma con 2 coppie distinte di radici coniugate.

b) m é ancora dispari e vi soso 2A> 4 radici reali, quindi p=
=m—h>m — 2 coppie di radici immaginarie coniugate. Allora potra
scegliersi p"+ p”"=p e 2p" < m e porre p’ coppie di radici imaginarie in ¢,
—1 ., m-41 7

I3 »

g P T T
se 2h>m + 1, basta prendere p' =m —h, p'' =0].

¢) m & pari e non vi sono radici reali (ma almeno due coppie co-
niugate non coincidono).

d) m & apncora pari e vi sono 2k > 2 radici reali, quindi p =
=m — h <m coppie di radici imaginarie coniugate. Si potra allora porre
p'4+p"=p con p’ >p” e 2p'> m, 2p'"" <m etc., come nel caso b)

p”’in ¢, (se 2k <m + 1 basta prendere p’=m

[Se 2h <, si prenda p’=%, p"=/’—'21'——h; se 2h> m, si prenda

p'=m—h, p” =0].
e) m é qualunque e le radici sono tutte reali (ma due almeno sono
distinte). :
La dimostrazione sopra esposta coincide, salvo la forma e la maggiore
estensione, con quella della Nota cit. (3).



Salvo ¢ due casi limiti sopra indicati, ogni polinownio d¢
grado 2m che possegga (almeno) due radici distinte mon com-
plesse coniugate & sempre differenxza dei quadrati di 2 polinomi
di grado non superiore ad m e linearmente indipendenti.

OsservazioNE. Se la indipendenza lineare di y; e ¥, quindi
quella di ¢ e ¢, non & pil richiesta, non occorre fare alcuna
ipotesi su f(z). E per ottenere che il grado di y;, e ), sia sempre
non superiore ad m, basta escludere soltanto il primo dei 2
casi limiti (quello di m dispari e delle radici tutte immaginarie) (*).
La dimostrazione di questo fatto & ovviamente analoga alla pre-
cedente, ma riesce molto pii semplice e pilt breve.

3. 1l risultato precedente, nella mia Nota cit. (), era stato
anche presentato sotto una forma pili espressiva, che ne precisa
I’ interesse. Val la pena di riportarla, per avere I’ opportunita di
aggiungere una non inutile osservazione,

Indicando con y lo (m - 1)- complesso orizzontale (y,,
Y1y+-+y Ynm) € CON @ una matrice simmetrica di ordine m -1,
si dice che la forma quadratica :

4) ? Yoy Y1y oy Ym) =y a- -y, ()

& associata ad f(xr) quando ha luogo I’ identita

(5) Questa osservazione esprime un fatto pili generale di quello segna-
lato da A. Covrucct fra le pagg. 7 ed 8 della Nota cit. (') (raggiunto dall A.
servendosi di una trasformata di TscurrNzausen e di un’osservazione sui de-
terminati simmetrici a matrice). A questo proposito aggiungo che, a causa
di un equivoco sul significato della frase «radici distinte non complesse co-
niugate» CoLucor (com’egli scrive pregandomi di avvertirlo) aveva erronea-
mente creduto che il suo risultato emendasse I’ enunciato sopra esposto, con-
tenuto nella mia Nota cit. (2. Nuovo, invece, potrebbe dirsi il risultato suc-
cessivo della nota di Coruccr, (alla stessa pag. 8): questo é perd anch’esso
contenuto nella dimostrazione di cui sopra, pel caso che i 2 polinomi x, e
Xe Possano superare il grado m .

(6) Con y_; si indica I’ (m 4 1)- complesso verticale che ha gli stessi
elementi di y . In generale, con a_; si indica la matrice trasposte di a. Qui
facciamo uso, pil sistematicamente, del simbolismo del calcolo con matrici.



(5) f@)=Xa-X,, X=(@", 2"",..., 2z, 1)
ciod 1’ altra
(5,) f(g;)—_—(P(x", xm_lv-"a z, 1),

che si riducono entrambe a relazioni lineari fra i coefficienti di
¢ e di f(x). Se ¢ & di caratteristica due ed indice d’inerzia zero,
ciod se ¢ & differenza dei quadrati di due forme lineari in
Yoy+++y Ym, linearmente indipendenti, /() risulta differenza dei
quadrati di due polinomi di grado non superiore ad m e linear-
mente indipendenti.

La proprietd, causa la identitd (5), & ovviamente invertibile,
quindi :

Sotto le stesse ipotesi (e le stesse eccezioni limiti) del-
I’ enunciato precedente, f(x( ammette una forma quadratica
assoctata di caratteristica due ed indice d’inerxia xero. E vi-
ceversa (7).

Orbene, la pi generale matrice (simmetrica) dei coefficienti
di una forma quadratica di.caratteristica due ed indice d’inerzia
zero, a meno dell’ ordine delle righe (e delle colonne), si scrive (°):

© D | D
) "o D|%,Dx x)

essendo D la pii generale matrice simmetrica, di ordine 2, a
. determinante negativo e A la piu generale matrice a 2 righe ed
m—1 colonne. Percid, se nella (5) si prende per a la matrice
(6), (=) risulta il pia generale polinomio di grado 2m sod-
disfacente alla proposizione del n. 2, al di fuori dei soliti 2 casi
eccezionali. )

(") Segue che, ogni qued velta si trovi una forma quadratica, associata
ad f(x), che abbia caratteristica 2 ed indice d’inerzia zero, la riduzione di
questa a forma canonica abbassa la risoluzione deli’ equazione f(z)=0 a
quella di due equazioni di grado m[¢(®¢)=0 e ¢ (z)=0].

(8) Cfr. la mia Nota: Un’applicaxione del ealcolo di matrict alla teoria
delle forme quadratiche [Rend. Ist. Lomb., vol. LXII, 1929}, n. 1.



Ma anche questi possono essere rappresentati sotto la forma
generale (5), lasciando la matrice D completamente arbitraria
(ma simmetrica, di 2° ordine e non nulla). Ed invero, se f(x)
é privo di radici reali, esso (a meno di un fattor costante) &
necessariamente somma dei quadrati (°) di due polinomi di grado
<, linearmente indipendenti, sicché per includere la prima ec-
cezione, occorre e basta poter prendere anche |D|>0. E se
f (x) presenta la seconda eccezione, esso & necessariamente qua-
drato di un polinomio di grado m, sicché per includere questa
eccezione basterd poter prendere | D|=0, nel qual caso la ca-
ratteristica della (6) & uno (sarebbe zero solo se D fosse nulla).

Concludendo :

se a é la pi generale matrice simmelrica di ordine m +1
e caratteristica <2 (ciod assegnata dalla (6) con D matrice non

nulla ma simmetrica e di ordine 2) nelle (5) é rappresentato il
piu generale polinomio di grado 2m ().

4. Passiamo alle trasformate razionali dell’ equazione
7 y"t'—A4=0.

Esse, com’é noto, si ottengono tutte eliminando y fra questa
e la relazione

(8) r=ay"+a,y" " +...+}a,

al variare di a,, @,..., a, in tutti i modi possibili (nel corpo
reale).

(®) Cfr. I'altra Nota: Sulle decomposizioni tn somme di quadrati dei
polinomi definiti o semidefinite. [Ibidem], n. 1 e).

() Si noti che nella (6) vi sono 2m + 1 quantitdi (reali) arbitrarie,
2(m—1) in X e 3 in D, cioé tante quanti sono i coefficienti di f(x). Si
tenga anche presente che, come del resto abbiamo gid osservato altrove, se
si impone la sola condizione | D| >0 la (5) ci da il piu generale polinomio
definito o semidefinito e che imponendo solo 1’altra |D|=0 scriviamo il
pit generale polinomio quadrato di un altro.
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Applicando il metodo di Sylvester, dopo facile riduzione, si
ottiene come trasformata

(9) F(ay, a,..., a,, A; 2)=[(2) =
ao al ceee an_l a,,——x

= aQ, ag ... a,—x Aao =0

a,—zx Aay.. Ada,, Aa,,

che si ottiene dal circolante dei ceefficienti a,, a,,..., a, to-
gliendo x dagli elementi della diagonale secondaria e moltipli-
cando per A tutti i termini al disotto di detta diagonale.

Se n-41 & dispari, la (7) ammette una sola radice reale,
quindi f(x) ne ammettera anch’essa una sola oppure, oltre
questa, una o pilt coppie di radici reali coincidenti. Se n + 1
& pari, la (7) possiede due o nessuna radice reale, secondo che
A=Z0; in corrispondenza, f (r) possiederd una o nessuna coppia
di radici reali distinte oppur no, mentre le altre radici risulte-
ranno, a coppie, imaginarie coniugate o reali coincidenti. Per ogni
altro riguardo, con opportuna scelta dei coefficienti a,, a,,..., a,,
le radici di f(x) possono fissarsi ad arbitrio. Quindi, per n-} 1
pari, secondo che 420, la (9) ci da la piu generale equazione
le cui coppie di radici sono immaginarie coniugate o reali coin-
cidenti, salvo una coppia che dev’ essere di radici reali non
necessariamente coincidenti, oppure ci fornisce il pil generale
polinomio definito o semidefinito, di quel grado (").

Ricordiamo, a questo punto, che un notevole risultato del
Caperur (**) ci assicura che la (7) & irreduttibile, nel campo di

(1) Questo risultato, per 4 =1, & stato ottenuto, allo, stesso modo
come qui sopra, da A. Coruccr, nella Nota cit. ('), ». 6. Si tenga presente
che quando quest’ A. dice definito intende definito o semidefinito.

('?) Sulla reduttibelita delle equaxiont algebriche. [Rend. Acc., Napoli,
1897-1898, note I, Il e III]. Cfr. anche G<ornale di¢ Matematiche, Napoli,
vol. XLI, (1904).
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razionalitdi R definito dai numeri a,, @,,..., a,, 4, allora e
solo che 4 non & potenza di un numero di R, con esponente

divisore di » + 1, e se inoltre, quando » - 1 sia multiplo di 4,
non possa porsi 4 = —4 a*, con a appartenente ad R,

Se la (7) & reduttibile in R, & certo tale anche f(z). Se
la (7) & irreduttibile, la (9) lo sard anch’essa, oppure, com’®
noto, avra le sue radici tutte della stessa molteplicita » > 1.
Percid, per assicurarsi della irreduttibilita di f (), oltre.a sod-
disfare alle condizioni del CapeLLI, occorre e basta assicurarsi
che non si annulli il suo discriminante.

Si pudé dunque enunciare :

Affinché il polinomio [(x) assegnato dalla (9), supposto
gia privo di radici multiple (**), risulti definito (ciod privo di
radici reali) ed srreduttibile nel campo di razionalitd R asse-
gnato da ay, a,,..., a,, occorre e basta scegliere (n+ 1 parc
ed) A in questo campo evitando i walori positivi, le potenze
des numeri di R con esponenti divisori di m-+1 e, quando
n—+1 sia multiplo di 4, ¢ valori del tipo — 4 o', con a ap-
partenente ad R.

Una condizione necessaria e sufficiente perché la (9) dia un
polinomio definito, non necessariamente irreduttibile, non sembra
esprimibile con altrettanta semplicita ().

('3)"Per ay, a,, ..., an generici, il discriminante di f(x) dipendera
da A, quindi questa condizione si potra verificare anch’ essa escludendo altri
valori per 4. .

(4) Per 4 <0, e'se non vi sono radici multiple, f(z) & certo definito,
ma non & vero il viceversa. Tutti e soli i polinomi definiti possono pero aversi
dalla (5) [Cfr. la Nota cit. (°), n. 6 )] prendendo per a la piu generale
matrice caratteristica di una forma quadratica definita (non semidefinita).



