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SOPRA I POLINOMI TRIGONOMETRICI DI FEJER (*)

di Sivio CiNquiNt @ Pisa.

Sunto. — Sotto la sola ipotesi che la funzione f(x) sia integrabile (nel
senso del LeBEsGUE) e periodica, di periodo 2=, si dimostra nel § I: 19) che
I’ integrale, esteso ad un insieme E misurabile, del suo polinomio trigonome-
trico di Fesgr, tende sempre all’ integrale, esteso ad E, della funzione f(z);
20) che gli integrali dei polinomi trigonometrici di Festr sono funzioni equias-
solutamente continue.

Queste proprietd vengono estese, nel § II, alle funzioni di due variabili,
integrabili (nel senso del LkBescur) e doppiamente periodiche, di periodo 2.

E noto che integrando termine a termine, su un qualunque
intervallo, la serie di Fourikr di una funzione f(z), integrabile
nel senso del Leseseue e periodica, di periodo 2, si ottiene 1’in-
tegrale della f{x) sull’intervallo considerato. Inoltre, se esiste
un numero a >0, e del resto comunque piccolo, in modo che

anche la funzione |f(z)|'** sia integrabile, il teorema ora ricor-
dato & valevole anche quando, piu generalmente, I’integrazione
sia estesa ad un qualunque insieme di punti misurabile ().

E pure noto che per le serie doppie di Fourier valgono
proprieta analoghe a quelle ora citate (2).

Nel presente lavoro mi propongo di vedere sotto quali ipo-
tesi i teoremi ora richiamati sono valevoli per i polinomi trigo-

(*) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale
Superiore di Pisa.

(") L. ToneLLr — Serie trigonometriche (N. Zanichelli, Bologna 1928)
Cap. VI; § 2, nn. 128 ¢ 130 a).

(?) L. TowseLwi, ibidem, Cap. IX, § 4, n. 194; si richiama 1’ attenzione
del lettore sulle ultime due righe del n.® citato.
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nometrici di Fefr in una e in due variabili, e di dare qualche
altra proprietd di questi polinomi.

Nel § I, che & dedicato ai polinomi in una variabile, dimo-
stro dapprima, direttamente, che sotto la sola ipotesi che la fun-
zione f(x) sia integrabile (nel senso del LiBeseuk) e periodica di
periodo 2=, I’integrale del suo polinomio trigonometrico di Festr
tende sempre all’integrale della funzione f(x), I’integrazione es-
sendo estesa ad un qualsiasi insieme di punti misurabile. Provo
poi che, sotto 1’ipotesi ora ricordata, gli integrali dei polinomi
trigonometrici di Festr godono della equiassoluta continuita; da
questa proprietd e da un noto teorema di Lkseseue si deduce
nuovamente il precedente teorema.

Nel § II, estendendo opportunamente il procedimento del § I,
dimostro analoghe proprieta per i polinomi trigonometrici di
Festr in due variabili. Fra queste proprietdi & da mettere in ri-
lievo quella che, sotto la sola ipotesi che la funzione f(x, y)
sia integrabile nel senso del LeBuseur, e doppiamente periodica,
Iintegrale del suo polinomio trigonometrico di Feifr, esteso
ad un qualunque insieme di punti superficialmente misurabile,
tende sempre all’integrale della f(z, y), esteso allo stesso in-
sieme.

Questa proprieta viene anche qui provata direttamente e, a
differenza dal caso dei polinomi in una sola variabile, non si
potrebbe dedurre dalla equidoppia assoluta continuitd degli inte-
grali doppi dei polinomi trigonometrici di Fisfr in due varia-
bili, se non sotto le ulteriori ipotesi nelle quali & valida I’ esten-
sione del teorema di LeBeseur ai polinomi di Fwitr in due va-
riabili (3). .

Le proprieta dimostrate nel presente lavoro per i polinomi
di Fwér sono analoghe a quelle che il ToneLLt ha stabilito per
i polinomi di -StikLTyes in una variabile (!) e che ho recente-
mente esteso ai polinomi di SmeLtiks in due variabili (5).

(® L. Tonkrur, ibidem Cap. 1X, § 4, n. 187.

(*) L. Tonxru1, Sopra alouns polinoms approssimativi. (Annali di Mate-
wmatica pura e applicata, s. I, T. XXV (1916), pagg. 275 e segg.); § I.

(5) 8. Cinquini, Su una propricta dei polinomi ds Stieltjes. (In corso
di stampa nei Rend. del Circolo Matematico di Palermo, (1934)).
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Si puo aggiungere che il procedimento del presente lavoro
permette pure di dimostrare proprietd analoghe anche per i poli-
nomi trigonometrici di De La Vaciée Poussiy in una o due
variabili.

§ 1.
1. - Teorema 1.

Sia f(®) una funxione integrabile (nel senso del Lrprssuk)
ne)l’intervallo (0, 2x). Considerata la sua serie di Fourikr

Qo
flx) ~~ % a,+ Z (ay cos nz + b, sen nex),

n=1

si ponga

. »
8, () =%a.,—|— Z (@ncOS nx + b, sen nz),
nax0

p—1

1
Op(.t)=-‘: an('r)’ ®=1,2,....)

—9

Allora, se E ¢é un insteme di punti di (0, 2z) misurabsle, ¢

”l_n;lw leﬁ" (x) dx =£f(s)d£.

a) Si definisca la funzione f(z) in tutto (— oo, + ) me-
diante la periodicita, di periodo 2z, e sostitnendo f(27) con /(0).
Si ricordi che o, () pud mettersi sotto forma di integrale (%)

T

1 2 sen p u\?2
(1) o, (z) = " fF(z + 2u) (_seTP;[) du,
0 ;

(®) L. ToweLLi, Opera citata in ('), Cap. III, § 3, n. 58, pag. 170.
11 . 1
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ove 8i & posto
(2) F (2 + 2u)= f(z + 2) + f(z— 2u).

Cid premesso si osservi che, per un risultato stabilito dal Towrkr-
L1 (7), la funzione f(x 4 ?), considerata come funzione delle due.

variabili e ¢, & superficialmente integrabile nel campo definito
dalle disuguaglianze

Ir<2r, —r<i{<2r—zx,

e quindi, essendo periodica, di periodo 2z, anche nel campo

0<r<2rm, 0<<t<2rm,

percid f(x-2u) & superficialmente integrabile nel campo defi-
nito da

0<zr<2rm, l<s<u<m=.

Tenendo ora presente che f(x + 2u) &, come funzione della w,
periodica, di periodo =, dalla (2) si deduce che F (x4 2u) @
superficialmente integrabile nel campo A, definito dalle disu-
guaglianze

0<z<2rn, osus-—;—.
Esséndo poi, per ogni Ogus—;-, e p=1,
sen . u
(3) sen u =,
ne segue
sen pu \2

sen «

P (e + 20) (S ) <2 Pt 20

(") L. Tonewwy, luogo cit. in (4), § I, n. 2.
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sen P-u ) superficialmente in-

e pereid il prodotto F(z 4 2u )(

tegrabile in tutto il campo A.
b) Sia E un insieme misurabile di punti di (0, 2x), e si

consideri la differenza / o, (z)dz — f f(x)dx.
E

Per la (1) si ba

1 2 sen L u ]
/c () d. —;—/ fo-l—Z)(senu)du,
E

E 0

e per quanto si & provato alla fine dell’a) & applicabile il teore-
ma del Fupivt (%) sugli integrali multipli ed &

—Zdz[ﬁ'x+2u)( s::n“uu )2 u =
1 sen pu \?
=p.—[fF(a;+2)( )dxdu=

n
2

1 [/ sen pu \? '
T ﬂ—%—n‘&—) du F(Z + 2“) dx

v E

. - . . T
Indicato con & un numero positivo e minore di 5 e del resto

per ora qualunque, e posto

(®) G. Fusmv, Sugli integrali multipli. Rend. R. Accademia dei Lincei,
Serie V, vol. XVI (1907), pagg. 608-14.

11% %
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[

_ 1 [/senpwn)?
I,= ﬂp/( p— ) dufF(x—f—Zu)dx—ff(w)dx,
0 E ¢

E

oA

_ 1 sen .«
p-/( pov— )du F(x -+ 2u)dx,

E

(4) o, (@dx— | f(x)de=1I,+1,.
[ |

&y

Preso un €>>0 ad arbitrio, per un lemma stabilito dal Towkr-
u1 (%), & possibile determinare un & >0 -abbastanza piccolo, in

modo che, tenuta presente la (2), risulti per ogni |u|<C —62—,

[P+ 2wie—2 [ pe)ar 4 n),
E E

con

(5) , ()] <e.

Si fissi ora & << %; ¢ allora

sen gLu sen . u\2 ,
L= [up.f( sen —llff(x)dx—{—np] senT) n () due.

Siccome o

-]
(6) 0 2 f( Sen p v )2du<l,

T sen u
0

(®) L. TownELLI, ludgo cit. in (4}, § I, n. 6.
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e, fissato 8, per p—> o, &

2
) 2 [( sen p u )du-—)l,
Ty
0

& possibile determinare un intero N,>0, tale che, per ogni
w>> N,, risulti, tenendo conto anche della (5),

8

€ 3e
(8) |Il|<'z'+—2—=—r-

Dall’altra parte, prendendo il modulo di I,, tenuta presente la
(2), per la periodicita della f, risulta

7: —8 2n

L)< 2 flf(x)wz

T sen‘ ]

e pertanto & possibile determinare un intere N, >0, in modo
che, per ogni g > N,, sia

9) |Iz|<—2*-

Prendendo il modulo della (4) e tenendo presenti le (8) e (9)
risulta, per ogni p. maggiore del piu grande dei due numeri

N, e N,,
(]c”(x)dx——ff(x)da:i e,
B B

e con cio il teorema & dimostrato.

Osservazione. — Il teorema del presente n.® é ancora va-
lido anche se I’insieme E non é contenuto in (0, 2x), purché
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sia contenuto tn un intervallo dv lunghexxa finita e la funxio-
ne [(x) sta integrabile (nel senso del LrBrseuve) in (0, 27) e
sia periodica di periodo 2w (9).

2. - Teorema II.

Sotto le ipotest dell’ enunciato del n. precedente gli integrali

f op(x)dx, (n=1, 2,...) sono funxioni equiassolutamente con-

tinue nell’ intervallo (0, 2).

Siripetano innanzi tutto le considerazioni fatte nell’a) nel n.® pre-
cedente. Per quanto si & allora detto, la funzione f(z) é integrabile in
tutto ’intervallo (— =, 3x) e percid, preso un e >0 ad arbitrio, & pos-
sibile determinare un 6> 0, tale che, per un qualsiasi gruppo di in-
tervalli (ai, B), (¢==1, 2,...s"), appartenenti all’intervallo (— =,
3x), non sovrapponentisi, in numero qualunque (finito) e soddi-

(1) L’ ipotesi che E sia contenuto in un intervallo di lunghezza finita,
¢ indispensabile, perché la funzione f (%), supposta integrabile in (0, 2x) e
periodica di periodo 2x, pud non essere integrabile su un insieme di punti
non contenuto in un intervallo finito, come risulta dal seguente esempio:

Sia f(z) = e per ogni altro valore di =

2)x
si definisca f(r) mediante la periodiciti, di periodo 2x; f(x) é integra-
bile in (0, 2x).
Si consideri 1’ insieme I costituito dai punti appartenenti agli intervalli

della successione [2(r—1)1:,2 (r—1)n+ ri ], (r=1,2,...). I é& misura-

xt
bile ed & m (I)= Z— =% . Ma si ha, per la periodicita della f(x):
L
2(r—1)1:+ r
1 —_—dr = ——1:—d$= ';—, (T=1,2,..-),
2Vx 2Vz
2(r—1)n 0

e quindi la fanzione f(xz) non & integrabile sull’ insieme I.
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&
sfacenti alla disuguaglianza Z (Bi— ;) <6, sia
=1
¢ B

fo(r)az <s.
=1 a;

Considerato allora un qualsiasi gruppo di intervalli (a,, B,
(f=1,2,... s) di (0, 2x), non sovrapponentisi, in numero qua-
lunque (finito) e tali che sia

8

(10) Y B—=)<0,

=1
si osservi che da quest’ultima disuguaglianza segue, per qualun-

que OSus—g—, la

2 [Bit 2u) — (2 20)] <0,

t=1

ove si intenda di prendere contemporaneamente i due segni su-

periori o i due inferiori. Pertanto, per qualunque 0 <<u << %,
risulta
s Bit2u
Y [ e | <,
=l + 2u
ossia
s B

(11) fo(xi-2u)dz <e.
=1

7]
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I Bi
Considerata ora la somma Z f o, {z)dz, procedendo in modo
i=1
a

analogo al n.® precedente, si ha

: T
s B L8 e 2
_ sen p.u _
] L e =
o T 0

]
2

:n_p.z_/ /F(m—k??t)(sen»};&?‘) dx du =

I

s Bs
1 2
— [(S"“ *‘“) dufF(x + 2u)du =
nT e=H sen u
o

a

o (et [ s oo
0

=1 o

Prendendo i moduli e tenendo poi conto della (11) risulta

& mp) \ senw
i 0

i=1

i /p‘cp (x)d= gl T(ﬁini"i) 3 ; f‘f (x +2u)dz | +
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e siccome
T
H \2
(12) 2 f(seu p.u) du=1,
TP senu
0
si deduce '
s Bi
Z]cp(t)dx <e.
$=l a‘

Questa disuguaglianza, che & valida per qualunque p, e per un
qualsiasi gruppo di intervalli (a,, B)), (¢=1,2,...s), soddisfa-
centi alla (10), e che si trovino nelle condizioni allora indicate,

prova che gli integrali '[cp (z)dz, (p.=1,2,...) sono in (0, 2x)
funzioni equiassolutamente continue.

Osservazione. Quanto si ¢ osservato alla fine del n.° pre-
cedente puo ripelersy per il teorema del presente n.0

3. - Corollari del teorema II.

a) Siccome per un noto teorema di LeBEseUE in quasi tutto
(0, 2m), per p—» o, & o, (z) — f(z), dal teorema del n.® prece-
dente, in virtu del noto teorema d’integrazione per serie di Vi-
1aLl, si deduce nuovamente il teorema del n.° 1.

B) Dal teorema del n.° 2. risulta che anche gli integrali

jlcll (x)l dzx, (n=1,2,...) sono, in (0, 2x), funzioni equiassolu-

tamente continue, e percid, tenendo presente un noto teorema di
LeBescur, in virt del teorema di Viraui, citato nell’a) del pre-
sente n.% si ottiene immediatamente la seguente proposizione, per
la quale & pure valida I’ osservazione fatta alla fine del n.° 1:

Sotto le ipotest dell’ enunciato del n. 1, se E ¢é un insie-
me masurabile di punti dv (0, 27) é

li dx = dz .
p_l';ﬂm£l°p(x)l 2 /Elf(xn .
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§ 1L
4. — Teorema 1II.

Sia f(z, y) una funxione superficialmente integrabile (nel
senso del Leescue) nel quadrato fondamentale Q =[0 <z <<2=;
0<<y < 2x]. Considerata la sua serie doppia di Fourixr

Qo
Z N » [@... . COS mz cOs ny + b, , sen mzx cos ny -

m,n=0
-+ c¢... cos mx sen ny + d,, , sen mz sen ny] ,
dove ¢
1
)\,,,‘,,=T, seé m=mn=0,;
=-%—, seé¢ m=0, n>0, oppure m>0, n=0;
=1, se¢ m>0, n>0,
st ponga
[TR
Sy (%, Y) = Z Z Mo [@m, o COS Tz COS NY + b, , SOD MZ COSNY
m=0 n=0
+ Cu,n COS mz sen ny -+ d,, , sen mz sen ny] ,
1 p—1 v—1
°p‘v(z’!l)=Tw— Z Z Sma(T:8), (B=012,..; v=1,2,..).
m=0 n=0

Allora, se E ¢é un insieme (superficiale) misurabile di puni:

& Q é
lim ffop’v(x,y)dxd;y=fff(z,y)dxdy.
E E

B,V —) 0

a) Si sostituiscano i valori della f(z,y) corrispondenti ai
punti (z,y), tali che z =2%, 0<y< 2=, con quelli relativi
ai punti (0,y), ed i valori corrispondenti ai punti (z,y) tali
che 0<<z<{2x, y=2x, con quelli relativi ai punti (z,0);
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si sostituisca poi f(2m, 2n) con il valore f(0,0), e si definisca
la funzione f(z,y) in tutto il piano (,y), considerandola come -
funzione periodica, di periodo 2=, sia rispetto ad x che rispetto
ad y.

Si ricordi che o, ,(x,y) pud mettersi sotto forma di inte-
grale doppio (1)

(13) o, v (%, ¥)=
" T
2 2

. sen pu \%/senvv\?
u‘pw [f (x+2u,y-}+2)( senu)(senv)dudv’
0

ove si & posto

(14) Fx+2u, y+2v) =f(z+2u, y + 2¢) +
+flx+2u, y—20) + flo —2u, y+20) 4 f(z —2u, y—2v).

Cid premesso, si osservi che per un lemma, che ho dimostrato
in altro mio lavoro (!2), la fanzione f(z + ¢, y -} 1), considerata
come funzione delle quattro variabili z, y, ¢, t, & integrabile nel

campo definito dalle disuguaglianze

0z < 2m, 0<<y<2m,

(15)
—r<=t<2n—z=x, —y=<t<2r—y,

e quindi, per la doppia periodicita di periodo 2=, & integrabile
anche nel campo definito dalle prime due delle (15) e dalle
0<t<<2r, 0<<rt<2m;

percid f(z + 2u, y -+ 2v) & integrabile nel campo definito dalle
prime due delle (15) e dalle:

(1) Vedi L. TowneLLr, Opera cit. in ('), Cap. IX, § 4, n. 184,
(1?) Vedi 8. Cixquini, luogo cit. in (5}, n. 2.
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I<u<n, 0<v<m.

Osservando che f(z + 2u, y 4+ 2v) &, come funzione delle
u e v, doppiamente periodica di periodo =, tenuta presente la
(14), risulta che F (x4 2u, y-{2v), considerata come funzione
delle quattro variabili =z, y, w, v, & integrabile nel campo B de-
finito dalle disuguaglianze

0<z<2r, O0<y<2m, 0£ns-%--, OSvS—%.

Per la (3) del n.° 1 anche il prodotto

86 %[ se 2
Fl@+42u,y+ 21’)( “'”‘) (s“‘”’) :

sen « sen v

risulta integrabile nel campo B.
b) Sia E un insieme (superficiale) misurabile di punti di Q
e si consideri la differenza

£fop,v(x, y)dzdy—L[f(x, v)dzdy.

Per la (13) 8
ffa,.,m, y) dz dy =
E

=
K3

1 sen p.u\? (senvv)\?
= = ffdxdyf .[F(x+2u,y+2v)( en ) (senv) du dv,
E 00

e siccome per quanto si & provato alla fine dell’a) & applicabile
il teorema di Fusmv sugli integrali multipli, risulta (analogamente

al n° 1)
/fcp’v(x, y)dzxdy =
E

]
7
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™

T
227
2 2
_ 1v[ (senp.u) (senvv) dudvf F(z+2u, y+ 2v)dz dy.
E

sen % sen v

v

C

. - . . ®
Indicato con & un numero positivo e minore di 5 © del resto

per ora qualunque, e posto

3 2 . .

1 sen p.u\% [ sen vo .
I‘_'n:“p.vf f( sen % ) ( sen v ) dudvf[F(”+3u»y+2v)dxdy—
0 E
- ﬁ (@, 9) dz dy,
T N
)

2
I 1 (sen i u) (qen v 1, dudo jJ F (24-2u, y+-2v)dz dy,

sen u sen v
3 .

T

2
2 2
f (sen p,u) (senvv) du dv f F(z42u, y+4-2v)dzdy,
> E

sen % sen v

=‘ltz v[
p'o

=
2 2

sen p.u\*® [senvv)\? i
vf f (senu) (senv) dudv f F(z4-2u,y+2v)dz dy,
E

3

si ha

(16) ﬂop,v(z, y)dxdy —j[f(x, ydzdy=I,+1,+1,+1,.
E

Per un lemma che ho altrove dimostrato (}3), preso un e >0
ad arbitrio, & possibile determinare un & >0 abbastanza pic-
colo, in modo che, tenuta presente la (14), risulti, per ogni cop-

(%) Vedi S. Cinqurny, ibidem, n. 4.
12
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pia (u, v) tale che Ju?--v? << Z— )

ﬂF(x+2u, vt20 dsdy=4 [ 1tz ) dady -+ 1, 0),
J K
on )

(17 |7](uav)|<s°

Si fissi ora & << 8__
272

sen pu \2 ( senvv )2 o
h= Ltﬂ:.vff( senu) sen v ) du dr llfff(x,y)dzdy-}—
E
32
1 sen pu \2 /senvv\?
+1:*v;sz( senu) ( sen v ) 1 (u, v) dudv.,
00

Prendendo il modulo e tenendo presenti le (6) e (7) del n. 1,
& possibile determinare un intero N,>>0, tale che per ogni
coppia di interi p, v entrambi maggiori di N,, risulti tenendo
conto anche della (17),

& allora

€
5 -

I

€ e
(18) II‘|<T+T

D’altra parte, prendendo il modulo di I, e tenendo presente la
(14) per 1= doppia periodicitd di f, si ha

2uy  sen*d

hl<— (F-1) [[ 17, 9)1dzas,
Q

e quindi & possibile determinare un intero N; =0, tale che, per
ogni coppia di interi p, v, entrambi maggiori di N,, si abbia
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(1) ni<

Inoltre, prendendo il modulo di I, per la (14) e per la doppia
periodicita di / risulta

™
3 2
senp,u sen v v\? [
|I°|£1r‘p.v_[[ senu (senv) dudv“/|f(x, y)ldz dy,
Q

e tenendo conto della (6) del n.° 1 si ha

T
2
2 sen vyov\? )
| I,] S—;\; f( Son v ) dv (]/ | f(z, v)|dz dy)
3 Q
ed anche

™
|I.|s2—(——)f £, )| dedy

Ty sen 8

e si pud quindi determinare un intero N;> 0, in modo che,
per ogni v>> Nj;, si abbia

(20) 15l < 5

In modo analogo si pud determinare un intero N, > 0, in modo
che, per ogni p> N, sia

. &
en n<

Dalla (16), prendendo i moduli e tenendo presenti le (18), (19),
(20) e (21) si deduce che per ogni coppia di numeri p, v, en-
trambi maggiori del piu grande dei numeri N,, N;, N;, N, &
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e con cid il teorema enunciato & provato.

Osservazione. - Il teorema del presente n.® é ancora va-
lido anche se I’insieme E mon é tutto costituito di punti di Q,
purché sia contenuto in un campo finito e la funzione f(z, y)
sia in questo campo doppiamente periodica di periodo 2x, e
sia in Q integrabile nel senso del Lebesgue.

5. - Teorema IV

Sotto le ipotesi dell’ enunciato del n.® precedente gli integrals

f[o”’v(x, ydxdy, pn=1,2,...; v=1,2,...) sono, nel qua-

drato fondamentale Q, funzioni equidoppiamente assolutamente
continue.

Si ripetano innanzi tutto le considerazioni fatte nell’ @) del
n.o precedente. Per quanto si & allora detto la funzione f(z, )
risulta integrabile nel quadrato Q@ =[— 7 < z < 3=;
— % << y << 3=}, e percid, preso un ¢ >0 ad arbitrio, & possi-
bile determinare un 6 >0, in modo che, per ogni gruppo di
rettangoli Ri=[ei<z<B; n<=y<¥&), (=12,...5)
contenuti nel quadrato @', in numero qualunque (finito), a lati
paralleli agli assi coordinati, senza punti interni a comune, e
tali che sia

> (@ al) (8 — 1) <O,
=1

risulti

< €.

,;gmmmn

Considerato allora un qualsiasi gruppo di rettangoli R=[a,<<x<_f,;
Wn<<y<2d], ¢=1,2...5), in numero qualunque (finito), con-
tenuti nel quadrato’ fondamentale @, a lati paralleli agli assi
coordinati, senza punti interni a comune e tali che sia
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(22) Z Bi—a) Bi— 1) <8,
=1

si osservi che da quest’ultima disuguaglianza, segue, per qua-

lunque coppia u, v, con 0 << u < —g—-, 0<v< -g— la seguente

Z [(B: = 2u) — (o 1 20)] 1(3 + 20) — (1 + 2v)] < 6

ove si intenda che i segni che precedono la u siano sempre con-
cordi e cosi pure quelli che precedono la ». Pertanto risulta

s Bit+2u ¥ +2
Zf [ (@, y)dzdy|<e
=1

o +2u v+ 20

ossia

(23) f f(z + 2u, y + 20) dzdy | <<

=1

Considerata la somma Z f f s, v (%, y) d¥dy, procedendo in mo-

do analogo al n.° precedente, si ha

ng u,v (@, y) dzdy =

T T
1 s . 2 2 2 2
. . . sen pu\2(senvv _
= Fw ‘_E fd:v dyb[ b[ (x4-2u, y—|—2v)( om0 ) (senv) du dv

Ry
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1 . oo [580 p2e\2(sen v v\? _
= — /f / F(x+2u, y+21)(m) (senv) dxdydudv=
0

™
1 N 2 9 Bi &i
— sen p. u\2%(sen v
B Z/f )( on ) dltd@[/}i‘(w +2u, y + 2v)dxdy =
00

% Y3

Ty senu | \ senv

2 n\2 s
= _1 j(sen P~u) (senvb) amdvz f[F(x + 2u, y+ 2v) dx dy .
0 i

Prendendo i moduli e tenendo presente la (14) in virth della
(23) risulta

=
2
2/a 2
fo uv & Y)dzdy | < f [(sen p.u) (benvv) dude X
= senu | \senv

-0 0

’”+2M, y—2v)dzdy| +

X //fx‘l‘zu,y—l—ZL)dzdy
=1

‘_

+ l_lfff(ﬂ'-‘ 2u, y+2v) dedyl+ Z/ff(x—2n, y—2v)dx dy€<

T T
2 2 )
sen u senyr\:
® dudv,
n- P‘V sen lt sen v

e quindi per la (12)
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Questa disuguaglianza che & valida per qualunque coppia di nu- °
meri interi ., v, e per un qualsiasi gruppo di rettangoli
R,, (1,2,...s) soddisfacenti alla (22) e che si trovino nelle

condizioni allora indicate, prova che gli integrali /fc y (x,y) dedy

sono, nel quadrato fondamentale €, funzioni equidoppiamente
assolutamente continue.

Osservazione 1. - Quanto si é osservato alla fine del n.°
precedente, puo ripetersi per il teorema del presente n..

Osservazione 1l. — A differenza dal § 1, dal teorema del
presente n.° non pud dedursi il teorema del n. precedente, se
non con 1’aggiunta di ulteriori ipotesi relative alla funzione f.



