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NUOVA ESPOSIZIONE, SU BASI GEOMETRICHE,
DEL CALCOLO ASSOLUTO
GENERALIZZATO DEL VITALI,

E APPLICAZIONE ALLE GEOMETRIE RIEMANNIANE
DI SPECIE SUPERIORE.

di Exea Borrororrt a Cagliars

. Introduzione

In un gruppo di ricerche svoltesi fra il 1900 e il 1910 il
Prof. Pascan, come & noto, ha costruito una interessante teoria
delle forme differensiali di ordine e grado qualunque ('), basata
sull’uso‘di certe formazioni a carattere invariantivo, che in parte
sono generalizzazioni dei simboli di CrristorreL per le forme
differenziali quadratiche. Per fare di questa teoria un vero e
proprio ‘ calcolo differenziale assoluto,, restava perd a compiere
un passo essenziale : la costruzione di un algoritmo che potesse
tenere il luogo della derivazione covariante del Ricci. Questo
passo ha potuto compiere recentemente (ponendosi in ipotesi
meno generali circa la forma assunta come fondamentale) il
Vriraur (%); il quale, guidato da vedute geometriche (a cui avro
pii innanzi occasione d’accennare : . 5, fine) e valendosi di
appropriate notazioni, particolarmente di un geniale artificio: di
rappresentare con una sola lettera un intero gruppo d’indici, e
riuscito a costruire un calcolo assoluto del tutto analogo a quello
classico di Ricci, ma sostanzialmente basato, anzich® su di una
forma differenziale quadratica del primo ordine, piu in generale

(*) Ved. 3, 1909 (Il numerp si riferisce all’ Indice ‘Bibliografico: 1’ av-
vertenza valga anche pel seguito).

{?) Ved. 32 (1927), 34, 36 e spec. 65 ¢ 80. Ved. anche 21.
1 %
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sulla forma quadratica d’ordine m qualunque (m=1, 2,...) (®
che esprime, su di una V, riemanniana in ambiente euclideo,
il quadrato scalare del differenziale me-esimo, d™P, del punto
variabile (*).

Di questo calcolo il ViraLr stesso e la sua fiorente Scuola
hanno indicato numerose e interessanti applicazioni alla geome-
tria delle varieta riemanniane; i piu notevoli di questi risultati
si trovano esposti nell’opera, gia ben nota, “ Geomeiria nello
spaxio hilbertiano ,, (85, gia cit.) dello stesso Autore.

Gia da alcune delle applicazioni ideate dal ViraL: (ad es.: dalla
rappresentazione analitica delle quasi-asintotiche 1, ;: 34, pp.
427-428) appariva come lo strumento analitico da lui costrnito
dovesse prestarsi bene allo studio delle proprieta differenziali
d'ordine >>1 di una V,, e particolarmente, delle proprietd inva-
rianti in quelle trasformazioni che secondo il Bompiant vengono
dette ‘‘deformazioni (metriche) di specie superiore,, della varieta
(11, 1916, p. 628). Condizione preliminare per una tale applica-
zione sistematica era perd il liberarsi dall’ ipotesi restrittiva, cui
il calecolo del ViraLi era soggetto, che ciascuno dei successivi
spazi osculatori alla varietd nel punto generico dovesse avere
sempre la massima dimensione possibile: mentre .i casi cosi
esclusi, in cui (come si dice) la varietd rappresenta una o pia
equazioni a derivate parziali, appaiono essere proprio quelli di
maggiore interesse, sia nell’ aspetto analitico che in quello geo-
metrico (*). .

Partendo da una conveniente (e assai naturale) estensione
del trasporto parallelo secondo Levi-Crvita, per la quale non oc-
corre alcuna speciale ipotesi circa le dimensioni degli spazi oscu-

(3 A proposito di ordine e di grado di una forma differenziale mi rife-
risco alle definizioni del PascaL (3, p. 23 e seg.).

() Cfr. 34, pp. 413, 421; e ved. il n. 9 del presente lavoro.

(®) Un gruppo cospicuo di ricerche proiettivo— e metrico—differenziali
del Bowmpiaxt si volge appunto allo studio di tali varieta, cioé a quella che
potrebbe dirsi una ‘* teoria geometrica delle equazioni a derivate parziali,,.
Nell’ Indice Bibliografico unito al presente lavoro sono rammentate soltanto
le ricerche (del BomPIANI) attinenti al problema delle deformazioni di specie
superiore. Una estesa memoria sull’ argomento, dello stesso A., é in corso
di pubblicazione.
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latori, ho potuto ad un tempo affrancare il calcolo del ViraLi
dalla restrizione sopra accennata, e ottenere rappresentazioni
geometriche espressive dei relativi operatori - differenziali. M’&
sembrata non priva d’ interesse la ricostruzione, su basi pretta-
mente geometriche, che cosi si consegue pel calcolo del Virani:
ad essa ho dedicato la parte I del presente lavoro. Naturalmente
mi sono limitato alle linee generali e a quegli sviluppi che pote-
vano presentare qualche carattere di novita, tralasciando in ge-
nere tutto quanto si trova gia esposto (se pure sotto altra forma,
e relativamente al caso in cui le ipotesi restrittive dette poco
sopra 8’ intendono soddisfatte: ‘‘ caso normale,,) nel libro o in
altri lavori del VitaL.. A proposito della forma dell’ esposizione:
non mi sono valso qui della rappresentazione funzionale del
Viraur (il quale, come & noto, riguarda la varieta riemanniana
come un ente di uno spazio funzionale: lo spazio helbertiano) ;

_ bensi dell’ ordinario calcolo vettoriale per gli R, euclidei, che
del resto ne &, in sostanza, un caso particolare, e ne puo tenere,
sotto ogni riguardo, il luogo quando ci si limiti a considerare
varietd a un numero finito di dimensioni (°).

La II Parte di questo lavoro contiene I’ applicazione dei
risultati analitici della I Parte allo studio della geometria rieman-
niana coi mezzi e secondo le vedute poco sopra accennati: in
complesso mi sembra che lo scopo propostomi, ciod di fissare le
basi di uno studio delle proprietd d’ordine 1 di una V, che
proceda in modo (per quanto & possibile) analogo a quello, classico,
delle proprieta d’ordine 1, sia raggiunto in modo soddisfacente.

Ma verro ora ad una esposizione un pd piu dettagliata del
contenuto del lavoro. La prima Parte consta di tre Capitoli.
Nel 1° Cap. dopo il richiamo di alcune nozioni preliminari (n. 1)
svolgo gli elementi dell’Algebra tensoriale per quei sistemi asso-
lati, ad uno o piu indici di classe qualunque, definiti su V,,
che io chiame * tensori specializzati come V,,, (n. 3): soggetti
a certe condizioni nei riguardi degli indici di covarianza, e do-
tati di una certa arbitrarieta nei riguardi di quelli di controva-

(®) Ho invece utilizzato la rappresentazione funzionale in una esposizione
schematica dei pit essenziali risultati della presente ricerca, in corso di
pubblicazione negli ¢* Armr Istiruro VENETO,, (82).
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rianza. Prima perd prendo in considerazione i casi particolari
del tensore fondamentale della metrica (n. 2) e dei vetfori (n. 3):
che oltre ad essere i casi piu interessanti, sono di per sé gia
sufficienti ad illuminarci nei riguardi del caso generale.

Nel Cap. 2° mi volgo alla Analisi tensoriale dei tensori,
specializzati come V,, a indici di classe qualunque (sofferman-
domi, anche qui, sul caso piu semplice, quello dei vettori):
pervengo ad essa (come sopra ho accennato) per via geometrica,
mediante una opportuna estensione della nozione di equipollenza
(e parallelismo) di Levi-Civira (n. 4), che da luogo appunto (e
in ipotesi piu generali di quelle dell’ A.) alle derivate covarianti
del Viracr (nn. 5, 7). In relazione col * differenziale assoluto,, (il
differenziale che corrisponde alla derivata covariante ora detta)
di un vettore ho 1’ occasione d’introdurre (n. 5) il lensore di
curvatura euleriana di specie m (gia sotto altra forma presenta-
tosi anche al 'Vrum); tensore che avra poi svariate applicazioni
nel seguito. Studio in modo particolare (al n. 6) i * simboli di
CHrisToFFEL generalizzati ,, mostrando come sia possibile espri-
mere tutti i simboli dé¢ classe m per le componenti del tensore
fondamentale di specie m e le loro derivate prime: il che ha
notevole interesse geometrico. Dalle formule di CHRrisTOFFEL gene-
ralizzate, che esprimono il modo di trasformarsi dei simboli ora
detti, ricavo una interessante costruzione ricorrente dei coefficienti,
du*
oub’

Nel Cap. 3° espongo (n. 8, 9) vari risultati particolari di

delle formule di trasformazione dei tensori.

differenziazione : che riguardano il differenziale (assoluto) di
specie m + 1 di un vettore di o, (ciod: dello spazio m-oscula-
tore), i differenziali successivi di un vettore di o,, e i differen-
ziali & ux, ‘ differenziali m-esimi del Pascavr,, che sono in sem-

plicissima relazione con certe espressioni differenziali &™),
172 h

introdotte appunto dal PascaL. Mediante le ¢™u* (I’indice a
essendo di classe m), e il tensore fondamentale di specie m, si
pud costruire la forma fondamentale completa (®,,) di specie m
della V,, che & il quadrato scalare di d"P; la conoscenza di
questa forma, sufficiente per costruire il calcolo assolute dei ten-
sori ad indici di classi <<m, vale anche a determinare quella
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che chiamo geometria tntrinseca (tangenziale) di specie m della
V,: geometria delle proprieta invarianti per deformazioni o ap-
plicabilitd di specie m secondo il Bompiax.

A questa geometria & dedicato il Cap. 1° della Parte II,
ove anzitutto stabilisco (n. 10) gli elementi sufficienti ad indivi-
duare una varietd nel gruppo delle deformazioni di specie m ora
dette : la forma fondamentale completa di specie m, oppure un
sistema di m forme del 1° ordine e dei gradi 2, 4,..., 2m,
assai semplicemente definite per mezzo dei temsori di curvatura
euleriana : le quali non differiscono che per fattori numerici dalle
forme L: introdotte in altro modo (per le superficie) dal Bompraxi.

La geometria intrinseca di specie m (ciod la corrispondente forma
®,) pud assegnarsi a priori, indipendentemente dall’ esistenza
di un ambiente euclideo d’ immersione, come nel caso notissimo
m =17 Non sono ancora in grado di dare una risposta esau-
riente a tale questione; ho stabilito (n. 11) un gruppo di rela-
zioni certo mecessarie fra i coefficienti di &, per I esistenza di
una V, corrispondente: resta a vedere se esse siano, o no, anche
sufficients. Ho esposto (al n. 12) lo studio di alcune piu essen-
ziali nozioni e proprietd invarianti per le deformazioni di. specie
m, fra le quali segnalo la nozione di m-—parallelismo, che con-
tiene in particolare quella delle m-geodetiche, dovuta al Bompiant;
e un cenno sul tensore di curvatura riemanniana di specie m,
qui definito mediante considerazioni geometriche affatto analoghe
a quelle che si seguono usualmente pel caso m =1 (basate sul
trasporto ciclico per parallelismo). Mi limito a un breve cenno
(n. 13) su quella che pud chiamarsi la geometria intrinseca
rormale di specie m di una varietd riemanniana.

Infine nel Cap. 2° della II Parte studio brevemente le pin
essenziali proprietd d’ordine m di una V, che non hanno carat-
tere intrinseco di specie m ; le quali ciod non ammettono una
enunciazione in cui soltanto intervengano le lunghezze d’ arco e
le prime m — 1 curvature (scalari) delle curve tracciate su V,.
Nell’ espressione analitica di queste proprieta figura invece in
modo essenziale il tensore di curvatura euleriana di specie m,
mediante il quale ad es. si stabiliscono agevolmente le rappre-
sentazioni analitiche di quelli che io chiamo sistemi quasi-coniu-
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gati %, .1, in particolare delle linee quasi-asintotiche ¥, i1

del Bowmrian, e della forma angolare di specie m, che esprime
I’angolo fra due o, infinitamente vicini (h. 14); e le condizioni per

I’ esistenza di una V,, di data geometria intrinseca (tangenziale e
normale) di specie m in un ambiente Ry, che generalizzano le
classiche equazioni di Gauss, di Copazzi. di Kiane (n. 15).

PARTE I*

IL CALCOLO ASSOLUTO GENERALIZZATO
DEL VITALI

Car. 1° - Nozioni preliminari - Algebra teunsoriale

1. - Qeneralita, notaxion:. Sistemi assoluti a indict dt classy
qualunque. Sia P= P (u', «*,..., w*) un punto variabile su di
una V, (varieta riemanniana) di Ry (spazio euclideo), sulla quale
le w(r, s, t...=1,2,..., n ora e nel seguito) sono coordi-
nate curvilinee. Supponiamo che gli indici «, B, ¥,... varino
nella totalita delle combinazioni con ripetizione delle classi 1,
2,...,mdi 1, 2,..., n (m=1 qualunque). Se a=r,ry... 7,
(ove 7, 75... 7, © una qualunque delle combinazioni ora det-
te, e quindi 1<<h<m), chiamiamo rango di a«, e indichiamo
con pa (65, p. 155) il numero (k) delle cifre di a; per a va-
riabile, chiamiamo classe di a il numero massimo (m) delle cifre
da cui a pud essere costituito. Supposto sempre a =7, r....7,,
(h = pa), poniamo

o P

ou du™ ... du™

W) Pa=

I vettori Pz, con pe<<m, determinano la giacitura dello
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spazio m-osculatore alla V, nel punto P generico (°); spazio che
designeremo sempre, secondo ViraLi, con o, (65, p. 211). In ge-
nerale, p. dei vettori P saranno fra loro indipendenti, con

nSpSv=n+(n+l)+ ‘“+(n—|—m-—1)=

2 m

2

(e, naturalmente, anche p<< N, perche la ¥, si pensa immersa
in un Ry). Diciamo per brevita caso normale il caso in cui &
.=y, ciod i v vettori Po sono tutli indipendenti (0 ancora: il
o, generico & un 8y); in effetto & questo il caso pit generale
quando sia N=v.

I valori o stati di un indice a di classe m si possono coor-

dinare ai numeri 1,'2,..., ylv= -+ m —1}; e cio puo farsi
m -

in v! modi diversi; ma vi & una legge maturale di coordina-
mento (*) a cui ci riferiremo quando occorra.
Per un eambiamento

(3) w=u @, ..., a")

delle coordinate curvilinee in V, i vettori P. subiscono una

() cioé: dello spazio proiettivo di minima dimensione contenente 1’ in-
torno d’ ordine 7 del punto P sulla }°,; o ancora, dello spazio d’ apparte-
nenza degli S,. osculatori in P a tutte le curve delle varieta uscenti da /.
La denominatione : spaxtio m—osculatore (0 S(m), o S(m, 0)) & quella adot-
tata dal Bompiani, mentre altri parla di spazto m-—tamgente (TErrRAcCINI,
Virau) o (m - 1)tangente (Deu Przzo). Ved. 1, 5, 29, 34.

(®) Siavo B, v due stati dell’ indice variabile « di classe m; intenderemo
che B preceda y se Pg <p‘f’ oppure, ove sia Pg =pT’ se, disposte entro 8

e y le cifre in ordine tale che ciascuna sia < della successiva, la prima
cifra di B che non é uguale alla corrispondente di y ¢ minore di questa.
Cfr. Viraur, 65, p. 154. Diremo allora che gli stati di « sono disposti
nell’ ordine naturale.
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trasformazione lineare invertibile (°); i cui coefficienti si indi-

-
cheranno, secondo Viraut (65, p. 156) con 31{ ; per pg=pg=1,
%
ed a =7, B=s, essi in effetto si riducono alle derivate parziali
on” .
P Abbiamo dunque
=  du* oa* —
(4) PB=_8—a—3— «, P5=au3 Py, (Pa, Pa_<_m)
oa* . S A
ove le T sono naturalmente i coefficienti della sostituzione
: w
inversa ; onde segue
ou* oa¥  ou¥ oJa* o

5 — = & 10
(%) oY oub oab  ouY B )

' - o . oo ou® ou”*
Le espressioni effettive di questi coefficienti — (e ——| per
oab oub

Po © Pg qualunque per ora non ci occorrono (). Osserviamo
soltanto che & certamente

() Ved. 65, p. 16), e 172, La cosa & geometricamente prevedibile, per-
ché la dimensione p del o, non pud dipendere dql sistema di riferimento
scelto. .

(19 8’ intende bene che a==8 [« FB] vorrd dire che e B sono [0 non
sono] la stessa combinazione con ripetizione di 1, 2,..., n. Nelle (4), (5)
e sempre nel seguito adottiamo, estesa al caso attuale degli indici composti,
la convenxione di sommmaxione : intendiamo cioé che réspetto ad ogns indice
che in una espressione monomia & ripetuto due volte st debba esequiré la
somma dei termini che st ottengomo dal monomio supposto facendo percor-
rere a quell’ indice ¢l campo di variabilitc che gli ¢ assegnato. Nel nostro
caso il campo ¢ definito dalla condizione paﬁm, 0 pY_<_ m 5 cioé I’ indice

« 0 y deve percorrere tutte le combinazioni con ripetizione delle classi 1,
2,...,mdi 1, 2,..., n

(11) E del resto avremo occasione d’indicarle nel seguito, insieme ad
un procedimento per calcolarle. Ved. n. 6. Ved. anche 65, pp. 156-165, e
cfr. Pascai, 3 pp. 17-23.



ou* o on*
oud aub

=0 per 9¢>Pa

perche Py[P;] & combinazione lineare di derivate rispetto alle
w [alle @] d’ ordine ovviamente nom maggiore di pg. (Cfr. 65,
p. 157).

Siano §,, %* sistemi semplici a un indice di classe m, che
per effetto delle (3) si trasformino secendo le formule

- ou* o0a®* =
= —§ g ="_§
53 aﬂp (- 2N ﬁ au3 (- 37
7
@ - o0& g oub —
n = P % W= 5',‘7"1 H

diremo che §, & un sisiema assoluio covarianle, e %%, contro-

variante, @ un indice di classe m. Analogamente si definiranno
i sistemi assoluti covarianti, controvarianti, misti d’ordine qua-
lunque, a indici di classi qualunque e anche diverse pei diffe-
renti indici di uno stesso tensore. (Ved. 65, p. 166 e seg.). Si
verifichera agevolmente che per questi sistemi assoluti e per le
operazioni elementari dell’ Algebra tensoriale su di essi sussistono
tutte le proprieta formali relative agli usuali tensori del calcolo
di Ricer. Tatti gli sviluppi piu essenziali a questo rignardo sono
del resto gia dati nel libro del Viraui (65, p. 174 e seg.) e sa-
rebbe superfluo ripeterli. Avvertiamo soltanto che gli enti che
introdurremo (n. 3) quali fensor?, in relazione alla V,, solo nel caso
normale si identificano eoi sistemi assolati ora accennati.

Si estendono anche, in modo ovvie, la nozione di tensori @
piwe serie d'indici (che nel caso attuale potranno essere gli in-
dici composti corrispondenti a piu serie di indici semplici) e le
proprieta relative ('%).

2. - Il tensore fondamentale di specie m. Poniamo (efr.
Virani, 65, p. 181), A e . essendo di classi qualunque,

(12) Pei tensori a due serie d’indici di classe 1 ved. R. LAcraxce, 26
e la mia Nota 33.
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(8 PBXPi=a,,. (o)
Nel caso delle superficie gli elementi di questo sistema a,

del ViraLt non differiscono che per la notazione dai simboli
I, hyk, di E. E. Levi (2, p. 8) o [kEkhk,] del Bompiaxt

ghtkp  ghthip
B IO L R Y

{11, p. 629) che giuocano appunto, nelle teorie del Levi e del
Boxpiant, un ruolo fondamentale.

In particolare le a, g (supposto sempre p,, pg==m) sono
manifestamente le componenti di un sistema assoluto covariante,
simmetrico, a due indici di classe m. Questo sistema pud dirsi,
per una ragione che vedremo fra breve (n. seg.) femsore fonda-
mentale di specie m della V,. La caratteristica della matrice
[laq,gll & uguale al numero p. di dimensioni del s, osculatore
(65, p. 211). Cido & ovvia conseguenza del fatto che, se fra i v
vettori P, (p,<<m) sussistono le g =v —p relazioni lineari

“indipendenti
9) {;: P,=0, (po<m; abc=1,2,..,9=v—p)

per le (8) si ha anche
(10) k, a,5=0,

e viceversa, se fra le righe (o colonne) della matrice ||a,g]| sus-
sistono le ¢ relazioni lineari e indipendenti (10), per le (8) si
ha % P, X P3 =0, ciod, per ciascun valore di a, il vettore

k; P,, appartenente al s, osculatore, & normale a tutti i vet-

tori di 6,, e quindi nullo (*¥).

(13 Veramente potrebbe presentarsi un caso d’ eccezione, cioé k:P“,
n

pure normale a tutti i vettori di o,,, potrebbe anche non essere nullo; ma
cid soltanto se il o, fosse tangente all’ assoluto dello spazio Ry. Questo
caso potra escludersi supponendo la V,, generica nei rignardi del suo com-
portamento con I’ assoluto ; o addirittura supponendo la V, reale.
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Nel caso normale (p.=v, ¢ =0), e allora soltanto, per cia-
scun valore di m si pud determinare, in relazione con a, g

{Pas Pgy Pys Pp=1m, ora e nel seguito) un corrispondente siste-

ma simmetrico controvariante a% 3, tale che si abbia
m

— b
(11) a® B aa, = 87 .

m

Cio equivale a dire, come & ben noto e ovvio, che le a* B

m

sono gli elementi reciproci delle a, g nel determinante |a, 5| ().
Perd le (11) equivalgono, se o =v, a queste altre equazioni
nelle a*8:

m

(12) ' Za’ Pay, yag s =0y,

e queste ultime, a differenza delle (11), formano sempre, anche
se w<v, un sistema compatibile. E infatti: se fra le righe o

colonne della matrice (quadrata, simmetrica, d’ordine K(—v;_—l))

dei coefficienti delle a* B nelle (12) sussiste una qualunque rela-

zione lineare
(13) H"%ay yag, =0 (H 2= H%)

ne segue anzitutto, ogni relazione lineare fra le a, g dovendo
essere conseguenza lineare delle (10),

(14) H® ag,q =) K (a=1,2..., q

con opportuni valori dei coefficienti )\Z. Dalle (10), (14) ricaviamo
che deve essere
(15) ‘ MR R =0. (3

a ,a b

(1) Per precisare il valore di questo determinante supporremo (ad es.)
che gli stati di «, B siano disposti nell’ ordine natwurale (ved. (3)).

(1%) B superfluo qui avvertire che rispetto all’indice m, che ha un
valore fisso, non va esequita alcuna sommaxione.
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Ma per Iipotesi che le k&, a=1, 2,..., ¢ siano linearmente
tndipendenti, dalle (15) abbiamo
(16) Ay k=0,

m

e in particolare, tenendo presenti le (14),

(17) N k“-—H"’ a, »=0.
Cid prova quanto volevamo. Le (12) essendo dunque sempre compati-
bilz, determinano o un solo sistema di soluxioni a"’ # (nel caso nor-

male, e allora soltanto), o una totalita di mﬁmte soluxioni (in
ogni altro caso): ad ogni modo se a* %8 & un particolare sistema

di soluzioni, la soluzione piu generale &

(18) a“vﬂ—a*a,ﬁ_i__xa,a LB _'_xﬂ,aku

Ml

le x*»® essendo coefficienti arbitrari. In ogni caso riguarderemo
ciascun sistema di soluzioni a* # delle (12) come un sistema di

3

componenti del tensore fondamentale di specie , che diremo
componenti controvarianti (e le a, g, componenti covarianis);
avvertendo perd che se p.<v, ¢id non va inteso nel significato usuale
della parola ma soltanto in questo senso, che se le a“"’ [2e]

sono componenti del tensore fondamentale nel sistema coordmato

] . .
T _oa° a®  [u] ne sono componentx nel sistema #@".
ou® dub w

Gli infiniti sistemi di valori delle componenti controvariant:
del tensore fondamentale nei due sistems coordinali st possono
coordinare in coppie, per le quali sussistono le usuali formule
di trasformaxione per controvarianza. Se due sistemi di com-

w, le

ponenti a* B[«], a¥»?[a] si suppongono noti, non si potra affer-

a¥ 0ad
mare senz’ altro che sia ar2 (a]= o
,.. du® dub .

a® B[], ma sol-

tanto
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, at 0a’
{19) (g“lﬂ]-— ou’ ou_ ““’B["]> By e By =0.

du® dub

(Par B3y Byy P3y Pey PL==m).

Si potranno anche formare componenti miste del tensore fon-
damentale di specie 2, le quali saranno caratterizzate dal soddi-
sfare al sistema di equazioni

(20) Z‘BY ap’ 3= aY’ 3

Nel caso normale si avra anche, evidentemente,

(21) af —a*bfq

e an

mentre nel caso generale (w.<Cv) si potra soltanto dire che le

(21) danno una classe di valori delle aﬁ, ma non la piu gene-

m

rale. Le (20) mostrano in particolare che un sistema di valori

delle a“; (nel caso normale !’umico sistema di valori) & costi-
n

tuito dalle 83 (=1 se B=y; =0 se B#+v). (Si noti che se
p<v, tale sistema di valori non é compreso nella form. (21)).
3. - Vettori e tlensort di o,; wvettors normali a o, . Sia
ora £ un vettore di Ky che pensiamo applicato a un punto P
di V, e giacente nello spazio ivi m—osc'ulatore, 6, : lo diremo
brevemente un wveltore di o,. Se m =1 il vettore, giacente
nell’ B, tangente, si dira anche wn veltore di V, in P. Per m
qualunque, e, corrispondentemente, p. qualunque (%), dato un
vettore £ di o, in P risulteranno sempre determinate (rispetto al

supposto sistema di coordinate curvilinee ") le v quantita

(22) £, =EX P,,

che manifestamente formano (per le (4), (7)) gli elementi di un
sistema covariante a un indice di classe m; le diremo dunque

(1%) Rammentiamo che p € il numero di dimensiori del o, .
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c,,,-co»iponenti covarianti (nel sistema «”) del vettore §. Le 6,-com-
ponenti si diranno anche V,~componenti. Si noti che le s,~compo-
nenti covarianti di un vettore di o,,, escluso il caso normale p =v,
non st possono assegnare ad arbitrio; dalle (9), (22) segue infatti
che esse debbono essere legate dalle g (=v —.) relazioni lineari

queste sono necessarie e sufficienti perché le £, (componenti di

un sistema covariante a un indice di classe m) siano le o,-com-
ponenti covarianti di un vettore di o,,.

Siano dunque date v quantita soddisfacenti alle (23), cioe,
sia ancora dato un vettore ¢ di s,. Le condizioni

(24) g g & =&,

formando per le (23), (10) un sistema lineare sempre compatibile
nelle &¥, determineranno un sistema (se p.=v) o infiniti sistemi

(se p<<v) di soluzioni £ . Tali quantita & (), soddisfacenti alle
(24), si diranno o,~components controvarianti del vettore &.
Esse dunque nel solo caso normale sono univocamente determi-
nate, per qualunque vettore di s,, e si possono allora anche
esprimere nel modo seguente :

(25) ' e —anbg,

E interessante perd osservare che anche nel caso generale le
(25) conservano significato, e danno allora, sotfo la sola condi-
xione che il supposto vettore & mnon sia nullo, un qualunque
sistema di o,—componenti controvarianti di § cio8, di soluzioni

delle (24), quando al posto delle a* P s’intenda posto un qua-
lunque sistema (18) di soluzioni delle (12). La verifica ¢ imme-

diata, bastando osservare che, se £** & un particolare sistema
di soluzioni delle (24), la soluzione pili generale &

(1) che veramente andrebbero indicate con EB, perché, a differenza
m

delle €_, dipendono anche dal valore di .
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(26) | = g s 0 R

le A% essendo coefficienti arbitrari; cosicché, tenendo presenti
le (18), vediamo che anche mediante le (25), purché le £ non
stano tutte nulle, si pud esprimere tale soluzione generale. Nel
caso del vettore nullo le (25) danno per esso il solo sistema di

componenti controvarianti £* = 0, ma le (26) mostrano che anche
le A k% sono componenti del vettore nullo; in particolare le

\ ne

k* stesse, per a=1, 2.... costituiscono sistemi linear-
a y P y 4 y q

mente indipendenti di o,-componenti controvarianti (non tutte
nulle) del vettore nullo.

Siano le £* delle o,-componenti controvarianti di un vet-
tore di 6,: & ovvio che si ha

(20 §=C* Py

in effetto per le (8), (24) ¢ (&“ Pm) X Pg = § . Viceversa, se 13
¢ un vettore di o,, sara sempre possibile decomporlo in vettori
paralleli ai v vettori P,: in modo unico nel caso normale, altri-

menti in infiniti modi. In ogni caso se le (27) danno una di
queste decomposizioni, le &* sono ,-componenti controvarianti
di' &. :

Un sistema di quantitd £* assegnate ad arbitrio si potra
sempre considerare costituito da 6,-componenti controvarianti di
un vettore di o, : il vettore £* P,. Due sistemi §*, %* sono

s,—componenti controvarianti di wuno stesso vetlore di s, allora
e solo che

(28) (6*—n*) P, =0, oppure (£* —n“)au’ g=0.

In particolare se le a;‘ sono componenti miste del tensore
L3

fondamentale, per ogni vettore ¢ di s, si ha

(29) (E*— a2 &8) Qy,y=0,
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il che esprimera dunque che le £&* ¢ le a* & sono o,-compo-

m
nenti dello stesso vettore. Notiamo anzi che se le £** sono com-
ponenti di un vettore non nullo, il pit generale sistema di com-
ponenti controvarianti di questo pud anche cosi esprimersi:

a®¢*B, Osserviamo ancora che si ha, invece, senz’altro,

m

—ob
Condizione necessaria e sufficiente perché le quantita £*[u«],
€*[@] siano, nei due sistemi »" e @, s,-componenti contro-
varianti di uno stesso vettore, & che si abbia

« ou* -
{31) _(& _Wﬁa)“a.v=°§

queste relazioni -tengono il luogo delle usuali formule di trasfor-
mazione per controvarianza. Cio pud anche esprimersi (cfr. n.
prec.) dicendo che le ‘s ,-componenti controvarianti,, di un vet-
tore di o, formano un sistema (lineare, (g — 1)-dimensionale)
di sistemi assoluti controvarianti nel significato usuale della
parola ; due qualunque dei quali sono legati dalle (28).

Dati due vettori §=£(*P,, n=7*P, di o, si ha, per le
(8), (12), (24) '

(32) eXﬂ:a“aBeanazaa’ﬁeanﬁ—_—eana:&“na7

qualunque siano, nel caso d’indeterminazione (p.<v) le ¢,-com-
ponenti controvarianti scelte per § per m e pel tensore fonda-
mentale. In particolare il quadrato del modulo di un vettore §
si esprimera :

(33) E—a, o & =a®Be, & =4, & ;

tutto come nel caso, ben noto, m = 1. Dunque, come in questo
caso, cosi in generale il sistema assoluto a, g dato dalle (8)

{intendendosi sempre p,, pg <<m) ha appunto il ruolo di tensore
fondamentale della metrica.
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Dal caso dai vettor: di o, si passa molto semplicemente ai ten-
sort qualunque di o,,, che non sono (escluso il caso normale)
tutti i possibili sistemi assoluti a indici di classe m; come non
ogni tensore covariante del 1° ordine §, ci di un vettore di o,

Se chiamiamo, secondo le vedute di Bosaio e BuraLi-Form (),
tensore d’ordine h + 1 di o, ogni operatore .l‘iueare fra h-uple
ordinate di vettori di o,, e vettori di s,, (0o anche: fra (k-1)-uple
di vettori di o, e scalari) vediamo subito che tale ‘tensore,,
ammette delle componenti covarianti, ad A+ 1 indici di classe m,
perfettamente determinate rispetto ad un assegnato sistema di
coordinate curvilinee; e componenti miste e controvarianti, che
sono del tutto determinate nel caso normale, e ad ogni modo si
possono ottenere da quelle covarianti col metodo seguito da noi
pei vettori e pel tensore fondamentale (che risulta un effettivo
tensore, nel senso ora precisato) (*). Le componenti aventi almeno
un indice (di classe m) di ecovarianza, che designeremo (indi-
cando esplicitamente, degli indici di covarianza, soltanto questo

indice}, genericamente con b Ba. - ! B , soddisfano alle condi-
yeees
zioni '

(34) 1'?{'?;"”.’ pg ka 0 ,

) Byeoe G aBle ap.'l'fz;“ v =

-(a=1, 2,000, @ )
Par Ppl 100 Pp,a le LA Py,g’m

e vicersa, il sussistere di queste relazioni per ciascun indice di
covarianza del tensore T & condizione sufficiente, oltrech® neoes-
saria, perché esso sia, nel senso sopra precisato, un tensore di o,,.

('8) Ved. 78, pag. 150. Veramente il Bocalo non parla affatto di tensor?
4’ ordine k 4 1, ma di omografie d ordine & (éperomografie, se h >1); deno-
minazione che dal suo punto di vista é certo meglio giustificata.

(19 Dunque anche per un tensore qualuaque le componenti covarianti,
controvarianti, miste, del tensore fondamentale potranno servire per abbassare
o alzare un indice, o per cambiar nome a un indice ; perd nel caso dell’ in-
nalzamento di uno o piu indici, se il tensore & di ordine >>1, la moltiplica-
zjone interna pel tensore fondamentale non da la pitr generale determina-
xtome delle componenti cercate.

2 %
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Ci si presenteranno anche sistemi assoluti a due o piu indici
di classi differenti : diremo che un tale sistema & un tensore specia-
lizzato come V,, se si comporta, nei riguardi di ciascuno suo in-
dice di classe k(h=1, 2,...) come un tensore di s,. Per questo
& necessario e sufficiente che valgano, per ciascun dei suoi indici
di covarianza, le corrispondenti relazioni (34) (ove dovra ora
intendersi che gli indici 1,, 7.,... siano di classi rispettivamente
uguali a quelle di 8;, B,,...).

Tornando dai tensori qualunque ai vettori: ci siamo occu-
pati finora di vettori di V, o dei s,, ma potra occorrerci di
prendere in considerazione anche vettori di Ry applicati a punti
di V, e ivi orlogonali ai rispettivi o,, che diremo brevemente
vettor: normali a o, ; oppure, comunque diretti. Per questo ci

i
occorre introdurre un opportuno riferimento. Siano X (2, j, &,
m

ky1=1,2,..., p) p=N—p campi di vettori unitari, applicati
ai punti della V, e ivi ortogonali fra loro due a due e al corri-
spondente spazio m-osculatore ; allora per ogni vettore normale
a o, in quel punto, posto

si avra
i
(36) E=&X (™).

"

Per ogni sostituzione oi'togonale, a coefficienti (in generale) fun-

i
zioni del posto in V,, sui vettori X, le componenti o,—ortogo-

m

nali § subiscono la sostituzione lineare controgrediente, che perd
é la sostituxione stessa, dato che questa si suppone crtogonale.
Tali quantita § si potranno dunque riguardare come le compo-
nenti di un fensore del primo ordine per quelle sostituzioni (*').

(2% Secondo la convenzione di sommazione (ved.(!9) qui si dovra som-
mare rispetto ad ¢ da 1 a p=N—p: I’ avvertenza valga anche pel seguito.

(®!) Qui, ovviamente, non v’ é luogo a distinguere la cozarianxa dalla
controvariania.
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Naturalmente si potranno considerare anche tensori d’ordine qua-
lunque ad indici ¢, j, k,... (s,—ortogonali), e cosi pure, tensori
con indici della serie a, B, 7,... (py, g, Pyye--=m), relativi
agli spazi o, (anche per diversi valori di m), e della serie
% Jy k..., relativi al campo degli Ry_, normali ad essi; & su-
perfluo notare che anche a questi tensori, con opportune avver-
tenze, si estente tutta 1’algebra tensoriale ordinaria.

Sia infine £ (P) un campo di vettori di Ry applicati ai punti
P di V,, ma comunque diretti. Se &', & sono i vettori compo-
nenti di ¢ secondo s, e normale a s,, potremo determinare le
corrispondenti componenti scalari

(81) & =ExXP,=iXP,; & =8XX=txXX;

indi calcolare un sistema, £'*, di s,~componenti controvarianti di
¢'; si avra infine

(38) E—EeP, | &' X.

Questa decomposizione ci sara utile piu innanzi (n. 5).

Car. 20 - Generalizzazione del trasporto
per parallelismo di Levi-Civita, e analisi tensoriale.

4. - Trasporto per equipollenza (e per parallelismo), rela-
tivo a V,, des vettori di¢ o,, ¢ normali a o,. Veniamo ora a
introdurre una nozione fondamentale, che ci permettera poi di
giungere in modo geometrica alla derivazione covariante genera-
lizzata del Virainr pei campi di tensori, a indici di classi qualun-
que, applicati ai punti di una V, in Ry, e specializxate come V,
(n. prec.); anche in ipotesi pit generali di quelle del ViraLi
circa la V,.
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Sia P= P () un punto variabile su di una linea v di ¥,
e sia £ =¢§(¢) una serie (0 campo 1-dimensionale) di vettori di
o, applicati ai punti di y. Diremo che 7 vettor: & (t) variano
lungo | per equipolienza di specie m, relativa a V,, [(m, 1)—equi-
pollenza) se il differenxiale d&(t) lungo Y si mantiene costan-
temente normale a o, , ossia, se le direzioni associate, secondo
Biaxcar (o prime normali principali associate) alla serie § (f)
lango v in Ry sono normali a o,,. In altre parole: se nel tra-
sporto lungo un archetto infinitesimo PP* di y il vettore £ (¢)
conserva inalterati, a meno di quantita infinitesime d’ordine =2
rispetto a mod (P*-P) preso come infinitesimo principale, il mo-
dulo, e I’ angolo d’inclinazione su di una qualunque direzione
dello spazio 6,,, m—osculatore della V, in P. Diremo, corrispon-
dentemente, che le direxioni dei vettori & (f) variano lungo 7
per parallelismo di specie m, o (m, 1)-parallelismo, relativo a V,,.
Si noti che lo definizioni date sono affatto indipendenti dalla
dimensione . dei o,, osculatori, e in particolare, dal presentarsi
0 no del caso normale. Per m ==1 si ricade nel caso ben noto
del trasporto per equipollenza (o parallelismo) secondo Levi-Crvira
lungo in V,, che dal nostro punto di vista & dunque il trasporto
di specie 1 ((1, 1)-parallelismo).

Analogamente, se v (!) & una serie di vettori applicati ai
punti di v e ivi normali ai rispettivi 6,, di V,, si dira che 2
vettori v variano lungo Y per equipollenxa (e le loro direzioni,
per parallelismo) di specie m relativa a V, se il differenxiale
dv(t) (o la prima normale principale associata,in R, alla serie
7(2) lungo y st mantiene. costantemente nel corrispondente o, ,
m—osculatore a V.. In altre parole: se nel trasporto lungo un
archetto infinitesimo PP* di y il vettore 7 (f) conserva inalte-
rati, a meno di quantitd infinitesime d’ordine =2 rispetto a
mod (P*-P), il modulo, e I’angolo d’inclinazione.su di una qua-
lnnque direzione normale allo spazio o, m-osculatore in P. Per
m =1 si ricade nel trasporto parallelo, relativo a V,, dei vet-
tori normali a una V, in Ry, da me definito in un lavoro del
1928 (®); e se, piu in particolare, & anche n=1, si ritrova

(**) Ved. 37, pag. 45. Si vedano anche i miei lavori : 38, p. 182 e 66,
pp. 13-14.
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il trasporto dei vettori normali lungo wuna curva secondo
Fervt (®).

Si vede immediatamente che i trasporti dei vettori, sopra
definiti, sono lineari, ciod portano vettori complanari in vettori
complanari; e anzi, euclidei, ciod conservano il prodotto scalare
di due qualunque vettori trasportati. Per effetto dell’ uno o del-
I’altro dei trasporti ora detti, la stella dei vettori di s,,, o nor-
mali a o,,, nel punto generico di ¥, si sposta lungo 7 rigida-
mente. E evidente come risulti anche intrinsecamente determinato
dalla ¥V, un trasporto rigido (che diremo ancora: trasporto per equi-
pollenza di specie m relativo a V,) dell’sntera stella di vettori di Ry
applicati a un punto variabile su di una linea ¢ di V,: basta
porre (cfr. 66, pp. 14-15 pel caso m =1) la condizione che i
componenti secondo ¢, e normale a o, del vettore trasportato
varino secondo le rispettive leggi d’equipollenza dei vettori di
6, ¢ normali a ¢,.

5. — Rappresentaxione analitica dei trasporti per equipol-
lenxa di specie m relativi a V,; simboli di CHRISTOFFEL gene-
ralixzati, differenziale assoluto di specie m di un vettore di
8., 0 normale a o,. Vediamo ora come, per la rappresentazione
analitica dei trasporti dei vettori sopra introdotti, si sia condotti
appunto a ritrovare le operazioni differenziali del calcolo assoluto
del ViraLt

‘La condizione pel trasporto di un vettore £ (f) di 5, lungo
la linea v, P= P (t), secondo la legge dell’ equipollenza di spe-
cie m relativa a V,, si potra manifestamente esprimere annul- -
lando il componente secondo o, del differenziale ordinario (ciog,
calcolato in Ry) di &(f), ossia, annullando le relative o,-com-
ponenti covarianti :-

(39) . déxXP,=0.
Cios, per le (22),

(40) dt,—EXdP,=0.

o

(%) 66, pag. 15.
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Se £ & un qualunque sistema di o,,- componenti controva-
rianti del vettore & le precedenti equazicni possono anche seri-
versi, tenendo presenti le (27),

(41) dg, —& Py X Py du” =0.

Qui potremmo, per le (8), scrivere a,, 5 al luogo di
Py X P,,. Le a,, g rientrano fra le componenti (covarianti) del
tensore fondamentale di specie m + 1, ma si possono d’altra
parte anche esprimere (come mostreremo al n. seg.) per le com-
ponenti a,4 del tensore fondamentale di specie m e le loro

~

derivate prime. Sotto tale aspetto, che & quello appunto che qui
interessa, le diremo simbol: di CHRISTOFFEL generalizxati di prima

specte, di classe m, per la V, e le indicheremo con la nota-
zione Cy, g (*). Dunque poniamo

42) Car,B=Par X Pﬁ (= ar =2, o) (Pa,f'aém)
onde le (41) potranno scriversi

43) dg, — Cpy gt du™ =0.

Ancora: & ovvio che le equazioni nelle CZ,,
n

(44) ng g, Y= 00"', Y

formano un sistema sempre compatibile : le soluzioni sono uni-
vocamente determinate nel solo caso normale, mediante le for-
mule

(45) CY .= atPC,, .

or
m

(®9 I simboli di I® specie di classe 2 sono pure simboli di classe £,
con k>m qualunque, e percié per essi (a differenza di quanto accade pei
simboli di 28 specie) sarebbe superfluo usare una notazione che indicasse
anche la classe del simbolo.
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Nel caso generale queste danno una classe infinita di soluzioni
delle (44), non perd la piu generale, che pud cosi esprimersi

(C:\; essendo una soluzione particolare) :
» * a ,Y
(46) Slr = ga;{ + Ky za ’

{e )\Zr essendo coefficienti arbitrari.

Le CL. si diranno simboly di CHRISTOFFEL generalizzati di
seconda specie, di classe m (*¥). Ci cccuperemo di questi simboli
(di 1* e di 2* specie) al n. seg.; per ora riprendiamo le (43).

Introducendovi le CL. queste equazioni si scrivono
et .

47) dt, — gfw ggdu = 0.

I primi membri delle (39), e quindi anche delle (40), (41),
{43), (47), sono le o,,-componenti covarianti di un vettore di o,,:
il componente secondo o, del differenziale ordinario dE. E facile
calcolarne anche delle 6,—componenti controvarianti: basta no-
tare che le (39) possono anche scriversi

(48) d(E* P)X Py =0,
cioe
(49) dg* . aq g+ &P, X Py du" =0 ;

0 ancora, introdotto qui pure un sistema di valori dei simboli di
CuristorreL, di seconda specie di classe m,

(50) (d&“ + 2;; g du")am,.r =0;

(%) Ved. Virau, 65, p. 182



24

le qualita entro parentesi sono le componenti cercate. Dunque
se poniamo

a) . (—i(m) em = d’ga - 05,. EB du”
(51) "
b) doy " = de* + CG, & du”

le equazioni
(52) Aty =0 oppure A &* - ay, =20

ci danno la cercata rappresentazione analitica del trasporto per
equipollenza di specie m, relativo a V,, dei vettori di o,; e
indipendentemente poi da ogni ipotesi su §(f), le quantita
@ yba, Aot definite dalle (51) sono le o,-componenti cova-

riants (nel sistema ") e (per ogni scelta dei valori delle £ e 0‘;')
m

un ststema di valori delle o,,-componenti controvarianti di un
vetlore di o,.: il componente secondo o, di dt.
Questo vettore

(53) d(’...)5=:a’3d5)( PG . I’a -_—_-.:ay Bd_{m)ea . Pp = J{m)es . PB

verra detto, adottando la denominazione introdotta pel caso
m=1 dal Boearo, (75, pp. 177-178), differenxiale superficiale
di specie m, relativo a V,, di £(¢). Diremo invece differenzia-
zione assoluta di specte m 1’ operazione con cui dalle compo-

nenti £, o £* di § si ricavano, mediante le (51), le componenti
Ainba 0 4y E* del vettore df, ¢ detto sopra (*).

(%6) Si tratta in sostanza di una défferenxiaxione lineare, che puo farst
rientrare nella generalizzazione di Konic e Scuouren del «differenziale co-
grediente » di Hessenpere (il differenziale che corrisponde alla derivata co-
variante di Ricci). (Ved. la mia Nota 90, e, per la bibliografia, la stessa
Nota e il mio lav. 38). Si noti che, nei riguardi di questa «differenziazione

assolutaw, £ = g% P, deve riguardarsi come un invariante, cioé di,E=dg;
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Va esplicitamente notato che le d,, &%, definite dalla (51) b),
escluso al solito il caso normale, non comprendono tutti i pos-
sibili sistemi di o,-componenti controvarianti di d/,§. Cid non
porta alcun incoveniente nel seguito, ma va tenuto presente.

Si pud analogamente definire la derivala superficiale di
specie m, relativa a V", di &(¢), mediante la formula

o€
"

(54) ViE=a™8 X P, . Py onde di b= V & -du .
(m) m (m)

Ciog: V& ¢ per ciascun valore di », il vettore compo-
(m)

. .. 0&
nente secondo o, del vettore: derivato ordinario —. Posto, cor-

du
rispondentemente,
9¢&, 8 0E% a
- _ %% «_ 95" ]
() @) D&y=5R—0Ot, b Dit=gn+0ht
onde

(56) @) d.&, =D, -dw, b) d,.t*=DE* du,
(m) (m)

le D.§,, D&% si diranno derivate covarianti, di specie m, re-
(m) (m)

lative a ¥, di §
del differenziale superficiale (di specie »i) sono i differenziali
assoluti delle sue componenti, cosi le componenti della derivata

« © di §*, rispettivamente. Come le componenti

cio non consente di identificare d_(,,,)g con d’(,E. In sostanza 1’ operatore
d’(,) corrisponde (per m=1) alla sdifferenziazione in ¥, » secondo ScHOUTEN,
e dum), alla «differenziazione secondo, R. LaerAneE» per le V, in Vy da
me usata nei miei lavori sulle varieta subordinate. Finché si oper: sulle
componentt, tali operazioni si identificano; mentre soltanto per @’ , e non
per dyn, sussiste il teorema secondo cui «le componenti del differenziale di
un vettore sono i differenziali delle sue componenti». Cid nonostante, ap-
pare pit utile, pel seguito, 1’uso dell’ operatore dn, e della corrispondente
derivazione covariante, che nel caso normale (come sopra € accennato) si
riduce a quella del VirarL.
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superficiale del supposto vettore sono le derivate covarianti delle
_sue componenti.
E agevole verificare come le (D),&a, (D)r £* siano nel caso
. ”m, ",
normale proprio le derivate covarianti generalizzate del ViraL
(65, p. 184 e seg.); mentre per m =1, esse si riducono alle
derivate covarianti di Ricct e CHRISTOFFEL.

Torneremo fra noa molto (n. 6, 7) ad occuparci delle ope-
razioni differenziali ora dette, accennandone anche !’ estensione
a tensori qualunque. Ma indichiamo qui ancora la facile esten-
sione di quanto sopra s’ & dettp pei vettori di 5, al caso dei
vettori normali a o,,.

La condizione pel trasporto equipollente di specie m, relativo
a V, (n. prec.) di un vettore §= £(f) che lungo la curva P= P(¢)
di ¥V, si mantenga normale ai o, si esprime cosi:

i

ciog, per la (35) (scritto per brevita X al luogo di X ):

m

[ 4
58) dg —EXdX=0;
o ancora, per le (36),

3

7

(59) d&——%{—XX-%du":O,

u
Posto (¥

i j

X 7 oX i

(60) A= o X X=—Fp XX
le (59) potranno scriversi :
(61) dt— Ay, &dw =0.

(2) Ved., pel caso m=1, i miei lavori cit. (**): 37, p. 45; 38, p. 182;
66, p. 13.
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I primi membri delle (57), e quindi anche delle (61), sono
le componenti o,-ortogonali del vettore di, &, componente di d¢
secondo la p-direzione normale al o, (differenxiale mormale, di
specie m, del vettore §); esse sono, come le § (e a differenza
delle d§,) le componenti di un tensore del 1° ordine per le tra-

]
sformazioni lineari ortogonali sui vettori X di riferimento. Di-
remo che tali espressioni

(62) d b =dé— Ay &duw

sono i differenxiali assoluti di specie m delle §. Al differenxiale

normale corrisponde la derivata normale V¢ e ai differenziali
: (m)
assoluti le derivate covarianti D, (di specie m, relativea V,),
(m)

secondo le formule
(63) d(,’:')e = (V):,& -dw ) J(M)e‘ = (Dr)e. * du'a
m, (78]

onde

a§ i e,
aw XXX (gfe‘—‘W—Av,.ﬁj.

(64) V/E=
(m)

Come le equazioni
{(65) a) E(m) &a =0 b) E(m) &=0

rappresentano le leggi di trasporto per equipollenza di specie m
rispettivamente pei vettori di 5, e normali a s,, cosi verra
senz’altro rappresentata dal seguente sistema :

(66) a) dmb,=0, b du&'=0

la legge di trasporto per equipollenza di specie m (relativa a V)
di un vettore di Ry definito su V, (o lungo una linea di V) e
comunque diretto; le § e &' indicando (come al n. 3) le

6,~componenti covarianti, le componenti o,~ortogonali dei vettori
& e £, componenti di § secondo il 6, & normale ad esso.



Possiamo perd ottenere .per questo trasporto e per gli altri
prima considerati (che ne sono casi particolari) altre rappresen-
tazioni in cui figura il vettore £ stesso, anziché delle componenti
scalari ; questo ci da I’occasione di introdurre un ente geometrico
che ci sard utile piu innanzi, il tensore di curvatura euleriana
di specie m.

Riprendiamo la form. (38), che da, per un vettore di R,
applicato in un punto P di V,, la decomposizione nei suoi
componenti secondo o, e normale a o,. Supposto che tale vet-
tore vari nella serie £(f), ricaviamo dalla (38) il differenziale
d&(f); poi decomponiamo anche questo vettore d&(f) nei suoi
componenti secondo s, e nomale a 5,. Tenendo presenti le (42),
(44), (51), (60), (62), e posto

i i
- (67) P, X X =0y,
m m
otteniamo :
s > i 7 ' :
(68) di=d, % P, +0,%du - X—
m

i — i
—a% P, & du" Py +d & . X.
m

Cosi & ottenuta per d¢ la richiesta decomposizione, e anzi appare
esplicitamente il contributo dei componenti secondo o, e normale
a.6,, di & nel formare i componenti secondo o, e normale a s,
di d¢. Ovviamente di qui si possono di nuovo ricavare, pei
trasporti equipollenti di specie m dei vettori di o,, normali a
5,, o comunque diretti, le formule gia trovate (65) a) e b), (66);
ma posto

i
= O

m

]
(69) . ¢

ar

i

abbiamo anche per le tre leggi di trasporto, rispettivamente, le
equivalenti formule (in cui figura direttamente il vettore §):

(70) dt=a%F# Py><E.Q,, du” (vett. di o,,)
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(1) dét=—a*8 Pg-Q, ,X§.du" (vett.norm. as,)-

(12) d&:a“vﬁ(PB XE-Ly —Q XE- Py )du"
(vett. comunque dir.).
Se introduciamo un sistema di coordinate (cartesiane orto-

gonali) #* (4, B,C,D,...=1, 2,..., N) in Ry, detti e*{4=1,
2,..., N) i vettori fondamentali degli N assi, e indicate con

(13) & =eVXE, Bl=eVXP,, Q:'=ev%XQ,

, le (12) (ad

ar

le Ry-componenti dei vettori (di Ry) § P,, @
m
€s8.) si potranno anche scrivere
(74) dé¢, =a*P (9;; B —Q.* Bg) §ndu’
m m m
Le Qg‘r“rappresentano in forma coinpletamente scalare (e i vet-
m
tori Q,,., in forma parxzialmente scalare) un tensore che appar-
p ,

tiene a Ry per l'indice 4, a V, per I'indice r, a o, per lin-
dice a: questo tensore, che per m =1 si riduce al noto tensore

- ?

di curvatura euleriana (*) (mentre allora le o, si riducono ai
m

coefficienti delle 2° forme forndamentali relative alle congruenze

i

di normali X) verra detto, in generale, fensore di curvatura
euleriana di specie 'm. Dalle (67), (69) ricaviamo subito che
Q,, ¢ il componente normale a o, di P, (derivata d’ordine
m

<m -+ 1 del punto P). Ma & interessante il fatto che conside-
rando formalmente (come per le (4), (7) & lecito) P, (nei ri-
guardi dell’ indice a) come un tensore covariante, del 1° ordine,
di o,, e applicando ad esso la derivazione covariante, secondo

() Ved. ad es. il mio lav. 66, p. 12, e cfr. Carran, 23, p. 43 e seg.
3
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le form. (55), si ha

(75) (grpa=Paf;_gﬁrpﬁ1

onde, per le (8), (42), (44),
(76) (g, P, XP,=0C, ,— 230 ag =0,

e infine, proprio

(T7) D)r P, = ?‘ur .

(m
Per ogni sistema di valori di a, », i vettori Q,., ciod
L]

P

o — CB PB , sono dunque weltor: di o,,, normali a a,.
or

m
Dato il significato geometrico d ovvio che si avra

(178) Q=0 per p,<m,
m

perché Q,, & per p,< m componente normale a o, di un vet-
m

tore derivato di P d’ordine <<m (e quindi giacente in o,). La
proprieta si verifica subito anche analiticamente, per mezzo delle
(75); basta osservare che &, per le (44),

(79) (%r— azr)a‘h p=0.

(Cfr. ViraL1, 65, p. 183). E per questa via che (nel caso normalé)
la proprietad detta sopra & stata ottenuta dal Virawr (65, p. 201
e seg.); questi pill 'in generale ha notato che se I, con a ==

a”lI N

=17,"syusy T, , € la derivata —a;a——a;;;‘ dello scalare I, si ha
D, I, =0 per p,<m (loc. cit. p. 200). I termini di D, I, pei
(m) (m)

quali p, =m costituiscono un tensore a m -4 1 indici di classe 1,
quello che il Viraur chiama 1’ (m + 1)-esémo ricciano di I (65,
p. 201); dunque la proprieta espressa dalle (78) secondo il ViraLt
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si pud enunciare dicendo che gli m+ 1 wvetlors, termini del
ricciano (m + 1)-esimo di P,, sono normali a o,,.

E appunto cercando, fra i vettori ottenuti togliendo da una
derivata (m -+ 1)-esima del punto P una combinazione lineare
dei vettori derivati d’ordine <<m, quelli che sonp normali al o,,
che il ViraLr & giunto (nel caso normale), alle sue derivate co-
varianti generalizzate (D), (™). Svariate, interessanti ricerche del

"

Viraut e della sua Scuola si sono poi orientate verso lo studio

delle normali al o, nel s, , (mediante i vettori D, P,; special-
(m)

mente pel caso m = 1), e di alcune loro configurazioni notevoli

(sistemi principaly di normali (*)). Qui invece (o meglio: nella

Parte II di questo lavoro) ci varremo di Q,,, come si fa secondo
m

Boxriani, ScrouteN, CartaN per m =1, per lo studio delle pro-
prieta d’ ordine m della varietd in relazione con 1’ambiente.

6. — Proprieta dei simboli di CHRISTOFFEL generalizxati di
classe m : loro espressioni per le a,g. Formule generalixzate
d: CumsrorreL. - Facciamo una breve digressione, a proposito
dei simboli di CeristoFFeL generalizzati, introdotti con le (42),
(44). Dimostriamo anzitutto la seguente proprieta, di notevole
interesse geometrico (come meglio apparira piu innanzi):

I simboli Cyp g (¢ quindi anche i simboli CB, (*)) 8¢

’ m

possono esprimere per le @, g e per le loro derivate prime
rispetto alle u'.’

Premettiamo che ovviamente, in conseguenza delle (8), (42)
si ha

da, 8
(80) EYO Qyt, B +aa, pt =0at, B + OBt, o

Cid posto : anzitutto le stesse (8), (42) danno

(81) Cyt, p = ay, g pp=m—1, pg=m.

(*®) Ved. Viraii, 34, p. 411 e seg.; 43, p. 301.

() Ved. 34, 41, 44, 45, 46, 47, 48, 49; 53, 55, 57, 61, 67, 70, 73,
74, 77, 82, 84, '85; e 65, p. 254 e seg.

(") O meglio, in generale, la classe delle loro infinite determinazioni.
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Poi per le (80) si ha subito

da
LIS Y P, pr<m—1.

(82) O, 1= 22

Infine ci resta a considerare il caso dei simboli Cat, g Pei quali
€ proprie p, = pg = m. Poniamo, indicando esplicitamente le
cifre di a e di B,

(83) L=71T... T, B=s958... s, .
Abbiamo suceessivamente, per le (30),

ryP... Tml, 8,83... 8, + Osls,... Sy "ol T T

0a,, Toeee Tuiy 8890 Sm

. dut

""Crl Touoo T8, £5, ... 8y _ntsz... S Sy Ty Ty Ty

3“;', Touooty £8,... 5,
ou’

Cslrg...r,,, iy £8,.00. wy, + Ctsz... SmTyy S;Tgeee m —

da

S Tgeee Tiey U8Sg. .. 84
ou”

Cs,r.z... TSy, L7, S3... s,,,_Ct'rls;,... S8 s S Pguu. T

da,, Tooue Ty EF) 8yu. S
Ou’e

Cs, SaTgeee Pmly, U1 S3... Sy +0tr,s3... SmTyy $18,73.00 Tm

da

81873 T, t7 S3... 8,4
ou’e

R I R R I I N I T P T P R N I I I TR Y
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8y StV a1 FinSn=1y 1o Vinm2Sm ™~ Uy e P2 SmSm—1, 8\ 0s Sme2Tm—1 T

aas, vee SM2Tme—1Tm, iTy... Tm_25;m
ausm—l
C N
Cs, oo Sm—1TmTm—1, 7 ... rm_,sm+ . rme2Sm¥m—1, Sy.eSm—17"m
_ aas, ver Sm1Tmy U7 oo T—28m
oum—1
—Csl v Sm—1Tm Sy e T~ 0!1‘,‘.. Tm—15my Spee Sm—1'm
aas, cee STy P70 P

ou’m

1 1
< Speee STy Uy s Tram1 T Ctr‘ e Pii=1T00 s 8y Spene Sin

da

$18g 00 Sy ¥ L. Tl
ou'm

Sommando membro a membro, e tenendo presente che
I’ordine delle cifre o indici semplici entro I’indice composto &
arbitrario, onde in particolare i simboli Cyus,p (in cui at pud
manifestamente riguardarsi, per le (42), come un indice composto
di classe m -+ 1) sono simmetrici rispetto alle cifre di af e di §,
otteniamo infine

C _ l 3ar| Pae. F'm, Sy Sy Sm +
LT Ity 8.8y SmT 9 I
g aas, oo Sh Fhlees Ty 87| e Th—] Shfl oo Sm
(84) + & .
1 du™

m
_ Zh aa’ Sy eee 8117l Thgleee T™m t?“l vee Ph=1 Sh41+.. Sm
1 oust

Queste formule completano le cercate espressioni dei simboli Cy; g
per la a, g; la proprieta poco sopra enunciata & dunque stabilita.

Le (84) comprendono, pel caso m =1, le notissime espres-
I
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S . s s [78
sioni di CHRISTOFFEL pei suoi indici [ tJ’ e pel caso m =2, un

gruppo di formule stabilite dal Viraur (ved. 32, Nota II, p. 282 ;
34, pp. 414-415). Se m <1, le espressioni (82), (84) pei simboli
Cor,p mon sono uniche, variando per sostituzioni sulle m 41
cifre di ar, e sulle m cifre di B. Su questo avremo occasione
di tornare (n. 11).

Notiamo ancora che in particolare dalle (84), o piu sempli-
cemente dalle (80), si ha

1 0a,,
ar,o. — 9 ou” .

(85) C [non sommare]

Le Ay, che nei riguardi dei vettori normali a o, hanno la
n

stessa funzione dei simboli 02 , Pei vettori di 6,,, hanno pero assai
m .
diverse proprieta; in sostanza, come mostrano le (60), le 4. non
m

sono che dei coefficients di rotaxione; esse sono dunque (come
& ovvio) emisimmelriche rispetio ad v, j :

(86) A“,. + AJ",. = 0 ;
m m

ma non & possibile esprimerle per gli elementi della metrica di
specie m della ¥, (ciod: per le a, g), né per quelli della metrica

1
relativa all’ B, normale a o, che, nel sistema X, ha come ten-
sore fondamentale semplicemente J; .

Torniamo ai simboli C,, g © Ogr; vediamo come ad essi si
m

estendano le note formule di CHRISTOFFEL.

Il fatto che i differenziali assoluti d, &, 17(,”) ¢, d, &
dati dalle (51) a) e b), e (62), siano sistem: assoluts, cogre-
dienti a §,, §*, & rispettivamente, & per noi ovvia conseguenza

analitica del procedimento geometrico con cui quei differenziali
sono stati ottenuti. Naturalmente la proprietd pud pure dimo-
strarsi con considerazioni analitiche dirette, ad es. mediante le

formule di trasformaxione delle C,, g, ggr ed ‘:«, in un cam-
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biamento delle coordinate curvilinee %" e dei vettori di riferi-

t . ~
mento X pei vettori normali a o,. E assai agevole il procurarsi
tali formule: per le (4) si ha immediatamente

— — — a du¥ oud  ou
(87) C‘Bra a'= Psr >< Pa = —(P ) X P

) ow\" Y 58 Py ow
ossia
— duY ou? aw 8 [our\ oul
B8} Cor,a=Crpo, oab dar oW W(aaﬁ)‘ ae Y

Questa formula potrebbe anche ricavarsi direttamente dal fatto
che 53,.’ « © un sistema assoluto a un indice di classe m 41

e un indice di classe m : il che porta

— du®  ou®
(89) Cﬁr,a=01,bma—aa’ Pr£’7l+1'

Le (44), (88) danno subito, se si tiene conto che

duY oud oub - dud
90) a, y=a, y — —— onde @, —— =a., 5 ——
B0 Bap=r 2 o8 agn “Faur T2 gan

o

la legge di trasformazione delle OBr:

— 0a* du¥ duw* a0 (ou¥\ou*
o _Cb o _ = <<
(91) (mﬁr mYs aua aaB aar aar(aaB )au*) aa, € 0, ps =m
la quale pud interpretarsi in questo senso: ad ogni sistema di
valori delle €% [u] & coordinato un sistema di valori delle C* [a]
m‘{s mBr

pel quale si annullano, oltrech® i primi membri delle (91)
anche le espressioni entro parentesi.
Infine si trova

b

— du*  de - )
(92) :‘ni;.;w = 1'3:;, Con Cin e + a—a?cﬂc (se X = cj‘X) .
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Mediante le (88), (91), (92) la verifica analitica del carattere di
cogredienxa pei differenziali assoluti di specie »2 & agevole, e non
occorre insistervi.

Abbiamo accennato poco sopra alla possibilitd di dedurre le

(88) dalle (89); cid naturalmente utilizzando le proprieta delle
ou®
ouf
le (89), si pud seguire il cammino inverso: cioe, si pnd dedurre
dal confronto delle (88), (89) un interessante procedimento ricor-

. Ma qui, essendosi direttamente ricavate sia le (88) che

ou*
oab
Precisamente : il confronto detto sopra da senz’altro

ou’ out ou’ 0 [ou¥ ou®
(93) (CO, 3 oab" - Cs""» & aaB _a_’l; - —5&;( oab )aY' 6) o =%

(ch"n'{'l? Pav ppv Pyr P&a Pegm)

rente pel calcolo delle

onde per le (5), (44),

ou’ out ou* P (8n‘f)
94 cY — ow __ 9 (9 —0.
. (m° s o o ow aw \ b)) "2 T

In particolare se 8 =x, con p,<m, per le (6), (79) le prece-
denti equazioni si scrivono semplicemente

ou¥ aur duw @ (am)
9 — — e — e | — =
( 5) ( ou*" S‘Y/M o ow on \ gg* Ay, 2
P'{! Pbsm
Py Pxs=m—1
ove S, indica la somma dei termini effellivamente distinti
pei quali si ha y=»Xs (ciod: 1’aggiunta dell’indice 7 alle cifre

della combinazione A da luogo alla combinazione 7). Ma osser-
vando che le espressioni entro parentesi non dipendono affatto
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dalle a, 3 (e neppure dalla V,) possiamo concludere che esse

non possono essere che nulle :

duY é (aw) dutr ou*

(96) s — ow \age ) TSt Gax @

(pygﬂl; Px> Pugnl—l) .

ou’ ouY
per le
on*” du*

e le loro derivate prime. Tenendo ancora presenti le (6), mediante
p p

Queste sono le formule cercate, esprimenti le

o
le (96) possiamo successivamente calcolare tutte le zl—tﬁ (Pa »
7

pg = m qualunque) : supposte note, naturalmente, le %, che

sono vere derivate parxziali. Ad es. le (6) danno {%ua_‘ = 0; pot
duw  fu duwr  ouw ow
on"”  om'om’’ om”  oa' o’

ou’* ou” ou' ou” du*

le (96) danno (non sommare

rispetto ad 7) e, per rits, 7 = oat ow T aw aa’ cosi
ou* '
tutte le _c')—g?'— y per p,, pg =1, 2 sono determinate. Le (6) danno
. duw* ) . . .
=0 per , e le anno tutte le rimanenti
poi Py 0 pg<<3 le (96) d tutte 1 t
o .

PP per p,, p3=1,2, 3; e cosi via (%)

(32) Mediante le formule ricorrenti (96) si possono anche ricavare per le
o ) (-2

— — le espressioni generali date (non proprio per le ——, ma pei suoi sim-

on P

boli (lj 1o Jr ) _, che ne differiscono soltanto per fattori numerici) dal
oy oo hs Jus

Pascan (3, p. 19, form. (27)). Nelle nostre notazioni si ha

QurtT2th P11 oPr 'k

(A) —— = 8.8, . -
oat 2 (py Py .o p1) a(u‘)pl o(a")Pr
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1. - Estensione a tensori qualunque del differenxiale as-
soluto e della derivata covariante generalizzati. - Non presenta
difficolta I’estendere a tensori d’ordine qualunque, ad una o
piu serie d’indici, anche di differenti classi, le operazioni della
differenxiaxione assoluta e della derivaxione covariante, intro-
dotte al n. 5 pei vettori di s, (0 normali a s,). In sostanza
potremamo limitarci a rimandare al libro del Virarr (65, p. 184
e seg.); giacché la trattazione ivi seguita, sebbene relativa al
solo caso normale, pud agevolmente adattarsi anche al caso
generale, e in particolare la form. (2’), che definisce la derivata
covariante di un qualunque tensore, resta valida. Ma diamo le
linee pil essenziali di una trattazione meglio confacente al punto
di vista qui adottato nei riguardi dei vettori.

Sia H;“"B"";"‘B‘ un tensore a {4 s indici (che per sem-
yeees

plicita supporremo di una stessa serie); supponiamo che l’indice

a(h=1, 2,..., s) sia di classe m,, e 'indice B,(k =1,2,...,1)

di classe m; . Supponiamo naturalmente che il tensore H By o Be
19°°°* 1%

sia specializzato come V, (n. 3). Che cosa dovremo intendere

dicendo che il tensore H ;‘"B“"’B‘ si mantiene costante, o equi-

yooey O
pollente a sé stesso, lungo una linea vy, P= P (t), di V,? Il modo
pil naturale di introdurre tale mozione appare questo: essendo
Eny Eayye-er by M ™, ..., ¥, s 4+t vettori qualunque di
Sm,1 Omyr+++s Omy; di Om’yr Om’yr-++1 Bm’, rispettivamente, che
varino lungo y secondo le rispettive leggi d’equipollenza, diremo

ove S,. indica la somma dei termini effeftivamente distinti che si ottengono

permutando le 7,7,...7, in tatti i modi possibili; 5] indica la somma dei

termini che si hanno permutando le %,4,...2x in modo che si distribui-

scano in gruppi di py, pg, ..., pr (P 21, x=1, 2,...h) termini rispet-

tivamente, essendo p, + py + ... + pr, =k. Infine, cop % si indica

. (P P2e-pn)

la somma estesa a tutte le diverse partizioni di % negli » addendi p,, p,, ..,
oPx u . .7 A

ph, € — & la derivata (p,)-esima di % " rispetto a tutte le #* del
() Px

gruppo x—esimo.
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che lungo 7 H&;:?‘.’.”&,’ B Si mantiene costante se & costante -
lungo 1 lo scalare

R A 11 o (M ()
(97) H“l [ 'I',H al’ e(l)l. o e(’) 1‘31‘ o nBl ’
le contrazioni essendo fatte, naturalmente (ved. (°)) tenendo
conto delle classi (sopra precisate) dei vari indici. Ora troviamo
agevolmente, tenendo presenti le (51), (52), che la condizione
detta sopra equivale all’annullarsi, in ogni punto di ¥, del sistema

(98) ;{Hahﬁn ) Be

) %s

ove abbiamo posto

JH"'BI""!ﬁ‘ ___.dHu-Bn---aﬁc —
[ N

.y O Oy yeny O

—i,,CY" oo Buaee s ""du”-}-
1

QAT OyyeeegOR—1yYh s CR41yeoooy Os
mp

{99)

yooey O

t
+thg:rﬂ;["p“"”pk_“h’ Br+1y ...y Be du .
1 m'y

Ma di piui: lo stesso procedimento seguito da anche sen-

z’altro che il sistema ZH;’I’B""”B‘ , il quale contratto coi vet-

) yeo sy O

tori &y, &er--0y &3 1Y 0™,..., 1" da un invariante: il differen-
ziale ordinario dello scalare (97), ¢ un sistema assoluto, anzi,
un tensore, esso stesso spectalizzato come V,; cogrediente al

tensore H ;1.,#}-’-.1.!;:’ Be assegnato. Diremo d H;’l‘ :.3,”,.;‘;,9, diffe-

renxiale assoluto del tensore H a,,p' S B 1 simbolo @ adot-
tato &, inevitabilmente, meno completo di quello adottato pei
vettori (n. 5); che potra perd sostituirsi a d quando gli indici
del tensore in considerazione siano tutti di eguale classe m
(m=1,2,...). B

Alla differenziazione assoluta d corrisponde una derivazione
covariante, il cui simbolo indicheremo semplicemente con D,;
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la notazione & appunto quella usata dal VirtaLt nel caso normale
(65, p. 185). Abbiamo dunque

D.H; b O ppiBiaeer B
Loeens

PR PR 3?
(100) —Zl‘x”(::hr Ha‘ ,- ’“3—l|7h ,ah+1, t +
+2kCYk'H a" Br—e1yYh s Bk 1500, Pt .

Per gli operatori d e D, valgono inalterate, anche nel caso
generale, tutte le proprieta formali degli operatori corrispondenti
dell’ Analisi tensoriale di Ricci, che sono poi quelle stesse degli

operatori d e e dell’analisi differenziale ordinaria. Non ci

fermeremo su queste verifiche, che del resto, nei riguardi della
derivazione (il che & sufficiente) si trovano giad sviluppate, nel
libro del ViraLi, relativamente al caso normale; e allo stesso
modo, con ovvie avvertenze, possono farsi pel caso generale.

Notiamo ancora che non presenta alcuna difficolta 1’ estendere
le operazioni d e D, a tensori che presentino indici di due o
piu serie afy3...., Apve.... (cfr. n. 1); e a tensori che abbiano
uno o piu indici o, - ortogonali ¢j,..., con valori anche diversi
di m (n. 3).

Accenniamo ad alcuni risultati particolari :

1) Si ha (cfr. ViraLi, 65, pp. 193-194):

(101) J(m)aa’ﬁ = O, E(m) a*- a

% Y=01 d(m)g;“’a'aa’?as,a=0;

(102) d ) 3%

g dap =0,

intendendo sempre che gli indici a, 2, 7, 0 siano tutti di classe m.
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2) Se gli indiei composti, tatti di classe m, a37...; Mw...
corrispondono alle due serie di variabili «” ed @', si ha

. —  ou*
(103) d(m)—ag' "8y 3=0.

Queste non sono che le formule di CaRISTOFFEL generalizzate
((91) del n. prec.), sotto la forma data, pel caso m=1, da
R. Lacraxse (26, p. 10).

Car. 3 — Applicazioni: differenziali successivi.

Differenziali m-esirl;i del Pascal.

8 — Differenxiale d,,, , per un vettore di o,. Differen-
ztalt successivi. — Veniamo ad alcune applicazioni della differen-
ziazione assoluta che hanno notevole interesse per gli sviluppi
geometrici che seguiranno (Parte II).

Premettiamo che un vettore £ di s, pud, ovviamente, ri-
guardarsi anche come un vettore di 6,45, con A=1 intero

arbitrario : cid0 corrisponde al fatto analitico che se le £* sono
componenti di un sistema assoluto del 1° -ordine, controvariante

a un indice di classe m, posto & =0 per m +1<<p. <m -+ h
si completa un sistema £F controvariante a un indice di classe
m 4+ h. Cid posto: sia & un vettore di o,, e quindi anche di
Om41: siano le &* sue o,-componenti controvarianti. Calcoliamo

il differenziale d (11 del vettore & ora detto. Per questo ba-
stera valerci della formula generale (51) 4), che nelle attuali
ipotesi da

(104)  dmynd =d& + C7 & dw (p,<m, py<m+1).
m+-t

Vediamo che fra tutti i possibili sistemi di valori delle
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dim+1) & uno viene a distinguersi, del tutto determinato, quando
siano date le £*, in modo indipendente anche dalla ¥, :

(105) Ay & =dE® + 8,4, E%du"

ove St/a, (cfr.n. 6, form. (95)) & estesa a tutti i termini §* du”
effettivamente distinti pei quali ar =r.
Le (105) danno in particolare

dimint =de

(106) s
d(m+1) 5‘=St/ar5“du', [ =m+1

Al precedente risultato si pud anche giungere per altra via:
basta osservare che nelle attuali ipotesi il vettore d§ giace in

Omt1, € d’altra parte essendo §=¢* P, =§* P, si ha
(107) ) d¢=dt* P+ ¢*du P, .
In particolare per' un vettore § di o, si avra

5 dgt =d¢, dm& =&du  [non somm. risp. ad r]

(108) -
( dyer=¢8du +&dw per r&s;

per un vettore 7 di o,

dyw =dy, dgn™=dy"+ v du
[non somm. risp. ad 7]
d ™ = dn™ 4" dw + 7 du” per r+s
(109) B _
d Z;, Wr=y%"du, d 2:, N =n"du + v du”
[non somm. risp. ad 7]

J:;) n"‘ — .qr:dut + nstdur__{_.nrtdlt: per r:*:s:kt R
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Sia ora £ un vettore di o,. La form. (68) stabilita al n. 5,
che in questo caso particolare da (per le (69), (77)):

(110) dé=d - P, 4 ?a,fd“'a

(ove con a, abbiamo indicato un indice variabile della classe 1;
mentre a, designerd un indice variabile della classe 7) da la
decomposizione di d¢ nei suoi componenti secondo 6, € normale
a o, rispettivamente; & agevole ricavare analoghe decomposizioni

pei vettori @*§, d®¢,... Anzitutto (posto £* = 0 per »>>1) si ha
(111) ) §=E%=P,

onde, differenziando col simbolo g, (ved. (¥)):

112) di=dgy &P, ;

{perchd *2=0 per p, =2, mentre dy P, =0 per p, =1;
del resto 1a (112) esprime una proprieta geometricamente ovvia,
che d, € coincide con df). Differenziando nuovamente, e scri-
vendo dp, per dgdg,

(113) = Z(:2) £ P, @, + ‘7(*) % ?a, rdw

Questa formula da la decomposizione di @* nei suoi compo-
nenti secondo a,, e normale a o,, rispettivamente. In particolare,
si ha anche il componente di d*¢ secondo o,; & ovvio che questo
vettore avra per o,—componenti covarianti le

(114) @ b,

per le quali p, = 1. (*)

(33) Le Ea' sono le o,—componenti covarianti di £, che si ricaveranno

nel modo noto da quelle controvarianti g% (=E" 86 ap=r; =0 se pa,> 1).
Si noti che per a;=1r le €, somo le o,—componenti covarianti E., ma per
2

o, =18 le E% non sono eguali a 0 in generale, bensi a Er Ca,, r = Cts, r



44

Cosi possiamo proseguire ; troviamo in generale che la formula

(115) dnf=dp P, +dnslEme, |, dw

(m ma"‘ r

da la decomposizione di d™£ nei suoi componenti secondo o, e
normale a s,; e che sono le

(116) dim s,

per le quali p, =1 le o,-componenti covarianti del vettore,

componente di d™§ secondo o,.
Il vettore d™§ &, naturalmente, un vettore di 6,41: pud
dunque riuscire utile conoscere anche le sue ,;-componenti.

Inteso senz’ altro che, qui e nel seguito, d,, %, se 7 & un vet-
tore di classe »<Cs, venga costruito ponendo 7* =0 per s=p >,
abbiamo subito, analogamente alla espressione

(117) E=EnP,

di ¢ quale vettore di o,, le seguenti espressioni di d§, d°¢,...,
dm§ quali vettori di 6., 63,..., Omy1 rispettivamente :

1= dni P,
a’f = Z(a)am £ . P o

------------------

e infine

(18)  drt=diydm. .. dy it P,

In particolare, se al posto di & mettiamo il vettore (di o,)d P,
abbiamo

(119) d™t P = dmyyydomy. .- 4@ dusmtt Pyt

Ad ogni successiva differenziazione, di specie 7, nelle (118) e
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(119), sono nulle tutte le componenti ad indici di rango » (cioe:
ad r cifre) del vettore da differenziare (r==2,..., m 4+ 1); dun-
que possiamo intendere che venga sempre usata la particolare
differenziazione E(f, introdotta poco sopra. Presi allora come
Omt1-componenti controvarianti di d™§, o in pari_&icolare, di dmt1 P,
i corrispondenti coefficienti di P“m+1’ tali componenti risul-
tano perfettamente determinate, come naturalmente (la metrica
essendo non specialixzata sul o tangente) lo sono le £ e du".

9. — Differenxiali m-estmzi del Pascar. Forme fondamentali
complete. Abbiamo dunque (per quanto precede)

(120) d*"P =2 u*.P, (pg << M)
ove §’& posto per brevita

(121) oM u* = Z(j)g(:_l) .. (72;) du® .

Tali espressioni differenziali ™ u*, che diremo (e la ragione
apparira fra breve) differenxiali m-esims del Pascay, si potranno
dunque costruire con le formule ricorrenti

(122)  emtlo =d(8™ u®) + Sy, O™ u® - du” Po =8
Har T pp<=m-+1

col significato gia sopra precisato (n. 6, 8) pel simbolo S/, .

Ossia, esprimendo gli indici composti per le loro cifre,
{123) SMHLYT I Te e Th = g (§m "1 T2 Th ) 4
+ S* M 1 T i dogte ,

ove S* indica la somma dei termini che corrispondono a tutte
le possibili distribuzioni di ,, 7s,..., 74_1, 7, in due gruppi di
h—1,1 indici rispettivamente. Nel secondo membro della (123)
4
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generica manchera il primo termine se k =m + 1, manchera I’ ul-
timo termine se 2==1. E si ricava anche la formula generale

m!

; ; dhadt. . gty
ihW!...e0e ! 0,! g

(124) dmuniTe-Th =8 %

4. tm

!
on!l...t!

ove S & estesa a tutte le permutazioni effettivamente

distinte degli indici », 7re,..., 7\, i quali alla loro volta for-
mano una qualunque combinazione con ripetizione della classe &
di 1, 2,..., n, essendo 1< h<"m. In generale potremo supporre
che degli indici 7, 7,,... 7, soltanto ¢, 1<<¢{<Ch, siano fra
loro distinti, ed uguali ad s,, S;,..., §,; con t,, T,..., T, indi-
chiamo quanti degli indici 7,, 7,..., 7, sono eguali ad s, s;,...,
s, rispettivamente. La somma X invece & estesa a tutte le parti-
zioni di m in h addendi interi (=1), ¢,, %,..., ¢,: dei quali
in generale s saranno fra loro distinti ed eguali ad j, j;,...,
Je} G1s Ogy..., O, rappresentano infine, ordinatamente, quanti dei
numeri %, %,..., ¢, sono eguali ad j,, js,..., J,, Tispettiva-
mente. - '

Il nostro simbolo &™ "7+ "» & legato da una relazione

molto semplice al simbolo 8‘,’:‘?,.2__' »,, introdotto dal PascaL e siste-

maticamente applicato nella sua teoria delle forme differenziali
d’ ordine e di grado qualunque (3, p. 6 e seg.):

h! (m) )
tl" ,L.z.,." 'E,.’ T Teeea?h ?

(125) oM 1 Te e Th —
(e le (124) corrispondono alle form. (4) p. 6 del Pascar, loc.
cit. (*)). Mi sembra dunque opportuna, trattandosi di espressioni
di notevole interesse sia analitico che geometrico, la denomina-

zione poco sopra introdotta (‘‘differenziali m-esimi del PascAwr,,)
per le o™ u*,

(34) ove alle [, ¢,... #m]*) s’ intendano sostituite le loro espressioni date
dalle form. (13), p. 11.
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Se si osserva che, I essendo uno scalare qualunque, si ha,
analogamente. alle (120),

(126) amr I=omu* - I,

ove, supposto a =7,7,...r, (1 < h <m), intendiamo che sia
oI
ou”r ... du™

form. (3)) si ha

I =

o

, Mmentre secondo il PascaL (loc. cit., p. 6,

) m ahI m
a2y ami=3 ¥ 2 i

h=1rry..nr ou ... du™

ci rendiamo bene conto della presenza dei fattori numerici

m! . .
T nelle (125): essa & dovuta al fatto che noi estendiamo
1s soe bpo

la somme (secondo il Viravi) alle combinaxions, e invece il PascaL
alle disposizioni con ripetizione delle cifre di r,7,...7,.

I differenziali d™«* sono manifestamente sndipendent: dalla
V, e dai suoi spazi osculatori; ma riescono assai utili nello
studio delle proprieta d’ ordine m qualunque della V,, medesima.
In effetto & mediante tali espressioni differenziali che, partendo
dal tensore fondamentale di specie m, si pud formare una forma
differenxiale invariante, la forma fondamentale completa di spe-
cie m, che tiene nei riguardi delle proprieta differenziali d’or-
dine m della varieta proprio il ruolo che ha il ds® relativamente
alle proprieta del primo ordine. Tale forma ha questa definizione
geometrica molto semplice: ¢é ¢l qnadrato scalare del differen-
xiale m-esimo del punto P variabile sulla varietd. Ne segue
subito 1’ accennata espressione analitica :

(128) * ®,, = (@™ P} = dm P X dm P = d"u* " uf P, X Py
onde, per le (8),

(129) P, =a, g™ u* dmub .
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Per m =1, si ritrova proprio il ds®. Per m qualunque, si ha,
secondo la terminologia del PascaL, una forma differenxiale
quadratica d’ordine m.

Abbiamo visto al n. 6 come tutti i simboli di CHRISTOFFEL
di classe m, che occorrono per la costruzione dei differenziali
assoluti’ (e derivate covarianti) dei tensori a indici di classi =<,
si possano esprimere per le a, g (ove s intende, al solito,
Por bg =<m); dunque la forma fondamentale completa di specie m
(che diremo anche: m-estma forma fondamentale completa) ¢
sufficiente alla costruxione del calcolo assoluto pei tensori ad
tndici di classi <<m. Che questa proprietd abbia notevoli conse-
guenze geometriche, & a priori prevedibile; nella Parte II2 del
presente lavoro avremo occasione di precisarle.

(continua)



