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LA TEORIA DELLE MATRICI .
E IL METODO DELL’».EDRO MOBILE

Memoria 12 di Erxgesto Latra.

Il metodo dell’s. edro mobile, applicato alla teoria delle va-
rietd riemanniane, acquista particolare semplicita allorquando &
sviluppato sfruttando sistematicamente 1 algoritmo di sostituzione
lineare o di matrice, (111esta considerata come segno di funzione
lineare.

Questo concetto, gia stato largamente applicato da diversi
autori, si presta bene alla rappresentazione di una rotazione
istantanea in uno spazio a piu dimensioni (Cfr. il § III dove &
introdotto il concetto di matrice rotazione). Valendomi poi delle
ricerche del Vorrterra riprendo il concetto, come gia ho fatto in
altre pubblicazioni, di derivata parziale a destra (o a sinistra) di
una matrice, i cui elementi sono fuzioni di due o piu variabili
e quello di integrale a destra (o a sinistra) lungo una linea di
una espressione differenziale del tipo

Yo dut,

i
nella quale le o; sono matrici funzioni delle »'. Questa integra-
zione eseguita lungo un cammino chiuso infinitesimo, e posta in
relazione con il trasporto per parallelismo del Levi-Civira, induce,
con facili considerazioni, alla formula di Riuaxy della curvatura
di un V, relativa ad una orientazioue. Di questo argomento,
come della relazione dei simboli o] introdotti con i simboli di
RieMaxx; mi occuperd in una Memoria susseguente.

II metodo, di carattere essenzialmente cinematico, seguito per
la rappresentazione di una V, immersa in un S,,, & in ultima
analisi- il seguente. E considerato il moto rigido di un (m + n)
edro ortogonale dipendente da 7 variabili ed & mostrato come esso
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possa rappresentarsi in modo completo (a meno ben si intende
di un moto rigido) a mezzo di » vettori (che dico traslaxioni)
e di n matrici (che dico rota:ionz), riferiti all’n --m . edro mo-
bile. Questo & supposto, per ragioni ovvie di semplicita, disposto
in modo che I’n . edro, facente parte di esso, .y &,...x, sia co-
stantemente tangente alla T", descritta dalla sua origine. Si assu-
mono allora come elementi rappresentativi della data V, i detti
n vettori e le suddette 2 matrici-rotazione. Questi elementi sono
determinati per ogni ¥V, a meno di rotazioni dell’S, tangente e
a meno di rotazioni dell’S, normale. Converra perd in un primo
tempo lasciare arbitrari sia I’n . edro cui & riferito I'S, tangente.
sia I'm . edro cui & riferito 1’.S,, normale, riservando la partico-
larizzazione di questi riferimenti solo in vista dello studio di
particolari V.

Gli » vettori traslazione e le n» matrici rotazione non sono
perd qualunque; esse sono legate da condizioni di monodromia
che costituiscono la naturale generalizzazione di quelle equazioni
date da DarBoux nel caso delle superficie ordinarie e che ten-
gono luogo dolle equazioni di Garss Cnpazzr.

Dalle matrici-rotazione (che sono di ordine = -4 n) si pos-
sono estrarre delle matrici di ordine 2, che si possono interpre-
tare come le loro proiezioni sopra 1’S, tangente. Queste si di-
mostra che sono determinate (a meno di una rotazione dell’S,
tangente) quando sia nota la metrica (e quindi gli » vettori tra-
slazione) della V, considerata. Il trasporto per parallelismo di
Levi-Civira dipende da questa possibiliti ed & legato in modo
semplice con queste matrici proiezioni delle matrici sopra I'S,
tangente. Queste 7 matrici di ordine 7 tengono il posto, in que-
sta teoria, dei simboli di CHriSTOFFEL; esse perd, a differenza di
questi, costituiscono un sistema covariante semplice.

Saranno pure estratte dalle matrici rotazione le matrici proie-
zione sull’S, normale. Le rotazioni che avvengono nei piani
wr,(t=1,2,...n k=1,2...m) danno luogo a n gruppi di m
vettori legati ai vettori traslazione da relazioni di reciprocita.
Discende quasi immediafamente la possibilita di formare m qua-
driche differenziali invarianti per le rotazioni dell’S, tangente e
per trasformazioni di coordinate, le quali individuano una dire-
zione nell’S,, normale. Si ha per tal modo una corrispondenza tra
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le direzioni du’ dell’S, tangente e le direzioni dell’S, normale,
corrispondenza suscettibile di una semplice interpretazione geo-
metrica a cagione del teorema di MErs~IEr generalizzato.

La ricerca in questa 13 Memoria & limitata alla rappresen-
tazione cinematica di una T, e allo studio degli elementi del 1°
ordine delle linee tracciate sulla V,.

Circa la Bibliografia dell’ argomento, senza voler dare meno-
mamente una lista completa delle memorie che direttamente si
riattaccano all’argomento studiato, citero, oltre la Théorie de sur-
faces di G. DarBorx :

TuoyMas Crate — Displacements depending on One, Two and
Three parameters in a Space of Four Dimensions — American
Journal of Math. 1898 — Vol. XV.

F. N. CoLe — On Rotations of Four Dimensions - Ibidem,
Vol. XXI. -

Harzikapis — Displacements depending on One, Tuo, k pa-
rameters in a Space of n Dimensions — Ibidem, 1900, Vol. XXII.

ToxoLo — Una generalizzaxione della teoria del triedro
mobile - Atti del R. Istituto Veneto - Tomo LXXII - Parte 22 -
1912.

Relativamente alla teoria delle sostituzioni lineari o matrici
nell’aspetto da me considerato, rimando a:

G. Peaxo — Calcolo geometrico secondo 1’ Ausdehnung
lehre di H. Grassmann — Torino, F.lli Bocca, 1888.

G. Peaxo — Integraxione per serie delle equaxion? differen-
stali linears — Atti R. Accademia di Scienze di Torino — Vol.
XXITI, pagg. 437--446.

V. Vourerra — Sui fondamenti della teoria delle equa:ioni
differenxiali linears — Societa dei XL, Serie 38, t. VI e VIL

V. Vourerra — Lecons sur les fonctions de lignes — Paris,
1914, pag. 38 e segg.

Gli elementi della teoria delle matrici si trovano esposti, ad
es., in:

H. Hivrox — Homegeneous linear substitutions — Oxford, 1914.

M. Borx e P. Joroax — Elementare Quanten Mechanik -
Berlin, Springer, 1930.

Quanto infine alla teoria delle varietd riemanniane rimando
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solamente alle due opere originali (e fondamentali insieme per il
loro punto di vista) :

T. Levi-Civita — The absolute differential Calculus. - Lon-
dra, 1927.

CartaN — La Géometrie des espaces de Riemann - Paris,
'1925, non essendo possibile far cenno, senza commettere dimen-
ticanze, della ampia bibliografia riguardante 1’argomento.

§ 1. — Derivate parziali ed integrale di Volterra

di una matrice ().

Sia S una matrice, i cui elementi sono funzioni di pia va-
riabili indipendenti #2'#*...w" derivabili rispetto a queste varia-
bili quelle tante volte che sara richiesto dalla validita delle for-
mule che si stabiliscono. Con

o3
out

intenderemo la matrice, i cui elementi sono le derivate parziali
rispetto ad »‘ degli elementi della matrice S. Seguendo il Vor-
TERRA € supponendo che il determinante della matrice S non sia
nullo e quindi esista la matrice inversa S, considereremo-le due
matrici: B .
2 98 a8 .,
S w3 8
che indicheremo rispettivamente come derivata parziale di Vol-
terra a sinistra (0 a destra) della sostituzione 8.
Si ponga.: :
o8

.=“v—l__.
(1 o= 87

(') Per una esposizione meno sommaria dell’ argomento rimandoalle mie
due Note: Sulle derivate parziali di Volterra di una sostituxione lineare -
Inteyrale di Volterra ecc. — Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, Vol. LV,
1922, N
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Le 5, soddisfano allora a condizioni che si ricavano facil-
mente. Dalle (1) discende invero:

. oS

(2) -56,»’: W.
Da cui:

0

u

)
Se,) —-— (No,)= 0.
X (>GA) out ( ck)

(o5}

Esplicitando e valendosi della (2) si ha poi:

=0,

as; 05,
N6, 6;+ S — —S0,6,—8 —
RO G LR du,

Operando con S~' si ottiene infine:

85  ds
(3 altk—gj—o;ok-i—okci:().
n(n—1)

Se queste relazioni tra matrici sussistono, allora

2
esiste una matrice S, riducentesi ad una matrice data S, quando
le «* assumono i valori u{, e che inoltre verifica le n equazioni

o8

St
u'

=Gi‘

S5

Per la dimostrazione rimando alle mie due note citate a
pag. 88. »
La matrice 8 cosi determinata si dira 1’integrale di Volterra
a sinistra del differenziale
So.du’;
i
le relazioni (3) rappresentano inoltre le condizioni di completa
integrabilitd del differenziale stesso. Se esse non sono verificate
e se il punto «* percorre la linea 4 B

W =u'(t),

diremo integrale di Volterra (a sinistra) lung(; la linea A B, la
matrice S che soddisfa nei punti di AB all’equazione (sistema
differenziale lineare) :
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as du?

= SZ %7 dt
e che si riduce ad un’assegnata matrice S, nel punto 4. Il va-
lore di S in B dipende allora dal cammino di integrazione; le
condizioni (3) possono quindi chiamarsi condizioni di monodro-
mia del dato differenziale.

Possiamo ora procedere, nel caso in cui non sono verificate
le (3), alla integrazione lungo un cammino infinitesimo chiuso
poligonale P P, P, P, P, il punto P essendo di coordinate uf, P,
di coordinate '+ du*, P, di coordinate wf—+duf+ 8u', P, di
w4 St

La matrice S debba coincidere con la matrice unita U (ma-
trice i cui elementi sono tutti nulli, esclusi quelli della diago-
nale principale che sono uguali all’ unita); integrando lungo PP,
la matrice § acquistera in P, il valore

U+ Xo,dut.
4
Integriamo allora lungo P, P, e notiamo che nei punti di
questo segmento le «‘ vanno sostituite con u*-}du' e le matricis;
cong,+ X g% du*. La matrice S, che in P, ha il valore U+ Xo,du’,
k i

avra allora in P, il valore:

U+2‘.c,du‘—‘r(U+Zc,du‘) (Eo,&u‘ acidu"6u‘)=
$ . [ i o du
--U—}—L(c.du‘+o,8u‘)+2..(c,o,,du‘8u + ‘du"au)
(4)
= U+2‘.c,(du‘+ Sul)+ = 2[(86‘ —|-oko)du"8u‘+

(aoh-{—c,o,)du‘&u ]

Integrando lungo il cammino P P; P, e prendendo ancora
come valore iniziale di S in P la sostituzione unita U, otterremo
come valore di S in P,:
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- e i i 1 ag; i )
8 %Gi(d?t +cuf) 4 ?E[(W + o Gi)d" ut 4
(3) s
+ (% + c‘ok)b‘u‘du"} .

Discende evidentemente che 1’integrazione lungo il cammino
chiuso P P, P, P,P da in P alla matrice S come valore il pro-
dotto della matrice (4) per I’inversa della matrice (5).

Notiamo ora che se &, & infinitesimo del 1°¢ ordine e k,, %,
sono infinitesimi del 2° ordine, a meno di infinitesimi del 3°

ordine si ha:

(1+h1+k2)(1+k1+k;) =1 +k2—k;,

e che inoltre la stessa relazione vale se 1 & sostituite con la
matrice unita U, e le k,, k,, k; sono sostituite con matrici infi-
nitesime di 1° e 2° ordine rispettivamente.

Integrando dunque il differenziale

]
- :Zc,du R

lungo il cammino chiuso P P, P, P, P, con la condizione che S
acquisti inizialmente il valore U, si otterra per S I’ espressione:

U+ %2(%%; Z—Z—': — 06,0, +oko‘) (Aukdrt -——duigut) .
i%
Poniamo :
do; Odo
(6) O = W—ﬁ—cﬂh“l‘ok"(-

Si deduce, conformemente a quanto precede, che
65=0
sono le condizioni di monodromia del differenziale
So,dut.
i

Sopra le matrici 5, si possono poi fare le osservazioni se-
guenti: 19 Le matrici o, formano un sistema semplice covariante
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di matrici; le o, formano un sistema doppio covariante. La Dm
& pressoche evidente data la definizione (6) delle o .
20 Se poniamo (indicando con 4 una matrice a determinante

non nullo) :
04

—_— 1 -1
o,=A ', A+ A T

e indichiamo con o, delle matrici formate con le o, al modo
stesso con cui le o, sono formate con le o;, si ha:

o g—1 .
op=A o, d;

cioé le oj, sono le trasformate delle s, a mezzo della matrice A.

La dimostrazione ¢ immediata se si osserva che:

BA BA'I
-1
A7 out ~ dur A

. . o4 . - .
e che inoltre, poiché le A—’m sono le derivate a sinistra di A,

vale |’ identita :

8 [, 84\ 8 [, 84 04, 84
am(A m)*m(*‘ 5?5)"“4 s TuT
+A—l ‘9‘44‘1—l A: .

0wt 0 u*

In particolare se 4 & costante, si ha contemporaneamente
(0i=A'¢, 4
Gu’sz_l szA

30 Se'¢, b, k sono tre indici diversi, si formi 1’ espressione

06, 00, 60,“ 0

8u"+ out ! dut gut 7o (30— 03) + ..

Raccogliendo nel 20 membro a fattore comune a sinistra o,
0 poscia a destra pure o; si hanno i termini:

(96,, ‘Zf‘_" 06, 90 s
Now ™ dut) \ou*  9u) " .
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Questa espressione, quando si tenga conto delle equazioni di
definizione delle o,,, diventa:

S; (Uhk 4 64,6, — Gy 34) — (Gpr - O 0k — 0, Gh) g,.
Permutando ciclicamente gli indici ¢, &, & si perviene quin-

di facilmente alla identita :

05y . 06, , 00
T FpY ERY. == 3, Opy — Ony O; + OpOki— OiOp+ 51, Oip — Oin Oy,

la quale, come discendera nel seguito (II3 Memoria), ha una stretta
affinitd con le identita del Braxcur

§ 2. — Vettore-traslazione e matrice-rotazione.

Consideriamo un moto rigido di uno spazio a (n-m) di-
mensioni dipendente da n variabili indipendenti ' ?...u". Sia
S una matrice ortogonale funzione delle stesse variabili, (X;X,...
X, un sistema di assi ortogonali fissi, (@, 2,...2,.,) un si-
stema di assi ortogonali mobili; indichi inoltre X wun com-
plesso di ordine (n--m) i cui elementi si possano interpre-
tare come coordinate di un punto P riferito agli assi fissi (X,
X,...X4pn), 0 come le componenti di un vettore riferito agli
assi stessi; ac indichi lo stesso vettore, quando le sue componenti
sono calcolate rispetto agli assi mobili; infine X, sia un vet-
tore (*) funzione delle #* e riferito agli assi fissi.

Una equazione del tipo:

(1) X=X,+ S

rappresentera un moto rigido di un S,,,, dipendente dalle 2 va-
riabili «'...u"™.

Si potranno considerare n diversi vettori velocita del punto /
in corrispondenza della variazione corrispondente delle 2¢'u?... ™.

(*) Nel seguito un complesso (@,...a@ntm) si dira un vettore riferito agli
assi (@, ...%ntm), quando le componenti (a’;...a"s4.n) dello stesso complesso
riferite a nuovi assi (x';...%'ny-m) sono legate alle (a,...antn) dalle for-
mule di passaggio dai primitivi assi agli assi nuovi (supposta comune I’ ori-
gine di entrambi).

7
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Queste 7 velocita, riferite agli assi fissi, saranno rappresen-

tate dagli r complessi :
oX
o

i=12,...,n.
Dalla (1) discende poi:

00X 0X o8
(2) ou' é’u'—*_&u'w
Gli stessi vettori velocita riferiti agli assi mobili saranno
rappresentati dai complessi :
0X

AS'_I e
0w’

Avremo pertanto per la (2):

0X X0 GS

. —1 = “*
(3) S dut ut 8 u

Sicché: lo stato di velocita dei punti del sistema (moto istan-
taneo) si compone di un vettore che non varia al variare del
punto a¢ e di un vettore che dipende linearmente dal punto ax
stesso.

Si dimostra facilmente che S—'— 98 cioé la derivata di Vor-

du’
TERRA a sinistra di una matrice ortogonale, ® una matrice emi-
simmetrica. Si ha invero

S18=U
dove U ¢ la matrice unitd; derivando rispetto ad u‘, si ha:

88 98 as
S 8+S =0.

)
Poiché S & una matrice ortogonale, S~' & la sua trasposta
(ciod la matrice il cui determinante & quello di S nel quale le

verticali sono sostituite con le orizzontali). E poiché la trasposta

di 68“ —8 & 81 aS” discende dalla (4) quanto si & asserito.
Porremo



=]
]

) 5= 57

e indicheremo questa matrice (a determinante emisimmetrico) con
il nome di matrice-rotasione per 1’analogia che il vettore 5,2
presenta con la velocita dovuta ad una rotazione istantanea nella
Cinematica dei sistemi rigidi dello spazio ordinario.

Porremo inoltre :

(6) (t,-= S-l

ou

ed indicheremo questi vettori con il nome di vettori-trasla:ione.
Consegue: il moto istantaneo di un sistema rigido dipen-
dente da » variabili indipendenti & completamente rappresentato
da n vettori-trasiazione e da % matrici-rotazione (a determinante
emisimmetrico).
Questi 7 vettori e queste » matrici non sono perd indipen-
denti, ma sono legati da relazioni che si ricavano agevolmente.
Le o;, essendo le derivate di Volterra di una matrice (orto-

gonale), soddisferanno alle relazioni:

_ d6; do, _
(‘) auk—a—ui—-cick—{—c,‘di—o.

Dalle equazioni di definizione (6) dei vettori @, discende
poi :
] ]
a—u; (Sa,) —a—u—i(sak) =0.

Da cui:

(aa‘ aa,‘) 08 asak___o.

— G eo— _a____
dut  9u') ' durt o

Operando a sinistra con 8~ e tenendo conto delle equazioni
di definizione delle ‘s,, si ottiene:

da, da
(8) W:_ﬁ+cka‘_c‘ah=0.

Le (7) e (8) costituiscono le relazioni necessarie e sufficienti,



96

cui devono soddisfare i vettori ¢, e le matrici emisimmetriche
o;, affincheé esista un moto rigido dipendente da » variabili, che
ammette come vettori traslazione i vettori ¢; e come matrici-re-
tazione le matrici ;. :

Soddisfatte invero le (7), si potra determinare una matrice
S, le cui derivate parziali a sinistra siano le o, e che si ri-
dueca per =} ad una matrice ortogonale costante, assegnata
arbitrariamente, S,. La § sara allora, per il fatto che le 5; sono
emisimmetriche, una matrice ortogonale.

Le (8) inoltre assicurano che il differenziale :

SSa,dut,
i

¢ un differenziale esatto (nel senso ordinario della parola): per
quadrature percio si potra determinare il vettore X, tale che:

dX,=SSa;dut
i

e che inoltre si riduca ad un vettore arbitrariamente dato per
W= u,.

Per individuare un moto rigido dipendente da n variabili,
bastera dunque dare » vettori a; e » matrici 5,. legate dalle re-
lazioni (7) e (8), e fissare la posizione iniziale dell’ m—fn.edro
mobile di riferimento.

§ 3. - Rappresentazione intrinseca di una J°, immersa
in un S,4,.

Ogni punto di un S,,, cbe si muove di moto rigido dipen-
dente da 7 variabili, descrive una V, . Consideriamo in partico-
lare la 17, descritta dall’ origine dell’ m -7 . edro mobile.

Per rappresentare questa V, potremo valerci delle conside-
razioni del n. precedente. Giovera perd, invece che considerare
un m-n.edro generico, scegliere un # - #.edro di cui gli assi
T, %;... %, giacciono nell’S, tangente alla V, considerata e di cui
percio, gli assi rimanenti Z,,,... %y . nell’S, normale.

Il moto rigido- sara individuato a mezzo delle = traslazioni
a; e delle n rotazioni o; legate dalle relazioni :
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/ aa, 6ak

5 Jut T gt HB T O
(4) \

' LR 5o o,

\dur T gut R RTe

Per I’ipotesi posta, i vettori @, appartengono all’ S, x,;...x,,
quindi le componenti 7-4-1.esima...n+ m.esima di questi
n vettori saranno nulle. Nel seguito i vettori e; si penseranno
in generale rappresentati da complessi di ordine 7.

Gli n vettori @; e le » matrici o; legate dalle (4) si po-
tranno assumere per rappresentare la V, descritta dall’origine
degli assi mobili. Questa rappresentazione della ¥, & pero lar-
gamente arbitraria.

Diamo invero nell’S, tangente una rotazione 4 (4 & dunque
una matrice ortogonale di ordine n) all’n.edro x,2,...x, e nel-
I'S,, normale una rotazione B all’m.edro &, ,...Tutm-

La A si pud pensare matrice d’ordine n--m, bastera ag-
giungere m colonne e altrettante orizzontali di elementi tutti
nulli esclusi gli elementi diagonali uguali ad 1; cosi pure B si
potra immaginare come matrice di ordine (m + n).

Se a' sono i complessi rappresentativi dei vettori a¢ a rota-
zione avvenuta, si ha:

x'=ABx; x=B'A'x
L’ equazione del moto rigido diviene ora:
X=X,+8B'47'x;

per modo che se @;,o; rappresentano i nuovi vettori traslazione
e le nuove matrici-rotazione avremo :

(SB“A‘)‘a—)—(—"_A 8- =ABa,=Aa,

BX[.
o

poiché la rotazione B lascia inalterato lo spazio tangente, cui
appartengono i vettori a; .
Si ha inoltre :

o= (8B A-‘)—l (8B 4)=ABS— ui (SB-'4™ =

7%
7
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38 9B 34~
. 1[99 poy 4 -1 ) —
= ABS | guB A7+ 8T 47+ S B aw]—

38 3B 94
— 1 7 1 4-=1 -1 g4
= ABS S B A 4 ABTT 4 %0
Ponendo :

941 3B~

4w = Bou=8

indicando cio® con a,, B, le rotazioni istantanee corrispondenti
alle rotazioni finite A~', B~! e notando che le B; operano sul-
I’ S,, normale e quindi AB, A~ =,, avremo

6;=ABo,B'A" '+ a,+ B;.

Le formule di passaggio dai vettori e matrici @,, o, ai vet-
tori e matrici a;, 6; divengono :

a;=Aa‘

@ o;=ABo B A" +a,+fi.

Si conclude quindi: n vettor: a, e n matrici 6, a determinan-
te emisimmetrico verificanti le relaxioni (A), individuano, a
meno di mott rigidi, una V,, quella descritta dall’ origine degli.
asst cui somo riferits ¢ dati vettori e le date matrici. Se A, B
sono rotaxioni rispettivamente dello spaxio tangente e dello spa-
xto normale, le formule (B) forniscono n vettori-traslaxione e n
malrici-rotaxione atte a rappresentare la stessa V., .

E poi ovvio che le @ e le o, soddisfano ancora alle rela-
zioni (4).

Per il passaggio dalle variabili indipendenti »‘ ad un siste-
ma di nuove variabili ¢%, valgono le formule seguenti, semplici
deduzioni delle equazioni di definizione dei simboli @, o;:

Queste formole mettono in evidenza il carattere covariante
degli n vettori @, e delle » matrici o;.
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§ 4. - 11 teorema fondamentale nella teoria dell’n.edro
mobile.

Le componenti del vettore @, saranno indicate con
Ay r=1,2,...n 1=1,2...u
lasciando fuor parentesi I’indice di covarianza. Analogamente gli

elementi delle matrici o, saranno indicati con

Pirssi r =numero d’ordine dell’ orizzonzale

s= » » della verticale.

Agli accrescimenti du* delle variabili «* corrisponde lo spo-
stamento del punto sulla V, rappresentato dal vettore

Sady.
Consegue che I’elemento lineare della V, sard rappresentato

da:
ds*=2(a;du')!=Za; X ey du'du* .
4 4

Porremo sempre nel seguito :

ap=a; X a,.

I coefficienti a; di questa forma sono evidentemente inva-
rianti per una rotazione qualunque dello spazio tangente.

Nota la 12 forma fondamentale, note cioé le a,, i vettori
a; restano individuati a meno di rotazioni dello spazio tangente.

Se, ad es., non tutte le a; sono nulle, si potra porre :

Aap = Vay, Agp=...= Quy =0
Qe a —a 2
a(nz = 70— aﬂp = V___—.“ .. 12 aﬂp = el = a(u)z = O
au a
ecc.

Decomponiamo ora le o; in tre matrici che diremo rispetti-

vamente o}, 6;, o;” definite nel seguente modo.
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Le o; applicate ad un vettore dell’ S, tangente danno un vet-
tore ancora dell’S, tangente; applicate ad un vettore dell’S,
normale danno un vettore nullo. Le o; si possono considerare
come le proiezioni delle o, sopra I’ S, tangente. I determinanti di
queste matrici sono :

I)(ll)’i e p(ln)i O cee 0

Peysi -+ - Panyi 0+ .. 0
0 ... 00...0

0 ... 00...0

Le o; saranno nel seguito considerate come matrici di ordine n.
Le o;” trasformano vettori dell’ S, normale in vettori an-
cora dell’S,, normale; applicate a vettori dell’S, tang. danno
vettori nulli. Le o;" si possono considerare come le proiezioni delle
matrici o; sopra I’S, normale. I determinanti di queste matrici

sono :
... 0 0
... 0 0

e o 0 Pt nt1yi Pintr, ntnyi+ + - Pkl npmi

< © o <o

oo 0 Piatentiy Pnte, ntoyi - - - Pinge, nmyi

0 ... 0 Piatm, nt14Pintm, ni2i+ + - Pinm, nmyi

Le o}’ saranno nel seguito considerate come matrici di or-
dine in.

Le matrici o; infine trasformano i vettori dell’S, tangente
in vettori dell’S,, normale e viceversa. Queste matrici saranno
nel seguito eliminate e sostituite con gruppi di vettori.

Si ha ora il seguente teorema :

Le matrici o; sono univocamente determinate, tosto che
stano fissate gli n vetlori-traslaxione; sono cioé determinate, a
meno di rotaxiont dello spaxio tangente dalla metrica della va-
rieta. Qv elementi-delle o] dipendono bilinearmente dagli n vet-
toritraslazione e da n matrici simmetriche.
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La 12 delle relazioni fondamentali (4), si scinde in base
alla definizione delle o; e al fatto che i vettori @, appartengono
all’ S, tangente nelle due relazioni:

da; da, ,
1) T u T ST A
(2 0=¢6a,—o/a;.

Dalla 12 di queste relazioni, nell’ipotesi tacitamente fatta
dell’ indipendenza dei vettori a;, discende la 12 parte del teo-
n(n—1)
i 2
elementi delle 6,(z =1, 2...n), poiché queste matrici sono a de-
terminante emisimmetrico, sono altrettanti. Discende da quanto
segue che il determinante di questo sistema & diverso da zero,
anzi & una potenza del determinante E i cui elementi sono le
componenti dei vettori @, .

Siano ¢, j, 4 diversi. Dalle tre relazioni :

rema. La (1) esplicitata da luogo a n relazioni e gli

Ja, da, , ,
gt 0w T
da, da,
az&_azt":“;'“"_“;“"
Ja, da;
Gw e T M T

si ricava, moltiplicando internamente la 12 per «,, la 23 per
—a«;, la 3% per — @, e tenendo conto dell’identita (con @, b
vettori) :

aXob=—saxXb,

dedotta dal fatto che o’ & una matrice a determinante emisim-
metrico :

aaik__ 0ay + aaih_
du" ot ou*

Ja
2.a; X —=

26, @ «@, = —.
@y X & ~ ouk

Introducendo i simboli di CuristorreL di 12 specie:



day, day

2[hk, ] =20 1

. out ou*  ou’
si ha infine: ’
’ . 3a,.
(3) cka,Xa.~=[kk,z]—a¢X 817.

Questa identita mette in relazione i simboli di CHRITOFFEL
con le matrici o; introdotte; essa vale anche se due dei tre in-
dici ¢, h, k sono uguali.

Consideriamo allora le » identita:

I, a

H Gkahxal=[hk, ]]—alxa‘;“: -
PN a
(4) @y X ay=[hk,2] —a X 7
,. Coe e e e °a¢;,
oka,,Xa,=[kk,1z]—a,><W

e diciamo E la matrice il cui determinante ha come orizzontali
le componenti dei vettori @,...a@,. Diciamo inoltre E* la ma-
trice trasposta di E (ciod quella il cui determinante ha come
verticali le componenti degli stessi vettori a;). '

Le relazioni (4) si possono porre sotto la forma :

(5) Es,ay,= by
dove b, & un vettore la cui r.esima componente &

Ja

[hEk,r]—a. X ————-au,:' .
Facendo variare nella (5) I’indice %, le identitd che si ot-

tengono si possono raggruppare nella relazione tra matrici:

(6) Ec,E*= B,

dove B, & una matrice la cui r.esima orizzontale ha come ele-
menti, le componenti del vettore b,,. Dalla (6) poiché il modulo
di E & diverso zero, consegue la 12 parte del teorema fonda-
mentale.
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Consideriamo ora le (2) e dimostriamo dapprima che gli ele-
menti delle verticali delle matrici o] :

Q) Ditontrti + + o Pim, nprdi

sono le componenti di un vettore dell’S, tangente (ciod la posi-
zione e la grandezza del vettore le cui componenti sono le (7)
non dipende dagli assi di riferimento x,;:..x,). -

Siano percid my (¢,k=1,2,...7n) gli elementi di una
matrice ortogonale m (caratterizzante una rotazione dello spazio

tangente S,) e siano
Lom

ou
le % matrici rotazioni corrispondenti.

La matrice o;4-0;" per effetto di questa rotazione, a norma
delle (B) del prec. n., diviene:

m;==m"

mo;m™ 4+ m;+ mao; m~.

Della matrice qui scritta i primi due termini rappresentano
matrici che trasformano i vettori dell’S, tangente in vettori del-
I’ S, tangente; il 3° termine invece rappresenta una matrice che
trasforma vettori dell’S, tangente in vettori dell’S,, normale .e
viceversa.

Indicando cioé con o}’ le trasformate delle.s;’ per effetto della
rotazione m , si ha:

of =me! m™
da cui discende, c. d. d.:
Prontn= §7nrn1’u.-+sw )

dove le p (sottolineate) sono gli elementi secondo i nuovi assi
delle o’.
I vettori (dell’S, tangente) le cui componenti sono

s=1,...m
Pa, ntsit - « - Pin,ntit i=1,...n

saranno in seguito indicati con P .
Si dimostra agevolmente che per una rotazione dell’S,, nor-
male i suddetti vettori divengono
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m m

2y Py oo Eng, Py
1 1

s= §=

dove le n; sono gli elementi di una matrice ortogonale (di or-

dine mz).
Per effetto delle posizioni ora fatte, le (2) divengono

P, X ah—Rs,h Xa;=0.
Ponendo quindi
Qi = Py X ay= Py, X a;,
le m matrici che hanno come elemento variabile
Quyix + -+ + Cpnyin

sono simmetriche. Indicando, -ad es., con 4, la matrice i cui e-
lementi sono @, discende dalle precedenti relazioni :

EPm: Ay,

dove E & la matrice di ordine n gia stata considerata e P, &
una matrice, gli elementi dell’r. esima verticale della quale sono
le componenti del vettore P, .

Resta cosi pure dimostrata la 22 parte del Teorema fonda-
mentale.

Le a, sono invarianti per una rotazione dello spazio tan-
gente, e gli indici ¢, 2 sono indici di covarianza. Cio discende
immediatamente dalle equazioni di definizione.

Converra considerare le n quadriche differenziali

9= Say,du"du’ i=1,2,...,m.

Esse sono invarianti sia per trasformazione di coordinate,
sia per le rotazioni dell’S, tangente.

Per effetto di una rotazione dell’S,, normale si trasformano
come le componenti di un vettore (dell’ S,, normale). Nasce cosi
una corrispondenza tra le direzioni du‘ dello spazio tangente
(ciod le direzioni dei vettori ?a;d u') e la direzione del vettore

dello spazio normale di componenti ¢, Pgyeuey®p .
La considerazione di questa direzione, la cui interpretazione
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geometrica discende dalle considerazioni del n. seguente, puo es-
sere utile per la introduzione di speciali normali, suscettibili di
una definizione assoluta.

§ 5. - Trasporto per parallelismo. - Elementi del 1.0 or-
dine delle linee tracciate sulla V,.

1l trasporto per parallelismo di Levi-Crvira & contenuto in
ultima analisi nella 12 parte del teorema precedente. Quando &
nota la metrica della V,, sono determinati, a meno di una ro-
tazione dello spazio tangente, i vettori-traslazione @, e per il pre-
cedente teorema le proiezioni o delle matrici rotazione sull’sS,
tangente.

Integriamo, secondo Vorrerra, il differenziale

Yo dut
i
lungo una linea !, appartenente alla V, e congiungente due punti

P,Q,; determiniamo cio¢ una matrice ortogonale A, tale che sod-
disfi all’equazione

dA4 dut
—1 Vo
A dt _—io' dt’

dove ¢ & il parametro che individua il punto sulla linea [/ e che
nella posizione iniziale si riduce alla matrice unita.

Poiche le condizioni di completa integrabilita per le 3, non
sono in generale soddisfatte (a meno che la ¥, non sia euclidea),
cioé non sono in generale nulle le

ou=0% 0% ot oo,

la matrice A dipendera dal cammino di integrazione. Ad ogni
vettore @ appartenente all’S, tangente in P, possiamo associare
in @ il vettore Aa (dell’S, tangente in Q), dove A4 & la
matrice ortogonale prima determinata. Il vettore 4@ & il vettore
dell’ S, tangente in Q ottenuto per parallelismo dal vettore a,

quando il trasporto avviene lungo la linea PQ. Il vettore A«
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dipende poi, come la matrice A4, dal cammino d’integrazione,
La determinaziane della matrice 4 dipende poi ovviamente dalla
integrazione di un sistema lineare a determinante emissimmetrico.

11 significato cinematico del trasporto & poi dato dalla defi-
nizione delle matrici-rotazione o;, considerate come proiezioni
delle matrici o; sull’ S, tangente.

Siamo ora in grado di determinare gli elementi del 1° or-
dine delle linee tracciate sulla V, .

Consideriamo percid il vettore unitario :

du
Sa. =
B al ds b
tangente alla linea tracciata sulla 17, il cui arco & s.

Lo spostamento subito dall’ estremo di questo vettore (sup-
posto spiccato dalla posizione attuale del punto sulla linea di
coordinate curvilinee u‘), quando le 2* subiscono gli accrescimenti
dut, &

—l‘—yds,
p

dove N & un vettore unitario diretto lungo la 12 normale prin-
. 1
cipale alla linea e 3 ¢ la 18 curvatura.

Questo spostamento si comporra di due parti, I’una dovuta

- du . s e o .
alla variazione del vettore Za‘—d—; , considerati gli assi di rife-
i

rimento come fissi (spostamento relativo) e 1’altro dovuto al tra-
scinamento degli assi.
Si avra dunque:
N d du' du*

1) > s ‘d +z‘d o

Usiamo le notazioni del n. precedente; ricordando che i vet-

tori a@; appartengono all’S, tangente, si ricava facilmente:

N d du 'a dutdu* " dudu*
PR L i L Al - P el
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I primi due termini del 2° membro di questa relazione rap-
presentano vettori dell’ S, tangente; I’ ultimo termine & invece un
vettore dell’S,, normale. Se N,, N, sono le proiezioni del vet-
tore N rispettivamente sull’S, tangente e sull’S, normale, si
hanno allora le equazioni :

N d dut ,  du‘dat
. o T a3 s TR gy
@ Ny _ gy dutdut

P w' “ds ds

Nella 22 di queste relazioni & contenuta la generalizzazione
del teorema di MEUSNIER, il vettore *l‘:l dell’ S,, normale riuscendo
comune a tutte le linee della V, aventi una stessa direzione d .
Si ha poi:
gia,=(0...0, — Py, Xa,...,— Py X @)=

=(0--.0,—a(l)a,-..,—a(m)u) 3

percid il vettore —p—’ € di componenti secondo gli assi (Lpy1, Toys,

e Tnpm)
[
dst" " ds®

dove ho posto come precedentemente :

pi=Saydu du.

La direzione del vettore N, & dunque la direzione dell’S,,
normale che nel precedente n. ho chiamato associata alla dire-
zione du'.

Se la linea & geodetica si ha N,=0; le equazioni delle
geodetiche con le nostre notazioni assumono la forma:

d v dutdut
) ds ‘d+)""‘ *ds ds =0

e il passaggio da questa forma a quella data correntemente alle
equazioni delle geodetiche & quasi immediato, se si moltiplica in-
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ternamente per e, il 1° membro delle (3) e si fa uso delle for-

mule (4) del n, precedente.
Nella 12 delle (2) & poi contenuta una osservazione del

Liera ('), poiche

du'  , duw, , N,
(4) d;ai 7{;‘ ;:C&(Lgm—du =-—ds

& lo spostamento dell’ estremo del raggio vettore unitario

v, du
—

i ' ds

quando esso venga trasportato per parallelismo lungo 1’arco ds.
Quando la linea & geodetica il vettore N, & unitario, e il

vettore p V; & di componente :
¢.ds

2 !
1

i=1,2,...m.

Ponendo cioé
5) L dudu*
. — LA, PR —
\ i mk (§)kk dS dS

ed indicando con (x,y,...2.p») le coordinate del centro di cur-
. Ce du; -
vatura della geodetica di direzione ——, avremo come equazioni

ds
parametriche della V,_; luogo di questi centri di curvatura

S ,;)r
(6 Ly = —g———r r=12,....m
) N+ q)f__‘__“___*_,‘p?” )<y ’
e alle equazioni (5) di definizione delle ¢;, si deve aggiungere

la seguente :
7 : 1=Xapy———5—.
( ) Ak e ds ds
Le (6) sono le equazioni di una trasformazione per raggi
vettori reciproci. In luogo di considerare la V,_, luogo dei cen-

() Sulla curvatura geodetica delle linee appartenenti ad wuna varieta
qualunque (Rendic. Acc. Lincei, Vol. XXXI).
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tri di curvatura si pud considerare la V,_, luogo dei punti di
coordinate ¢,..¢,, queste essendo legate dalle (5) e dalla (7).
Per n=m =2, ad es., il luogo di questo punto & nna conica.
nn-1)

Per m = 5

, in generale, questa V,_, giace inun §,_, ge-

(n—1)

. ) . . .
nerico, per m iace in un 8,_, passante per I’ ori-
) D) m p

gine. Si deduce che in questi casi la V,_, luogo dei centri di
curvatura delle geodetiche uscenti da un punto giace rispettiva-
mente sopra una ipersfera o sopra.un iperpiano. Questi risultati
gia farono dati dal Viraur (') come applicazione del metodo di
ricerca da lui sviluppato.

Rimando ad una 22 Memoria sia la considerazione della
curvatura secondo una orientazione, fatta partendo dalle matrici
6 considerate al n. 1, sia la riduzione delle equazioni di com-
patibilita cui soddisfano gli elementi caratteristici a;, o;, come lo
studio degli elementi di ordine superiore al 1° delle linee trac-
ciate sulla varieta, '

(*) G. ViraLi, Geometria dello spaxio hilbertiano, Bologna. N. Zani-
chelli, 1926, p. 286.



