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RESUME

Le modele binomial négatif (BN) est souvent considéré comme le prototype des modeles
surdispersés pour des données discrétes. A travers certaines propriétés, nous montrons que sa
généralisation lagrangienne, appelée modele binomial négatif généralisé (BNG), lui offre une
alternative dans ce domaine. En particulier, le BNG résulte aussi d’'un mélange de Poisson
par une loi absolument continue, il possede un degré de surdispersion plus important que le
BN, et il est aussi utilisable dans le cadre des modeles (non)linéaires généralisés. De plus, a
I’aide de simulations et exemples, nous discutons divers points tels que I’unimodalité ou bien
I’influence des parametres sur la surdispersion.

Mots-clés : Surdispersion, mélange de Poisson, modeles linéaires généralisés, modele
exponentiel de dispersion, fonction variance, binomial négatif généralisé.

ABSTRACT

The negative binomial distribution is often considered in the literature as the prototype
of overdispersed distributions for discrete data. Throught many properties, we show that its
Lagrangian generalization called generalized negative binomial distribution offers to us an
alternative in this way. In particular the generalized negative binomial distribution is a Poisson
mixture, it is more overdispersed than the negative binomial distribution, and we can also use
it for the generalized (non)linear models. Moreover, from some simulations and examples, we
discuss about unimodality or the parameters effects on the overdispersion.

Keywords : Overdispersion, Poisson mixture, generalized linear models, exponential dispersion
model, variance function, generalized negative binomial distribution.

1. Introduction

L’analyse statistique de certaines données discrétes présente une variabilité
plus grande que la moyenne de 1’échantillon. Ce phénomene dit de surdispersion a
été largement et diversement étudié dans la littérature, en particulier, en relation avec
la loi de Poisson. Si un modele inadéquat est adopté en présence de la surdispersion,
il peut y avoir perte d’efficacité pour les différentes statistiques en jeu. Cox (1983) a
étudié en détail cet effet pour le modele poissonnien.
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Des lors que la cause de la surdispersion est connue, un modele paramétrique
du type mélange de Poisson est souvent considéré (Breslow, 1984; McCullagh et
Nelder, 1989). Le mélange de Poisson le plus utilisé est sans doute le modele binomial
négatif; lequel est obtenu avec une loi gamma (Greenwood et Yule, 1920). Cependant,
d’autres mélanges aussi intéressants qu’utiles sont proposés par exemple dans Johnson
et al. (1992, pages 328-335). Notons aussi que le modele binomial négatif est une
généralisation du modele de Poisson pour la surdispersion dans le sens ot, au lieu de
modéliser une succession d’événements indépendants ayant une espérance constante,
elle suppose qu’ils se produisent d’une maniére contagieuse et/ou dans un milieu
hétérogéne. Ce modele binomial négatif a bien sir ses limites.

L’objet de cet article est de montrer qu’une généralisation sur les entiers de la
loi binomiale négative, appelée binomiale négative généralisée (voir Jain et Consul,
1971) et notée BN'G, lui offre une alternative intéressante dans le domaine de la
surdispersion. Pour cela, nous précisons tout d’abord les différentes définitions et
propriétés intrinseques de la BA/G, puis nous montrons enfin ses performances en
matieére de modele surdispersé. Cette présentation générale du modele BN'G est
illustrée par quelques graphiques et exemples, et insiste sur le parallele qui existe
avec le modele binomial négatif.

2. Modéele binomial négatif généralisé

Dans cette partie, nous revoyons les différentes définitions du modele BNG,
ainsi que quelques interprétations probabilistes de ce modele. Nous ferons ensuite le
lien entre la BA/G et d’autres familles de lois bien connues.

2.1. Définitions

Soita >0, A >0et0<p< 1telsque0 < a < (1 — p)/p. On dit qu'une
variable aléatoire X a valeurs dans N suit une loi binomiale négative généralisée
BN G(a, A, p) de paramétres a, A, p, si pour tout € N la probabilité de 1’évenement
X =z estégale a

A F'a(A+x) +x)
AtzT(a(A+2)T(z+1)’

P (z;a,\,p) = p°(1 — p)°3+)

1)

ou I'" représente la fonction gamma. Cette définition est plus rigoureuse que celle
trouvée habituellement dans la littérature (e.g., Jain et Consul, 1971; Johnson et al.,
1992; Famoye, 1997; Letac et Mora, 1990).

Les parametres a, A, p, sont tels que p est la probabilité de succes dans une
épreuve dont la reparamétrisation 6 = p (0) fournit le parametre canonique de la
famille exponentielle de dispersion associée (cf. § 2.3.2); A est le paramétre d’échelle
ou d’indice tel que o2 = 1/ se dit de dispersion (Jgrgensen, 1997), il correspond a
une puissance de produit de convolution; a est le paramétre d’indice de base d’apres
la généralisation lagrangienne de la binomiale négative (cf. § 2.1.1).
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Figure 1. — Densité de probabilité de la BNG
pour différentes valeurs de ses parametres
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Remarque. — 1l semble, au vu d’arguments empiriques, que la loi BNG soit
unimodale. De plus, en établissant le rapport P(z + 1; a, A, p)/ P(z; a, A, p), on peut
montrer que la condition

1—aip(l-p)*>0

est nécessaire pour que le mode soit en 0.

2.1.1. Généralisation lagrangienne

Une maniére de montrer les différentes liaisons entre les lois binomiale
négative (BA) et binomiale négative généralisée (BN G) est d’ utiliser leurs fonctions
génératrices des moments. En effet, si une variable aléatoire X suit une BN (A, p),
de probabilité individuelle

'A+x)

P(X =z)=p"(1 —P)'\m,
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alors sa fonction génératrice est donnée par

Gx(2) = B(z¥) = (L“ﬁ> -

1-p

Alors que si une variable aléatoire Y suit une BN'G(a, \,p), alors sa fonction
génératrice se met sous la forme

Gy(z) = Gx(h(2)),
ou h est une fonction vérifiant :
h(0) =0 et h(w) = wG x/(h(w)),

G x étant la fonction génératrice d’une variable X’ de loi BA/ (a, p).

L’existence et le développement en série entiere de la fonction implicite h,
est garantie par la formule d’inversion de Lagrange (Dieudonné, 1971), d’ou la
qualification de “généralisation lagrangienne” de la binomiale négative par Jain et
Consul (1971). La terminologie “généralisée” dans binomiale négative généralisée
peut donc étre considérée comme abusive dans le sens ou elle se rapporte uniquement
a la généralisation lagrangienne alors qu’il existe d’autres généralisations de la
binomiale négative (Gupta, 1977; Kokonendji, 1994). Letac et Mora (1990) ont
proposé I’appelation “loi de Takdcs”, car cette loi BN'G(a, \,p) est apparue dans
I’article de L. Takdcs (1962) en théorie des files d’attente.

2.1.2. Cas particuliers

Habituellement, la loi BN'G(a, A, p) est définie a partir du produit aX positif
(Jain et Consul, 1971; Johnson et al., 1992; Famoye, 1997) avec comme unique cas
pour a négatif : a = —1. Ce qui permet d’englober la loi binomiale B(—\,p) de
parametres —A et p, ou A est un entier négatif. Pour o fixé, on retrouve d’autres
lois de probabilité classiques, par exemple la loi binomiale négative avec a = 1 et
en remplacant dans (1) A + x par A pour tout z € N, ou encore la loi binomiale
inverse de Yanagimoto (1989) avec uniquement a = 1 dans (1). Enfin, lorsque a
tend vers I’infini, on obtient la loi de Poisson généralisée (Consul, 1989) qui est une
généralisation lagrangienne de la loi de Poisson classique.

2.2. Interprétations probabilistes

Nous proposons ici deux types d’interprétations probabilistes de la binomiale
négative généralisée en liaison une fois de plus avec la binomiale négative.

2.2.1. Par une chaine de Markov

Rappelons qu’une suite (X, )n>0 de variables aléatoires est appelée chaine de
Markov sur (2, F, P), si pour tout n, la loi de X,,+1 sachant X = z¢,---, X, = Zp,
ne dépend que de x,,.
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Soient Wy une variable aléatoire de loi BN (A, p) et (W, )n>0 une chalne de
Markov sur N de fonction de transition

E("+ Wa) = (E(z7))"

ol Y suit une loi BN (a, p). Puisqu’il existe un certain rang a partir duquel W, est
nul p.s. (e.g., Harris, 1963), on peut définir la variable aléatoire

Z=> W,

n>0

et montrer qu’elle suit une loi BA'G(a, A, p). Voir Kokonendji (1994, Théoreéme 4.5)
pour une démonstration plus générale des lois lagrangiennes.

La variable aléatoire Z représente les descendances de I’individu W en théorie
de processus de branchement. Par exemple, elle peut étre utilisée pour modéliser la
progéniture d’un individu asexué.

2.2.2. Par des temps de visite d’une marche aléatoire

Soit (X )gso une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi
n

BN (a,p). On définit alors la suite (S, )ns0 par So = 0 et S, = > (1 — Xi).
k=1
Notons pour tout k > 0,

Ty =inf{n >0; S, =k}

le temps de premier passage de S, en k, et 7 I'image de T}, par  — z — k. Alors
ona:

71 suit une loi BNG(a, 1, p) et Ty, suit une loi BNG(a, A, p), YA > 0,

ol BNG(a, A, p) est la convolée ) fois de la loi BNG(a, 1,p) de 7;. Pour plus de
précisions sur ce résultat, on pourra consulter Letac et Mora (1990) ou Kokonendji
(1994). En particulier, on pourra trouver une extension au temps de passage en 0 (1ié
a 7;) dans Kokonendji (2001).

Ainsi, a partir d’une suite de lois BA on obtient un temps de premier passage
de loi BN'G. Rappelons que le temps de passage obtenu 2 partir d’une suite de lois
gaussiennes suit la loi gaussienne-inverse. Par analogie, une BA'G peut étre appelée
BN-inverse. C’est dans cet esprit que Yanagimoto (1989) a présenté le cas a = 1 (cf.
§ 2.1.2) comme B-inverse.

2.3. Liens avec d’autres familles de lois

Dans les paragraphes précédents, nous nous sommes attachés a établir un lien
entre les lois BN et BNG. 1l existe cependant d’autres familles de lois auxquelles
peut se rattacher la BA/G comme nous allons le voir maintenant.
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2.3.1. Poisson pondérée

La BNG peut étre considérée comme un cas particulier de la loi de Poisson
pondérée surdispersée de Castillo et al. (1998). En fait, la BN'G est vue dans Hassairi
(1992) comme une action du groupe linéaire sur une loi de Poisson en terme de
sa fonction variance. Cette action sur la densité de Poisson permet d’obtenir une
expression de la densité de la BN'G similaire a celle de la Poisson pondérée de
Castillo et al. (1998) avec un paramétrage adéquat.

2.3.2. Famille exponentielle de dispersion

Rappelons d’abord brievement quelques définitions et propriétés des familles
de lois a structure exponentielle. Nous renvoyons le lecteur aux livres de Jgrgensen
(1997) et de Kotz et al. (2000, Chapitre 54) pour plus de détails. Soit§ € O et A € A,
ol © est généralement un intervalle d’intérieur (int®) non vide de R et A un sous
ensemble de |0, +oo[ contenant {1, 2, ...}. On dit qu’une variable aléatoire X suit
une loi exponentielle de dispersion de parametres 6 et A (notée X ~ ED(6,)\)) si sa
densité par rapport a une mesure de référence peut se mettre sous la forme :

c(x; A exp{fz — Ak(0)}, z €R. (2)

La famille exponentielle de dispersion (FED) associée est alors ’ensemble des
probabilités ED(6,)\) avec § € © et A € A.

Pour A > 0 fixé, la FED est une famille exponentielle naturelle (FEN). Ainsi,
les parametres 6 et A sont respectivement dits canonique et d’indice, et satisfont la
formule de convolution

ED(0, A1) * ED(6, A3) = ED(0, A; + A2).

D’o, la famille est stable par convolution et donc {1,2,...} C A avec A =|0, +00]
pour ED(6, )\) indéfiniment divisible.

La fonction « dans (2) est telle que, si p est cette mesure de référence (positive
et o-finie) alors k(0) = log [ €®c(x; 1) du(x). Ainsi, & est strictement convexe sur
int® et, pour une variable aléatoire X ~ ED(6,\),on a:

E(X) = Ar'() et Var(X)=Ax"(0), (3)

ol x'(8) et () sont respectivement les dérivées premiere et seconde de « au point
6. A partir de (3) avec A = 1, la fonction V définie sur le domaine M = «’(int®)
telle que

K"(0) = V{x'(0)} (4)

est appelé fonction variance unité. Tout comme pour les FEN, elle caractérise la FED.
De nombreuses propriétés ont été établies dans la littérature et, dans la plupart des
cas, la fonction variance unité présente une expression plus simple que celle de la
densité. Les fonctions variance unités les plus connues sont les polynomes de degré



SURDISPERSION ET MODELE BINOMIAL NEGATIF GENERALISE 79

inférieur ou égal a 3 (Morris, 1982; Letac et Mora, 1990) dont un résumé est donné
par le Tableau 1 ci-dessous.

Tableau 1. — Fonctions variance unités cubiques

Nom du type (symbole) V(v)

Normale (N) 1

Poisson (P) v

Binomiale () v(l —v)

Binomiale négative (BN) v(1+v)

Gamma (G) v?

Cosinus hyperbolique (CH) v2+1

Gaussienne inverse (GZ) v3

Ressel-Kendall (RK) v2(1 +v)

Poisson généralisée (PG) v(1+v)?

Binomiale négative généralisée (BNG) v(1+v) (1 +v(a+1)/a)
Arcsinus stricte (AS) v(1 +v?)

Arcsinus large (AL) v(1+2v/a+v%(1+a?)/a?)

Notons enfin que les FED sont utilisées pour modéliser I’erreur dans les
modeles (non)linéaires généralisés (McCullagh et Nelder, 1989; Wei, 1998). Les
reparamétrisations v = x/(6) et 0 = 1/ permettent d’écrire la FED comme suit :
{ED(v,0?);v € M,072 € A}. Remarquons qu’une FED n’est évidemment pas
une FEN a deux parameétres.

Ainsi, pour seulement a fixé, la loi BN'G(a, A, p) est une loi exponentielle de
dispersion de densité de la forme (2), indexée ici par a :

ca(z, N)exp {0z — Ako(0)} . (5)

Eneffet,1’équivalence entre les définitions (1) et (5) est donnée par la reparamétrisation
de 6 par

p= h(ee), (6)
avec 6 = log[p(1 — p)?], ka(#) = —alog(1l — p) d’ou I'on déduit que h~1(p) =
p(1 — p)® et h(w) = w[l — h(w)]™* ob h(w) est la fonction (implicite) d’inversion
de Lagrange (e.g., Kokonendji, 1999).

Une conséquence importante tirée de cette appartenance est que la famille des
lois BN'G(a, A, p), pour a fixé, est caractérisée par sa fonction variance sur |0, 4+00]

m m (a-+1)
=m(1 —) m , 7
Va(m) =m (145 <1+/\ ; ) (7)
m étant I’espérance mathématique de la loi BN'G(a, A, p), qui est égale a
aip
- 8
T et ) ®)

et Vi (m) la variance associée qui est aussi égale a Ap(1 — p)/[1 — p(a + 1)]°.
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3. Surdispersion

Le phénomeéne de surdispersion dans le cadre de la FED se traduit le plus
simplement par

Vi(m) >m (9)

pout tout m > 0, ou V), est la fonction variance de la famille.

La condition de surdispersion (9) est trivialement vérifiée par la fonction
variance (7) de la BN'G quels que soient les paramétres a, A et p. On peut noter
que lorsque le parametre A tend vers 0 dans I’expression de la fonction variance (7),
alors la surdispersion augmente et a contrario, lorsque ce paramétre tend vers 1’infini
alors la fonction variance tend vers celle d’une loi de Poisson. De plus, sans perte
de généralité on fixe A = 1, on peut établir les inégalités suivantes sur les fonctions
variance unités : pour tout m > 0,

Ving(m) > Vpg(m) > Van(m) > Vp(m), (10)

o Vaprg (resp. Vpg, Vs et Vp) est la fonction variance unité de la BN'G (resp.
PG, BN et P) donnée par le Tableau 1.

Puisque, pour A = 1 dans (8), m est une fonction croissante de a et de p, alors
a m constant, si a augmente, p diminue. On remarque que plus a est petit plus la
surdispersion est grande et inversement lorsque a augmente alors la surdispersion
diminue avec comme cas limite la fonction variance unité de la loi de Poisson
généralisée (Figure 2). Donc quels que soient les paramétres a, A et p, la loi BN G
est toujours plus surdispersée que la PG et a fortiori la BN, sauf dans le cas de trés
petites moyennes.

3.1. Surdispersion et mélange de Poisson

Dans cette partie, au lieu de montrer uniquement le cas BAN'G comme une loi
résultante d’un mélange de Poisson par une autre loi, nous donnons cette interprétation
de modeles surdispersés pour toutes les lois exponentielles de dispersion dont la
binomiale négative, la Poisson généralisée et bien siir la BNG en font partie.
Commencons tout d’abord par rappeler bri¢vement ce qu’est un mélange de Poisson.

La densité de la loi de Poisson (classique) de parametre m > 0 en tant que loi
exponentielle de dispersion est donnée par :

AZ
—,exp{@x -}, zeN,
x!

ot m = Ae’. Les parametres 6 et )\ ne sont pas identifiables séparément, nous
adopterons donc ici la notation P(Ae?) et non P(6, ) pour désigner la loi exponen-
tielle de dispersion de Poisson.

DEFINITION 1. — Soit X une variable aléatoire positive de loi exponentielle de
dispersion ED(8,\) avec § € A C] —00,0] et A € A C]0,+o0[; ¢’est a dire
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o loi BNG pour a=0,5 °

+ loi BNG pour a=1 A
-~ loi BNG pour a=3 0
6L +++ loi BNG pour a infini (Poisson généralisée) o0
— — loi binomiale négative
—— loi de Poisson

Variance unité

Figure 2. — Graphes de la fonction variance unité pour différentes lois

de densité fx(x;6,\) = c(z; Nexp{éx — A\k(8)}. La variable aléatoire Y est la
résultante d’un mélange de Poisson par X si

Y|(X = z) suit une loi P(ze?),

ou 0 € R est un paramétre convenable. [Dans le cas o x = 0, P(0) est la loi de
Dirac en zéro). La variable aléatoire X sera dite mélangeante et (Y, X) le couple du
mélange de Poisson.

Montrons maintenant que la résultante d’un mélange de Poisson suit, elle aussi,
une loi exponentielle de dispersion.

D’apres la définition du couple (X,Y"), la densité jointe de X et Y est donnée
par

a:c(a: A)

fxy(2,y;0,6,7) = exp{az + 0y — Ax(a + )},

oit @ = § — €’. Par conséquent, la densité marginale de Y est, pour y = 0,1, ...,

A

Iy (y;0,6,\) = m—(y;,a’—expwy — Xe(a+ €%},

o m(y;é, A)e~ (8 est le moment d’ordre y € N de X.
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Ainsi, la proposition suivante devient immédiate.

PROPOSITION 2. — Avec les notations de la Définition 1, pour tout o = §—e® dans
A, Y suit une loi ED(0, \) avec § € log(A —a), A € Aet E(Y) = ek’ (a +€9).

En tant que FED, la résultante d’un mélange de Poisson est donc caractérisée
par sa fonction variance unité donnée dans la proposition suivante.

PROPOSITION 3. — Soit V' la fonction variance unité d’une mélangeante de
Poisson X de loi ED(6, \) avec E(X) = Ak'(8) > 00u § € A. Alors, pour a € A,
la fonction variance unité V., de la résultante Y suivant une loi ED(6, \) est donnée
par

Vo) =v+V (Q):’(U)) 82 (v),

pour tout v > 0, on D, est la fonction réciproque de t — tx' (o + t).

DEMONSTRATION. — D’apres la Proposition 2, on pose v = e?x/(a + €%) et
donc a + € = (v/e’) ol 9 est la fonction réciproque de § — «/(6) telle que
% ((m)) = V(m). En conséquence, la formule de V,, découle de (4) :

Vo{e?r'(a+€%)} = %{eaﬁ’(a +e)}) O

La résultante Y d’un mélange de Poisson par X, est donc bien un modele de
surdispersion, puisque le deuxieme terme de la variance unité est positif.

Parmi les FED du Tableau 1, il est facile de former quelques couples (Y, X) :
(BN, G), (AS,4I), (PG,RK), (BNG, RK) et (AL, RK), les parameétres de RK des
trois derniers couples étant différents. On remarque que les quatre derniers couples
sont associés a des fonctions variance unités strictement cubiques. Ce type de mélange
convient mieux que les formes linéaires ou quadratiques pour ajuster certaines données
(Efron, 1986).

Remarques. — 1) Dans I’optique d’étudier la BA/G comme extension naturelle
de la BN, on obtient alors une interprétation probabiliste du couple (BN'G, RK) par
le couple (BN, G) via une loi de premier temps de passage. En effet, d’une part,
nous avons déja vu cette interprétation pour la BN'G par la BN (§ 2.2.2), et d’autre
part, la loi RK s’interpréte comme la loi de temps du premier passage en un point
positif ou nul d’un processus gamma (e.g., Letac et Mora, 1990; Kokonendji, 2001,
Théoréme 1)

2) Sur ’'unimodalité de la résultante d’un mélange de Poisson, Holgate (1970)
a démontré que si la loi mélangeante est positive, continue et unimodale, alors la
loi résultante du mélange est aussi unimodale. Ce résultat s’applique immédiatement
pourle couple (BN, G), en revanche, dans le cas de la BNV G, 1a loi mélangeante est une
RK dont I'unimodalité n’est pas démontrée. Cependant de nombreuses simulations
de la BN'G (Figure 1) laissent supposer que cette loi est effectivement unimodale.
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3.2. Surdispersion et problémes d’estimation

Dans ce paragraphe, nous abordons le probléme de I’estimation des paramétres
de la BN'G, 1ié au phénomeéne de surdispersion.

Famoye (1997) a étudié plusieurs méthodes pour estimer simultanément les
trois parametres de la loi BN'G(a, A, p). 11 s’agit des méthodes du maximum de
vraisemblance, des moments, des proportions de zéro, du minimum de khi-deux. Il
a notamment comparé leur efficacité asymptotique & partir d’un échantillon simulé.
Cependant, il semble que la surdispersion (liée a cette loi) pose en soi le probléme de
la représentativité de cette estimation, ce dont Famoye (1997) n’a pas tenu compte.

Si on se reporte a la Figure 2, on constate que la surdispersion est inversement
proportionnelle a la valeur de a. Donc, afin de prendre en compte le phénomene de
surdispersion dans I’estimation, nous proposons de fixer a priori le paramétre a. On
se raméne ainsi a une FED (cf. § 2.3.2). On a alors le résultat suivant sur 1’estimation
des parametres d’une loi exponentielle de dispersion ED(6, ).

THEOREME 4. — Soit une loi exponentielle de dispersion ED(6, ), de densité
donnée par (2) et de fonction variance unité V. Soit maintenant un échantillon
aléatoirey = (y1,- - -, yn) devaleursdeY suivantlaloi ED(6, \), ou les paramétres
0 € int® et A > 0 sont tous les deux inconnus. Nous désignons la moyenne et la
variance de I’échantillon respectivement par

1 1
Yn = Zyz et s} = - Z(yz — %)%
i=1 i=1

On a alors : (i) L’estimation X, de X par la méthode des moments est la solution
strictement positive de

s = AV G/ ).

(1) L’estimation X, de A par la méthode du maximum de vraisemblance est la solution
strictement positive de

n

1 ] Un/X ¢t
23" L loge(yiz ) = -
n £~ 0 0g o(y:; \) /0 0]

1=

(4i2) Si la fonction

/X gt

est définie de |0, +oo[ sur int® avec 6y = sup{6; 6 € int@}, I’estimation 8}, [resp.
é\n] de 6 par la méthode des moments [resp. dumaximum de vraisemblance] est donnée
par 0, (%) [resp. 6n(A\n)]-

La démonstration du théoréme est immédiate par une manipulation adroite des
propriétés des FED.
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CONIJECTURE 5. — Sous les hypotheses du Théoréme 4, les estimations des
parameétres 0 et A par les méthodes des moments et du maximum de vraisemblance
existent si et seulement si s2 > 7,,.

Dans le cas de I’estimation des parametres par la méthode des moments, la
conjecture est vérifiée trés simplement au cas par cas pour les modeles du Tableau 1,
en calculant explicitement les estimateurs. En revanche, dans le cas de I’estimation des
parametres par la méthode du maximum de vraisemblance, la Conjecture 5 n’est pas
aussi simple a vérifier. En effet, le cas de la binomiale négative a été conjecturé dans
Anscombe (1950) et n’a été démontré que quelques années plus tard (e.g., Levin et
Reeds, 1977). Pour laloi BA'G qui est une généralisation lagrangienne de la binomiale
négative, le résultat est présenté dans Kokonendji (1999) ainsi que celui de Poisson
généralisée.

Tableau 2. — Estimation de A a partir de 1000 échantillons de taille 100

a D A taux d’échantillons A}, var(A))
surdispersés en %
1 0,33 10 100 10,39 2,68
1 0,10 0,50 81,5 0,68 0,37
0,50 0,50 1 100 1,24 0,14
5 0,10 1 100 1,16 0,10
15 0,05 0,10 98,3 0,19 0,007

Tableau 3. — Estimation de A a partir de 1000 échantillons de taille 1000

a p A taux d’échantillons A% var(A})
surdispersés en %
1 0,33 10 100 10,04 0,26
1 0,10 0,50 99,8 0,62 0,13
0,50 0,50 1 100 1,02 0015
5 010 1 100 1,02 0,01
15 0,05 0,10 100 0,12  0,0005

Les Tableaux 2 et 3 donnent I’estimation du parametre A de la BN'G(a, A, p)
par la méthode des moments () du Théoréme 4, calculé a partir des échantillons
simulés qui sont surdispersés (e.g., Kokonendji, 1999; Théoré¢me 1 pour la formule
explicite de A}, & a connu). Par la suite et a partir de (8), on pourrait estimer p par
i =T,/ (U, (14+a)+aA). Lestimation du paramétre 6 de la FED associée s’ obtient
enfin & I’aide de la formule (¢3¢) du Théoréme 4 ou bien simplement a 1’aide de la

formule (6).

Dans ces Tableaux 2 et 3, on remarque que pour certains parametres a, p et A
de BNG(a, A, p), tous les échantillons ne sont pas surdispersés (au sens s2 > 7,.).
Ce phénomene s’explique par le fait que dans ces cas le moment d’ordre 1 (8) est
trés faible (ici m < 0,4 avec A < 0,5). Comme on peut le constater sur la Figure
2, les courbes de variances unités (A = 1) sont presque confondues pour m trés
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petit, d’ou un risque non nul (dii essentiellement au calculateur) de sousdispersion
sur I’échantillon simulé.

3.3. Discussion

D’un point de vue pratique, dés qu’un échantillon est surdispersé (s2 > 7,,),
comment peut-on juger de son degré de surdispersion? Autrement dit, quand peut-
on parler de petite, moyenne ou grande surdispersion? L’exemple du ‘“nombre
d’accidents enregistrés aupres de conducteurs Belges™ décrit dans Gelfand et Dalal
(1990) pose un probleme du choix de modele surdispersé adéquat; car on a bien
s2 = 0,029 supérieur 2 7,, = 0,021. L’avantage du modele BN'G dans ce cas,
est que le degré de surdispersion est automatiquement pris en compte par les deux
parameétres a et A (cf. début de § 3).

Enfin, la terminologie “surdispersée” prend parfois dans la littérature un tout
autre sens que celui défini dans cet article. Elle peut étre utilisée pour dire que la
variance d’un échantillon observé est supérieure a la variance fournie par le modele
considéré. Nous pouvons I'illustrer a I’aide de I’exemple classique de la fréquence
des maéles dans 6115 “sibships” de taille 12 en Saxony (e.g., Gelfand et Dalal, 1990).
On observe sur I’échantillon que 7,, = 6,23 et s2 = 3,49; on est donc dans un cas
sousdispersé et le choix d’un modele binomial envisagé par les auteurs semble justifié.
Cependant, ils parlent alors de “surdispersion” car, dans ce cas, la variance du modele
binomial est sous estimée par la variance de 1’échantillon : np(1 — p) = 2,4 < s2.

Remerciements. — Les auteurs remercient le comité de rédaction de la revue
pour leurs commentaires sur cet article.
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