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RÉSUMÉ

La méthode «Sliced Inverse Regression» (SIR) a été introduite par Li (1991) dans les
problèmes de régressions multidimensionnelles pour réduire la dimension par projection sur un
sous espace, SK, de l’espace initial. Cependant, dans la version initiale, certaines dimensions
pertinentes peuvent ne pas être prises en compte, ce qui a conduit à une méthode plus adéquate,
la SIR II. La difficulté principale est la détermination de la dimension du modèle final et, en
adaptant une démarche efficace pour la SIR à la méthode SIR II, nous proposons un critère
pour choisir la dimension, basé sur la qualité de l’estimation de l’espace SK . Un estimateur
de ce critère est étudié sur un plan théorique, mais surtout sur des simulations et des données
réelles.

Mots-clés : projecteur propre, loi elliptique symétrique, modèle de régression, choix de
dimension.

ABSTRACT

Sliced Inverse Regression is a method for reducing the dimensionality in multivariate
non parametric regression problems. Unfortunately, some relevant directions may not be taken
into account. Alternative methods have been proposed to overcome this problem and SIR II is
one of them. However, the problem of determining the dimension of the model still remains. We
propose here the suitable version of a criterion introduced in SIR. An estimate of this criterion

is introduced and studied on both simulations and a real data set.

Keywords : eigenprojection, elliptically symmetric distribution, general regression model,
choice of the dimensionality.
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1. Introduction

Considérons le problème de la régression d’une variable explicative y sur
une variable p-dimensionnelle x. Il est bien connu que les vitesses de convergence
obtenues par des méthodes non-paramétriques sont pénalisées par la dimension p et
nombreuse est la littérature traitant du sujet. Par exemple, la méthode de «projection
pursuit regression» (Friedman and Stuetzle, 1981), la méthode ACE (Brieman and
Friedman, 1985), la méthode GAM (Hastie and Tibshirani, 1986), la méthode ADE
(Hardie and Stoker, 1989) visent à substituer à la régression multiple, des régressions
unidimensionnelles, pour obtenir des vitesses de convergence comparables à celles
des techniques univariées. Hormis ADE, toutes présentent l’inconvénient de reposer
sur des algorithmes itératifs complexes.

La méthode «Sliced Inverse Regression» (SIR) proposée par Li (1991) permet
d’aborder le problème sans avoir recours à de tels algorithmes. En supposant que la
régression de y en x ne dépend que de la projection de x sur un sous-espace SK
de dimension K, ce dernier est estimé à partir de la simple diagonalisation d’une
matrice. On utilisera la modélisation suivante

où les vecteurs {3ù i == 1,..., K, sont indépendants et engendrent SK, E étant une
variable aléatoire réelle indépendante de x. Ainsi, si K est raisonnablement petit,
on pourra convenablement estimer f au moyen des méthodes non-paramétriques
classiques.

Sous une condition vérifiée, en particulier si x suit une loi elliptique symétrique,
mais qui est approximativement vérifiée par la plupart des lois multidimensionnelles
(Hall et Li, 1993), Li montre que le sous-espace associé aux valeurs propres non nulles
de la matrice 03A3-1var(E(x/y)) (où 03A3 = var(x)) est inclus dans l’espace SK, appelé
espace E.D.R (Effective Dimension Reduction). Nous appellerons, par la suite, SIR 1
cette méthode.

Cependant, il peut arriver que SIR I se montre inefficace pour estimer l’espace
E.D.R dans son entier. En effet, si la projection de x dans certaines directions
est de loi symétrique et si la régression de y par rapport à cette projection l’est
également, alors, la matrice var(E(x/y)) sera dégénérée dans ces directions et
celles-ci ne pourront être estimées correctement. Pour remédier à ce problème, deux
stratégies ont été proposées. La première, la méthode SIR II (Li, 1991), repose sur
l’utilisation de moments d’ordres supérieurs. Cette méthode sera développée par la
suite. La seconde, méthode PHD («Principal Hessian Direction» Li, 1992), s’appuie
sur l’estimation d’une matrice «asymétrique», E(yxtx), qui dans le cas normal se
déduit de l’estimation de l’espérance de la matrice Hessienne de f.

Cependant, l’une ou l’autre des méthodes fournit une liste d’estimateurs de SK
sans pour autant permettre, à priori, de préjuger du meilleur : la dimension K est
inconnue et se doit d’être estimée. Pour les méthodes SIR 1 et PHD, Ferré (1998)
présente un critère de choix de modèle visant à optimiser l’estimation de l’espace
E.D.R. Ce critère est étendu dans Ferré (1997) à la variante de SIR proposée par
Hsing et Carroll (1992). L’idée est de déterminer K en étudiant le comportement de
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la fonction de perte définie, pour q = 1,..., K, par

où 11g et 11g représentent respectivement des projecteurs sur un sous-espace de
dimension q de l’espace E.D.R et sur son estimateur. Ces fonctions mesurent les
«écarts» respectifs entre les directions «idéales» et les directions observées. Ainsi,
on ne retiendra que les directions pour lesquelles R(q) est proche de zéro. Nous
proposons ici de développer une approche semblable pour la méthode SIR II. Notons
que, dans ce cadre, le problème de la détermination de K a été abordé au moyen
de tests d’hypothèses par Schott (1994) et par Kôtter (1996) au moyen d’intervalles
de confiance autour du «pourcentage de variance reproduite» par les directions, sans
toutefois conduire à une solution satisfaisante.

Dans la section 2, nous rappelons les principes de la méthode SIR II et
définissons notre critère. La troisième partie est consacrée aux applications. Une
étude au travers de simulations est menée pour évaluer la capacité du critère à
retenir une dimension correcte. Puis, la méthode SIR II est mise en oeuvre sur des
données psychologiques issues de Zuroff (1994). L’objectif est d’expliquer l’intensité
d’une relation amoureuse par sept variables décrivant des aspects de la personnalité
des individus. Le résultat obtenu montre que trois combinaisons linéaires des sept
variables dépendantes suffisent à l’explication de l’intensité amoureuse.

2. Modèle et choix de dimension

2.1. La méthode SIR II

Pour fixer les idées sur l’intérêt de la méthode SIR II, considérons l’exemple
suivant (Li, 1991) : Soit (x1, x2) ~ N(0, 12), et y = X2; du fait de l’indépendance
entre xi et X2, E(x2/y) = 0, et de part la symétrie, E(xl/y) - 0. Ainsi,
var (E(x/y)) = 0 et l’estimation de /3 = (1, 0) est alors impossible par SIR I. En
revanche, si on considère les moments d’ordre 2 conditionnels, on a : var (x1/y) =
E(X21y) = y et var(x2/y) - 1, et 03B2 s’obtient en utilisant la matrice de variance-
covariance conditionnelle; ceci est en fait l’idée de SIR II.

D’une façon générale, si P est le projecteur sur l’espace S’, engendré par
(~1, ... , ~K) = (03A31/203B21, ... , 03A31/203B2K), et Q le projecteur sur son orthogonal, et si x
suit une loi elliptique symétrique, on a, en posant z = S-1/2x, la relation suivante :

(voir Cook and Weisberg, 1991 ), où wy est une variable aléatoire réelle dépendant de y
et de la loi de x. Cette variable vérifie également E (wy) = 1, et wy est identiquement
égale à 1 si x suit une loi normale. Ainsi, tout vecteur v orthogonal à l’espace S’K est
vecteur propre de la matrice var (z/ y), associé à la valeur propre wy. En fait, dans Li
(1991), il est montré que, déterminer l’espace S’K, revient à chercher les directions
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~1,..., r] K maximisant, sous contrainte d’ orthogonalité, la distance :

et donc à diagonaliser la matrice :

dont les vecteurs propres, engendrant S’K, sont les (~1,..., ~K). Une fois les vecteurs
~1,..., 77K obtenus, on en déduit l’espace E.D.R qui est engendré par les vecteurs
bk = 03A3-1/2~k. Les vecteurs peuvent s’obtenir directement comme vecteurs
propres de la matrice :

Comme pour la SIR I, et pour simplifier les méthodes d’estimation, la matrice
ci-dessus sera remplacée par une matrice E-’W, telle que W soit obtenu par
tranchage du support de y. En effet, soit H le nombre total de tranches et Ih la
hième tranche, h = 1,..., H, ph - P(y E Ih), Ch = var(x/y E Ih),
A = E(Ch), Kh = Ch - 0394 et nh le nombre d’observations dans Ih, on pose

On suppose maintenant que la matrice E-1 W possède K valeurs propres simples,
(03BBi)i=1,...,K, ordonnées dans l’ordre décroissant. On peut alors montrer que l’espace
E.D.R contient le sous-espace propre associé à (03BB1 ... ÀK). On notera que, sous le
modèle (1), 03A3-1W a également une valeur propre multiple associée à l’orthogonal
de l’espace E.D.R notée BK+ 1 . Contrairement à la SIR I, cette valeur propre n’est
pas nulle.

Un estimateur de W est donné par :

_ 

H

où h = h - , h est la variance empirique dans la tranche Ih, et A = 03A3nhh.
est lui estimé par l’ estimateur empirique usuel. L’estimateur W étant convergent
à la vitesse vfii, le sous-espace propre de -1 de dimension K est lui-même un
estimateur convergent de l’espace E.D.R. Cependant, les valeurs propres de -1
sont presque sûrement distinctes. La méthode fournit donc une liste d’estimateurs de

l’espace propre sans apporter d’information sur la dimension K qui joue pourtant un
rôle crucial.

Remarque : Il est possible de fournir un cadre général pour les méthodes SIR I,
SIR II et PHD, car dans ces trois cas, l’estimation des paramètres repose sur la
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diagonalisation d’une matrice E-’W, et d’une méthode à l’autre, seule W change.
Par exemple, pour SIR I, W est une approximation par tranchage de var(E(x/y)) et,
pour PHD, de W == E(yxtx) .

2.2. Détermination de K pour SIR II

Pour i = 1,..., K, soient b2 le vecteur propre 03A3-orthonormé et Pi - bibti03A3
projecteur propre E-orthogonal associés à la valeur propre Ài de 03A3-1W. Notons
PK+ 1 le projecteur sur l’orthogonal de SK, SK étant l’espace engendré par bl, ... , bk.
Rappelons aussi que l’on suppose que ÀK+I = ÀK+2 = ··· = Àp. Soit (i)i=1,...,p
la suite décroissante des valeurs propres de -1 de vecteurs propres associés
-orthonormés (i)i=1,...,p. On rappelle que 03BBi et convergent vers Ài et bi

respectivement, pour i == 1,..., K et K+1 = 1 p-K 03A3 Âl, et PK+I -

p-K ltl convergent respectivement vers 03BBK+1 et PK+1.
Afin d’apprécier la qualité de l’estimation des sous-espaces propres de E W,

un critère a été introduit pour les méthodes SIR 1 et PHD par Ferré (1998). Ce dernier
conduit à un choix de la dimension K à partir de la quantité :

où IIq est le projecteur E -orthogonal sur le sous-espace engendré par bl,..., bq et
11g son estimateur. Cette fonction de perte permet de mesurer les écarts respectifs
entre les sous-espaces de l’espace E.D.R et leurs estimateurs.

Mais, pour des raisons pratiques, on ne peut utiliser le critère directement sous
cette forme, puisque IIq est à priori inconnu. On a alors recours à un développement
limité de l’expression E(tr(q03A0q)) pour obtenir le terme principal dans le cas de
SIR 1 (voir Ferré 1998) :

avec, rappelons le, pour i = 1,... K, Ài est valeur propre de la matrice 03A3-1W et 03BA
est le paramètre de Kurtosis de la loi de x .

Dans le cas de SIR II, nous proposons ci-dessous le critère correspondant,
obtenu en adaptant le critère R(q). En particulier, l’intégration de la valeur propre
multiple non nulle et l’utilisation de moments d’ordre supérieur à deux ne permettent
pas l’obtention d’une expression aussi simple que dans le cas de SIR 1.
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Ainsi, sous les hypothèses suivantes :

1) pour n tel que, pour i = 1,..., K + 1 :

où C est une constante strictement positive telle que :

2) x suit une loi elliptique symétrique;
3) conditionnellement à y, x suit une loi symétrique;
4) les moments d’ordre 4 de x, conditionnels ou non, existent;

on obtient le résultat suivant, en notant 0 le produit de Kronecker de matrice et Kp2
la matrice de commutation (voir Magnus et Nedeker, 1987) :

Théorème 1. Pour q = 1 à K - 1 :

et

avec, pour i = 1, ... , q et j = 1, ... , K + 1,

où

et

Kh ayant été défini au paragraphe précédent.
Des éléments de preuves sont donnés en Appendice.
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Remarques
Tous les termes figurant dans ce théorème sont estimables en remplaçant chaque

paramètre par sa version empirique usuelle. Ces estimateurs convergeant tous à la
vitesse Vii, l’estimateur de R(q) est lui-même convergent à la vitesse Vii.

On peut montrer aisément que l’estimateur obtenu est sans biais à l’ordre

O(n-3/2) et sa variance est un O(n-3).
En pratique, R(q) n’est pas directement utilisable, car K reste inconnu.

Cependant, nous suggérons :
- soit de déterminer une valeur K*, par exemple, par un test statistique ( Schott( 1994)
propose un test dont la statistique suit asymptotiquement une loi de ~2) et de remplacer
K par K* dans l’expression de R(q), ce qui revient à corriger un phénomène de
surparamétrisation dû au test.
- soit de faire varier K de 1 à p (en prenant q inférieur où égale à K) et de travailler,
comme avec SIR 1 avec un critère R(q, K). C’est cette dernière démarche que
nous retenons et nous déterminons la valeur de K à partir des p représentations
des «courbes» R(q, K). Comme nous le verrons dans les applications ci-après, les
similitudes entre ces p courbes rendent possible une telle démarche.

On notera le rôle important joué par l’inverse des différences des valeurs propres
successives. Cela est particulièrement intéressant ici, de part l’existence de la valeur
propre multiple non nulle qui conduit à des valeurs propres observées, de tailles
voisines, et donc à des valeurs élevées du critère.

Nous avons supposé les valeurs propres (Ai,..., ÀK) distinctes pour simplifier.
Il est cependant possible d’obtenir une version de R(q) dans le cas de valeurs propres
multiples, mais son utilisation paraît délicate en raison de la remarque ci-dessus.

La démarche utilisée ici revient à évaluer la qualité d’estimation de chaque
«sous-modèle». Il serait également possible de comparer chaque sous modèle estimé
au «vrai modèle». Différentes mesures allant dans ce sens ont été proposées dans
Ferré (1998).

3. Applications

3.1. Simulations

Pour les simulations nous avons utilisé le modèle suivant :

où x ~ N(0, I7) ~ ~ N(0, 03C32), 03B21 = (1,0,0,1,1,0,0)t, 03B22 = (0,1,1,0,0,0,0)t,
03B23 = (0,0,0,0,0,1,-1)t, 03B24 = (0,0,0,0,0,0,1)t, et donc ici K = 4, p = 7. Le
but de ces simulations est de s’assurer du bon fonctionnement du critère R(q) et de
comparer les résultats avec ceux de la SIR I. Nous avons donc simulé n valeurs du

couple (x, y) au moyen d’un générateur de nombres pseudo-aléatoires et du modèle
ci-dessus, avec 03C3 = 0.01. Deux tailles d’échantillons ont été considérées : n = 100
et n = 2000. Dans chacun des cas, les méthodes SIR I et SIR II ont été mises en
oeuvre.
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Dans un premier temps, pour n = 100, nous avons pris H = 10, où H désigne
rappelons-le, le nombre de tranches du support de y utilisé pour estimer W (cf § 2.1).
Les représentations des R(q, K) sont données figure 1, la valeur de K étant portée
sur la courbe et les valeurs de R(q, K), K  q étant arbitrairement posées égales à
zéro. Les valeurs observées dans le cas de SIR 1 conduisent raisonnablement à retenir
une seule dimension (quelle que soit la valeur de K, on a R(1, K) ~ 0.2, alors que
R(2, K) ~ 0.4). Par contre, pour la SIR II, même si, à priori, une seule dimension est
une solution convenable (R(l, K)  0.08), au vu de la faible taille de l’échantillon,
il semble possible d’étendre le choix à deux dimensions (R(2, K)  0.25, mais

R(3, 5)  0). Le tableau 1, représentant le nuage de point des -gtx en fonction des
{3tx, donne une idée de la qualité d’estimation de chacune des directions. Ainsi, pour
la SIR I, seule la première dimension semble être convenablement estimée, alors que
pour la SIR II, les deux premières semblent être satisfaisantes.

FIGURE 1

Représentation des 7 courbes R(q, K), K = 1,···, 7,
en fonction de q = 1,···, K, pour n = 100 et H = 10.

FIGURE 2

Représentation des 7 courbes R(q, K), K = 1,···, 7,
en fonction de q = 1,···, K, pour n = 2 000 et H = 50.
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Ensuite, nous avons considéré n = 2 000 individus et H = 50 classes. Avec
une telle taille d’échantillon, on peut s’attendre à une amélioration de la qualité de
l’estimation des 03B2i. Ceci se confirme tableau 2, qui est l’équivalent du Tableau 1 pour
notre nouvelle configuration. En effet, pour la SIR I, les deux premières directions
sont mieux estimées que dans le cas précédent, sans toutefois atteindre la qualité
obtenue pour les trois premières directions de SIR II. Ces résultats sont corroborés
par les graphiques des R(q, K) de la figure 2. Ceux-ci conduisent à choisir K = 2
dans le cas de SIR 1 et K = 3 dans celui de la SIR II. On notera que la quatrième
dimension ne peut être estimée convenablement en raison de la faible variance de
cette composante par rapport aux trois autres.

TABLEAU 1

Représentation des it x en
TAB LEAU 2 

Représentation des Oi x en
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3.2. Données réelles

Nous avons appliqué les méthodes SIR 1 et SIR II sur les données «Loves Data»
présentées dans Zuroff (1994). Le but est d’étudier la relation entre certains caractères
dépressifs et l’intensité d’une relation amoureuse. Les variables sont mesurées au
travers d’échelles élaborées à partir de questionnaires. Ainsi, la variable y mesurant
l’intensité amoureuse est un score global établi à partir du premier axe principal d’une
A.C.P effectuée sur des échelles d’intensité amoureuse. Pour expliquer y, nous avons
sélectionné dans le fichier initial sept variables de type psychologique mesurant :

x, : l’anxiété, X2 : la peur d’être trop intime, X3 : la névrose, X4 : l’extraversion, X5
la capacité d’adaptation, X6 : le charme, X7 : la minutie.

Ces variables sont regroupées pour former la variable x. Les variables X3 à X7
correspondent à une auto-évaluation. L’échantillon de taille 159 a été pris parmi des
étudiants de l’Université de Mc Gill au Canada.

Nous avons mis en oeuvre les méthodes SIR 1 et SIR II, chacune en considérant
dix classes. Les résultats obtenus montrent que, si la SIR 1 est inefficace, la SIR II,
elle, conduit, à retenir trois dimensions (voir Figure 3). Les «mauvaises» valeurs
obtenues pour le critère R(q, K) en SIR 1 s’expliquent par la proximité des valeurs
propres (tableau 3).

FIGURE 3

Représentation des 7 courbes R(q, K), K = 1, ..., 7,
en fonction de q = 1, ..., 7, pour les données réelles

TABLEAU 3
Estimation des valeurs propres pour les données réelles



43UN CRITÈRE DE CHOIX DE LA DIMENSION DANS LA MÉTHODE SIR II

Vu le faible nombre d’individus, il ne paraît pas réaliste de mettre en oeuvre
l’estimation non-paramétrique de la fonction f avec K = 3. Cependant, il est possible
d’exploiter ces résultats sur un plan descriptif. L’observation des coordonnées des
vecteurs /3, données Tableau 4, montre que, par exemple, «l’anxiéte» et «la peur
d’être trop intime» expliquent bien l’intensité affective de la relation; à l’inverse,
«la capacité d’adaptation» ne semble pas intervenir. De plus, il est possible de
représenter le nuage de points dans les directions qui expliquent au mieux la variable
«intensité affective», pour interpréter le comportement des individus. Ces graphiques
sont donnés dans le tableau 5. Par exemple, relevons que le nuage (y, /3ix) met en
évidence six individus ayant une intensité affective faible, un score d’anxiété plutôt
fort et semblant craindre l’intimité. D’autre part, (y, 03’x) révèle quatre individus
névrosés, peu enclins à l’extraversion et de score d’intensité affective plutôt faible.
Ici, la réduction de la dimension est intéressante car elle permet de passer du nuage
de points initial en dimension 8 à un nuage de points en dimension 4.

TABLEAU 4
Estimation des vecteurs propres associés aux trois plus grandes valeurs propres.

TABLEAU 5

Représentation de y en fonction de itx pour les données réelles
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Appendice : Quelques éléments de démonstration

Les résultats s’obtiennent en appliquant le lemme 1 ci-dessous à la matrice
V = W.
Lemme 1 (Ferré (1998)) Soit V et 03A3 deux matrices estimées par V et  et soient
Ul = n( - V) et U2 = n( - 03A3). Sous les conditions (1), (2), (3), on a :

On calcule ensuite var(U1) à partir de l’expression de W et on obtient :

Par ailleurs, comme x suit une loi elliptique symétrique, on a :

Un calcul rapide conduit à :

En remplaçant les variances et covariances dans les différents termes de R(q),
on obtient : pour j = 1,..., K
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et, pour j = K + 1,

Le résultat s’obtient en intégrant ces expressions dans R(q) et en arrangeant.


