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RESUME

On considere deux procédures de détections de ruptures pour des observations poisson-
niennes groupées. La premiére procédure est basée sur la statistique du rapport de vraisemblance
adaptée au probleme de rupture. La loi asymptotique de la statistique de test, sous I’hypothese
nulle est celle du sup d’une fonctionnelle carrée d’un pont brownien. La deuxi¢me procédure,
bayésienne, est basée sur la loi a postériori du parametre de I’instant de rupture. Nous appli-
quons les deux procédures aux données concernant I’hypospadias, recueillies dans les registres
des naissances a Liverpool durant I’année 1960 et 1982 et nous faisons une comparaison entre
les deux méthodes.

Mots-clés : Rupture, Test du rapport de vraisemblance pénalisé, pont brownien, loi a priori,
loi a postériori.

ABSTRACT

We consider two tests with regard to detection of change of parameter in a sequence
of independent Poisson random variables. The first test considered is based on the likelihood
ratio appropriately adapted for a change point problem. The limiting distribution of the test
statistics, under the null hypothesis is evaluated by asymptotical techniques. Under the null
hypothesis the distribution of the test statistic obtained by maximization of the likelihood ratio
converges to the supremum of an square function of the Brownian bridge process. The second
test use Bayes technics, and is based on the marginal posterior density of the change. Finaly,
we apply the results for a set of data from the Liverpool Registry during 1960 to 1982, and
compare the two procedures.

Keywords : Change point, Penalized likelihood ratio test, brownian bridge, prior distribution,
posterior distribution.
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1. Introduction et modele statistique

Soit X1,..., X, une suite de variables aléatoires; dans ce travail nous nous
proposons d’étudier le probleme de test suivant :

HO . P(Xl = Ii) = e—"i/\() (nz:l):‘o') '

Contre

(N ) n—1 NL
Hl n) _ U Hl (_1)
k=1 Nn
e—ni,\lgn_i;\.}'ﬁ sii=1,...,k

Al
—_ n,A2)%i ..
e ""\2(—5;2!)— siti=k+1,...,n.

n k n
an‘ZNm Zni=Nkv Z n; = Ny,
=1 =1

i=k+1
et les paramétres \g, A;, A2 sont inconnus.

Remarque. Chaque X; peut étre vu comme une somme de n; variables
aléatoires indépendantes et équidistribuées de loi de Poisson de paramétre A.

Dans la littérature, plusieurs auteurs comme Chernoff et Zacks [3], Sen et
Srivastava [11] ont proposé des tests de détection de rupture dans la moyenne de
variables gaussiennes. Hinkley et Hinkley [8] proposent des tests pour des variables
binomiales. Worsley [15] propose un test de détection de rupture pour des observations
poissonniennes qui fait intervenir le rapport des parameétres avant et apres la rupture; il
approxime laloi de la statistique du rapport de vraisemblances, conditionnellement a la
somme totale des observations, par celle d’une statistique appelée « Somme Cumulée»
qui suit, sous I’hypothése nulle, une loi du x2. D’autres auteurs comme Bhattacharya
et Frierson [1] ont proposé des méthodes non paramétriques basées sur les rangs ou
la fonction de répartition empirique associée aux observations. Simpkin et Downham
(1988) ont proposé un test de détection pour des observations poissonniennes basé
sur la statistique du rapport des vraisemblances maximales; en supposant I’instant de
rupture fixé, ils approximent la loi de cette statistique par une loi du x? et ils appliquent
leurs résultats a un fichier de données concernant I’hypospadias, enregistrées durant
les années 1960 a 1982 a Liverpool.

Dans cet article un test de détection de rupture du parametre de variables
de Poisson indépendantes est proposé; le test est basé sur la statistique Log-
vraisemblance maximale pénalisée. Nous montrons que la loi asymptotique de cette
statistique se comporte comme celle d’une fonctionnelle d’un pont brownien; ceci
permet I’évaluation asymptotique du niveau du test étudié.
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Nous proposons une application pratique aux données utilisées par Simpkin et
Downham [13] et donnons un intervalle de confiance pour I’instant de rupture.

2. Test du rapport de vraisemblance

La statistique Log-vraisemblance est définie par :

Ay, = max A}, (-g—f:) (1)
avece
Ay, ( x’: ) NiXn, log ( ))g N) + Ni Xy, log (%Z) (2)
ol
Fl'ixi =Xn,, LXk:Xi =
n =1 N = k z—k+1

La valeur k de k réalisant le maximum de Ay (%L) est I’estimateur du
n n

maximum de vraisemblance de k sous I’hypothése alternative H. }N" ), O

Pour I’étude du comportement asymptotique de A}, , sous I’hypothese Ho,
faisons quelques remarques préliminaires.

Dans cette étude, nous fixons n et supposons que les n; sont suffisamment
grands, de sorte que NN, soit grand.

1. Il est facile de vérifier que

7I\In = %EYNA %ﬁ: X}:VI.
_‘X—Nn - XNk - (1 - Nf;)(XN;\ _—X'Nk) (3)

Xn, — X, = {EEn — X

De (3) on déduit

(4)
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2. Pourtout N; < N, < N,,ona:

— e = = N, N, \ 7!
Covuy(XN, — XN, XN, —XN,) = A (F(l - jv—s)) (5)

3. Pour tout ¢t € [0, 1], soit V() un pont Brownien; c’est-a-dire un processus
gaussien sur [0,1] conditionné par : V(0) = V(1) = 0, on sait alors que pour
t1 € [0,1] ette € [0,1] : Cov(V (1), V(t2)) = min(ty,£2) — tito.

Alors pour tout 0 < t; <ts < 1l,ona:

V(1) V(t2) [t —te)
COV (\ﬁl(l—tl), \/t2(1—t2)> - t2(1_tl) (6)

[nt]
DEFINITION 1. Soit g,, : [0,1] — [0, 1] définie par g, (t) = A Z n; ([A] désigne
™ i=1

la partie entiére du réel A).

Il est facile de vérifier que I’application g,, est croissante, que g,(0) = 0 et que
gn(1) = 1. De plus, la restriction de g, 2]0, 1] est I’interpolée linéaire de la fonction
en escalier définie sur

k
1 1 k 1 Ny,
— 1= - ) == ==
{n n} par gn (n) N, ;m N,

DEFINITION 2. On définit { A% (t),t € [0,1]} comme le processus interpolé linéaire

Ni
du processus {A}‘v" (N_k) 1 <k< n}.
n

THEOREME 1. Sous I'hypothése Hy, A}, = converge au sens de la convergence en loi
des marginales de dimension finie vers le processus Ay défini par :

V2(gn(t))

Ao(t) = 7

©) = 26u01 - 00 ™

ou 'V est un pont Brownien.

Preuve. Le développement de Taylor de (2) donne

* _ N [Nngn(t)] [Nngn (t)]
MO =5"—5 U N,

_ - 2 Xy
XNugo ) ~ X(N,g, 1)) = = +0(Rn,) (8)
( ! ) XN, g 1K [N, g0 ()]

oll Ry, converge vers 0 avec probabilité 1.
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Notons

Ny [Nngn(t) Nngn(t) \ (+ 3
Un,(8) = \/ S el (1 - el (R0~ T, i)

Il est facile de voir que le processus {Un,, (t), t € [0, 1]} estasymptotiquement
gaussien (comme la différence de deux processus asymptotiquement gaussiens) et que
sous I’hypotheése Hp, pour tout s < t et compte tenu de (5) il vérifie :

Cov(Un, (s), Un, () Waga(o))(1 - Lngnlll
ov(Un, (s),Un, (£)) = : |
[Nngn(®)](1 — [_Nn_]%,:l(i)])

s _ [9n(s)(L = gn(t))
D’ol N'l'xinoo Cov(Un, (s),Un, (t)) = _gn(t)(l —gn(9))’

X 1
D’autre part, — A converge en probabilité vers SV
X[N”g,,(t)]X[N,,g,,(t)] 0
De (6) et (8) on déduit la convergence de A}‘V" vers Ag. 0

L'un des probleémes cruciaux de détection de rupture est posé par les effets de
bords (les ruptures intervenant aux bords de I’intervalle d’observations). En effet,
pour les ¢ proches de 0 ou 1, Ag n’est pas continue.

Pour pénaliser ces effets de bords, nous adoptons la méthode proposée par

¥(t)
=

page 129), en considérant la suite de processus 'y, (t) = ¥(t)¥(1 — t)A} (t), ob

Shorack & Wellner [12] (inégalité de Birnbaum and Marshall en prenant h(t) =

1 2
. . . t
1 est une fonction continue par morceaux sur [0, 1] vérifiant / (@) dt < oo.
0

Posons I'(t) = ¥(t)¥(1 — t)Ao(t), c’est un processus continu pour ¢t € [0, 1];
en considérant les moments d’ordre 4 de {T'y, (t), t € [0, 1]} on montre facilement
que {Tn, (t), t € [0,1]} converge en loi vers {I'(t), t € [0,1]} lorsqu’on munit
’espace C([0, 1]) des fonctions continues sur [0, 1] de la topologie de la convergence
uniforme (voir Billingsley [2]).

En utilisant la continuité de la fonction «sup», (cf. Billingsley [2]), sur I'espace
C(]0,1]), on a alors la proposition suivante.

PROPOSITION. Sous I’ hypothése Ho, pour toutn > 0,0na :

lim P ( sup 'y, (t) > n) =P ( sup ['(t) > 17> O 9)

Niy—o0 te[0,1] te[0.1)
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Construction du test
Pour la construction du test, nous prenons comme région de rejet

{ st 03}
te[0,1]

ot pour un a donné dans [0, 1], le seuil 7, est déterminé par :

Pl sup T'(#) 214 | €@ (10)
tel0,1]
Le tableau suivant présente la répartition de la loi de sup I'(¢) pour les
tef0,1]
~ . 3 5 7 - 0 75
fonctions ¥ (t) = t” avec p = 1, 3'3'% et la fonction g, (¢t) = t%*°.

Pour o donné, on lit 7, tel que P ( sup T'(¢) > na) =aq.
te(0,1]

gn(t) = *7 o
Y(t) =t° a=1% | a=5% | a=10% | a=15%
p=1 1.22952 0.89089 0.70427 0.61690
p=23/2 0.57135 0.40679 0.33460 0.28987
p=>5/2 0.14116 0.09638 0.07810 0.06513
p="71/2 0.03507 0.02338 0.01872 0.01565

3. Application et Discussion

Dans cette partie nous proposons une application du test étudié ci-dessus aux
données concernant le nombre de naissances enregistrées a Liverpool entre 1’année
1960 et I’année 1982 (Simpkin et Downham [13]). Au travers de ces naissances, on
s’intéresse a I’hypospadias, maladie rare issue d’une malformation congénitale. Il est
admis (Simpkin et Downham [13]) que le nombre de malformations pour une année
donnée 1, suit une loi de Poisson. En effet, si la proportion d’une telle malformation
durant I’année 7 (soit A) est supposée constante, et si le nombre total de naissances
durant la méme année est n;, alors le nombre de telles malformations pour I’année ¢
est une variable aléatoire X; de loi approximativement de Poisson de paramétre n; \.
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Nous avons appliqué le test décrit au paragraphe 2, pour différentes fonctions
de pénalisation.

La figure 1 montre que la fonction g, la plus adaptée a ces données est la
fonction décrite dans le paragraphe 2 et au sous paragraphe construction du test, et
qui a servi a construire 7,  savoir, la fonction %75,

12,

1.1-

1.0

0.9 - =

0.8 ] .

0.7 s

- 110.75
L

0.6 e cesesssane

0.54 .

Z|z
x

[ 4

0.4- - —
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0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 k/n

FIGURE 1
Choix de gn(t)

La figure 2 représente les trajectoires des processus du rapport de vraisemblance

. . . " 357
pénalisée pour les différentes fonctions de pénalisation¢(t) = t? avec p = 1, 3'3'5

Ny,
Le tableau 1 représente les résultats obtenus dans lesquels 'y, (—N—k)
n/p

désignent (pour différentes valeurs de p) les rapports des vraisemblances maxi-

males, et les valeurs soulignées sont évaluées au point k donné par : k =
Ni,

arg maXi<k<nI'n, | = }-
Np

Dans la figure 2 comme dans le tableau 1, on remarque une zone de rupture
([9, 11]) instable.

Simpkin et Downham [13] montrent que I’estimateur k de Iinstant de rupture k
obtenu par la méthode du maximum de vraisemblance sous I’hypothése alternative est
obtenu pour k = 11.TIs considgrent que le logarithme du rapport des vraisemblances
maximales non pénalisées (a une constante prés) se comporte asymptotiquement
comme une variable du x? 4 2 degrés de liberté.
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Tn, (%—f») pour différentes valeurs de p

La figure 3 donne le taux de prévalence (i.e. la proportion — de nouveaux
n;

. . > . . g
nés ayant la malformation) en fonction de 1’année et montre clairement une zone de
rupture se situant dans I’intervalle [8, 12].

3.0
o
o
= 20
ol
(=1
\0
)
k=]
3
g
@
§ 1.0
B
(=Y
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J

1 3 S 7 9 11 13 1S 17 19 21 23 année

FIGURE 3
Taux de prévalence observés pour I’ hypospadias
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TABLEAU 1

i |année| n; |z;|Cn, (71;71{) - Tn, (7%);;:3/2 I'n, (vani)p=5/2 Cn, (gri;)p=7/2
1 [ 1960 (1794326

211961 | 1866322 0.244320 0.084040 0.009944 0.001177
311962 | 1816521 0.700719 0.282966 0.046144 0.007525
411963 1762628 0.804799 0.357793 0.070717 0.013977
5 (196411786618 1.741452 0.823825 0.184367 0.041260
61965 |16217{19 2.575014 1.260893 0.302326 0.072489
7 | 1966 | 1509925 2.808473 1.299042 0.322179 0.079905
8 | 1967 [13970| 19 3.110927 1.555277 0.388726 0.097158
911968 {13269 6 5.287970 2.626470 0.647947 0.159848
10| 1969 | 1266227 4.412562 2.157191 0.515566 0.123220
1111970 [ 1205510 5.841753 2.786259 0.633837 0.144190
12] 1971 {10791 |24 4.910265 2.270024 0.485156 0.103689
1311972 | 9696 |28 3.384643 1.508231 0.299487 0.059469
1411973 | 8652 |22 2.563952 1.096274 0.200418 0.036640
151 1974 | 7987 |23 1.694556 0.691273 0.115037 0.019144
16| 1975 | 7394 120 1.136998 0.439815 0.065810 0.009847
1711976 | 7241 |17 0.838731 0.304390 0.040091 0.005280
18] 1977 | 6962 | 14 0.709352 0.238547 0.026977 0.003051
191 1978 | 7161 |21 0.324268 0.098633 0.009125 0.000844
20| 1979 | 6946 |15 0.217749 0.058099 0.004136 0.000294
2111980 | 6821 [15 0.127708 0.028249 0.001382 0.000068
2211981 | 6989 |15 0.064456 0.010144 0.000251 0.000006
23] 1982 | 6784 (20
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En effet, on constate dans cette zone des écarts considérables par rapport aux
écarts situés en dehors de cette zone. L’estimation ponctuelle proposée par Simpkin
et Downham [13], n’envisage pas une éventuelle rupture avant ou aprés ’instant 11.
En effet, la méthode proposée est basée sur la fixation de I’instant de rupture, estimé
en 11, c’est-a-dire, que leur statistique de test est conditionnée par I’instant k.

Nous avons appliqué le test étudié au paragraphe 2, a diverses fonctions de
pondération, et le test détecte systématiquement une rupture significative située entre
les instants 9 et 11. Ceci permet d’envisager un intervalle de confiance [9, 11] pour
I’instant k de rupture.

4. Modele Bayésien

Dans cette partie, pour I’approche bayésienne, nous proposons le modele
suivant :

XiN’P(ni)\l) si i=1,...,k
XiN'P(n,;)\Q) si i=k+1,...,'ll

Le test étudié ici est le suivant :
Hy : k=n (pasderupture \; = As)
Contre
Hy :1<kgn—-1

On suppose ici k, A; et Ao indépendants.

Le test proposé utilise ’analyse bayésienne informelle, basée sur la loi a
postériori du parametre k de I’instant de rupture (Diaz [4]). L’avantage de cette
procédure est qu’elle ne requiert pas d’asymptotique.

4.1 Procédure de détection

La fonction de vraisemblance est donnée par :

e~ MNn A3 sik=n

L(zq,..., 2ol k, Ap) . .
(21 ZnlAs 2) {e"\lN*_’\ZNk AE Ak sik#n

n k n
Sn=) T, SE=) T Sk= Y T
i=1 i=1 i=k+1
Pour les parametres A; et A2, nous avons choisi les lois a priori (impropres) :

1 . .
A;) = —, 7 = 1,2. Ce choix est d’'une part motivé par des raisons techniques, et
J
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d’autre part, conforme a ce qui est utilisé couramment dans la littérature (Diaz [4],
Raftery et Akman [10], Smith [14]).

Pour le paramétre k, nous avons choisi les lois a priori suivantes :

1-—
vo(k) = plig=n) + 'nTIl)l{lgksn—l}

1 —p)*
vi(k) = plig=n} + %_—Z))ml{lsksm}

Ck_ pk(l __p)n—k
k) = pliren n-l 1{1cken—
vo(k) = plix=n) + 1= (1 _pn T Lusken-1)

Laloi vy a été utilisée par Diaz [4] et les lois v/; et vo sont obtenues a partir des
lois (modifiées) géométrique et binomiale respectivement.

Les lois a posteriori pour le parameétre k sont (pour j = 0,1,2):

Vj(k)i—g—HNs’,‘, sik=n

(k| z1,...,Zn) S ) (st ‘
uj(k)%—g% sik£n
& (VE)
k n
ot ~y(.) désigne la fonction Gamma, s, = Z Tiy Sf, = Z z;.
=1 i=k+1

En effet, les lois a postériori précédentes s’obtiennent de la formule classique
de Bayes, et de I’indépendance de Ay, k et A2. A savoir,

1

l/j(k‘) Aoo Aw L(zl, SN ,.’L‘nl)\l,k,/\Q)f()\l)f(/\g)d)\l d)\g
fj(l‘l, ey xn)

ik | z1,...,2,) =

avec
fi@y,. .. zn) = ;uj(k) /000/000 L(z1, ..., Za| A,k A2) F(A) F(A2)dA; dAt .

Nous avons alors,

l.sik=mn,

oo n x; 00
/ L(z1,. .., Zp| A1, n) f(A1)dN = (H ’;) (/ A;"—le-*lN"d/\,)
0 ] 0

i=1 7Y

L en fait pour k = n, L ne dépend que de A1, ce que nous n’avons pas fait apparaitre dans ces formules
pour ne pas alourdir ’écriture.
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/ / L(z1, - ZalA1 b A2) FA) F(A2)dA; d)
0 0

n x,

i=1

4.2 Résultats et commentaires

TABLEAU 2

(E5) ([ o) ([
xT;! 0 0

mo(2)
p=0.1

mo(1)
p=0.5

mo(4)
p=0.9

mo (%)
p=20.1

mo (%)
p=0.5

(%)
p=209

2.06 10711

2.06 10711

2.06 10711

13

1.68 104

1.68 1074

1.68 1074

83510~ 1!

8.3510° 11

8.35107 1

14

8.391076

8.39 106

8.39 106

6.66 10~10

6.66 10710

6.66 10710

15

1.87 1077

1.8710°7

1.87 107

4.66 10710

4.66 1010

4.66 1010

16

1.48 108

1.48 108

1.48 1078

1.79 108

1.79 1078

1.79 1078

17

4.58107°

4.58 1079

4,58 1079

3291077

3.29107

329107

18

4.40107°

4.4010°

4.40 10~°

2521077

2.521077

2521077

19

3.09 10710

3.09 10710

3.09 10710

1.69 10-¢

1.69 10~¢

1.69 10-6

20

22110710

2211010

22110710

1.351072

1.351072

1.35102

21

1.66 10710

1.66 10710

1.66 10710

6.80 10

6.80 10~

6.80 10~

22

2.1510710

2.151071°

2.1510710

9.2410°!

9.24 1071

9.2410~1

23

6.76 10~ 11

6.08 1010

5.47107°

6.191072

6.191072

6.19 1072

On constate que la probabilité a postériori est maximale pour i = 11. Pour
i € {9,...,12}, la somme des probabilités a postériori est nettement supérieure a
0.95, ce qui permet d’interpréter [9, 12] comme un intervalle de confiance a postériori
de niveau supérieur a 95 % pour I’instant de rupture.

Comme dans le cas précédent et pour p < 0.5 les probabilités a postériori sont
maximales pour 7 = 11 et de méme, on peut interpréter [9, 12] comme un intervalle
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TABLEAU 3

m1(2)
p=0.1

w1 (i)
p=20.5

m1(2)
p=209

w1 (%)
p=0.1

m1(2)
p=0.5

™1 (’L)
p=0.9

5941071

2.09 1078

3.78 1072

13

1.36 10~

4.1510°°

3.07 1077

2.16 10710

4231078

1.53 1072

14

6.1310°¢

1.04 106

1.53107°

1.5510°

1.69 1077

1.221072

15

1.231077

1.16 10-8

3.4310712

9.77 1010

590108

8.5210°¢

16

8.79107°

45910710

2711071

3.3810°8

1.13 108

3281073

17

2.4410°°

7.08 1011

8.3710°16

5.5910~7

1.0410°°

6.02 1073

18

2.11107°

3.4010~11

8.0510°17

3.851077

3.9910°6

461104

19

1.33 10710

1.20 1012

5.66 10719

2331076

1.34107°

3.1010™¢

20

8.6110~ 11

42810713

4.0510~20

1.67 1072

5341072

2.47 1071

21

5811071

1.61 10713

3.0410~2

10

7.5710~4

1.3410°3

1241073

22

6.76 10~ 11

1.04 1013

3.93 1022

11

9.26 10!

9.1410°!

1.69 101

23

7.96 10~ 11

5.60 108

5.06 10~1

12

5.59 1072

3.06 10~2

1.131073
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de confiance a postériori de niveau supérieur a 95 % pour I’instant de rupture. Pour
p > 0.5, 1a probabilité a postériori de non rupture est supérieure a 0.50; ceci montre
que pour cette famille de lois, la procédure ne détecte pas systématiquement une
rupture.

L’examen du tableau 4 montre qu’on retrouve pour cette famille de lois, les
mémes résultats que ceux obtenus pour la premiere famille de lois. Les résultats
obtenus sur les données relatives a ’hypospadias montrent que la premiére et la
derniere famille de lois sont en accord avec la premiére procédure; alors que ceux
obtenus pour la deuxieme famille de lois indiquent I’importance du choix de 1a loi a
priori pour le paramétre de 1’instant de rupture.

5. Conclusion

Chacune des procédures posséde ses avantages et ses inconvénients. La
premiére procédure parait plus appropriée ici car les données sont nombreuses et
par conséquent, I’asymptotique semble naturelle. Malheureusement, celle ci néces-
site le calcul (tres long en temps machine) des seuils asymptotiques en plus du choix
des fonctions de pénalisation. La méthode bayésienne, d’un point de vu pratique,
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TABLEAU 4

ma(i)
p=0.1

ma(1)
p=0.5

ma(4)
p=209

Wg(i)
p=20.1

ma(i)
p=20.5

(1)
p=0.9

1.3110°6

6.50 1016

1.27107%

13

8.5410°7

1.19 1074

6.61 1073

6.2010°6

2.76 1014

4871023

14

3.0510°°

3.8310°¢

1.91 1073

3.66 10~°

1.47 10712

2331020

15

4.03 10~12

457108

2.0510°

1.3510°%

4.8710°12

6.97 10719

16

1.5510~ 14

1.58 1079

6.40107°

2.08 10

6.75 10710

8.69 1016

17

1.88 10716

1.7210°10

6.26 1072

1.201073

3.5110°8

4.0710°18

18

55710718

4601011

1.5010~*

234104

6.1510°8

6.41 10712

19

9.17 1021

6.81 10713

2.00107°

327104

7.7510°7

7.2710~10

20

1.09 10—22

7.32 1014

1.94107°

4.5110°!

9.60 10~3

8.1110°%

21

8.691072%

52310715

1.241075

10

3281073

6.29 10

478 1075

22

5.671072%7

3.0710°16

6.59 1076

11

5.40 101

9.3210°!

6.37 107!

23

7.3110°7

1.6510~10

7.7510°°

12

3.691073

573102

3.52107!

est plus simple a mettre en ceuvre. L’inconvénient de cette procédure, comme on I’a
remarqué, c’est que les résultats dépendent trés fortement du choix de la loi a priori
du parameétre de rupture.
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