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RESUME

Aprés avoir obtenu et interprété géométriquement des expressions simples et sugges-
tives pour le nombre moyen d’inspections périodiques et pour le temps moyen de détection
de la défaillance d’un systéme, on va analyser la validité des approximations considérées par
SCHNEEWEISS [7] pour le temps moyen de détection et par NAKAGAWA et YASUI [5]
pour la période d’inspection. En outre, on va comparer les valeurs du cofit total moyen mini-
mum avec les valeurs correspondantes de deux solutions approchées. Finalement, on se posera
la question de 'importance du type de distribution du temps de vie du systéme, par rapport
au colt minimum, A titre d’exemple, on considérera des distributions avec : taux de défaillance
décroissant, constant, croissant, (courbe en baignoire) et aussi le cas ol le taux de défaillance
croit initialement et décroit ensuite.
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1. INTRODUCTION

En partant d’un résultat obtenu par SCHNEEWEISS [7] (qui considére que
'intervalle moyen de temps entre la défaillance d’un systéme surveillé périodi-
quement et sa détection est approximativement égal a la moitié de la période
d’inspection), NAKAGAWA et YASUI [5] ont obtenu une valeur approchée (facile
a calculer) pour la période d’inspection qu'’ils ont comparée avec la valeur exacte
qui minimise le colt total moyen par cycle. Toutefois, il nous semble que ce
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qui doit étre fondamentalement comparé dans un probléme de ce genre, ce n’est
pas la valeur correcte de la période d’inspection avec une valeur approchée, mais
les coiits totaux moyens correspondants a ces valeurs-ld. Voild la question qui a
conduit 4 cet article.

Bref, le probléme qu’on va étudier, alors, peut se présenter de la fagon
suivante :

1) soit un systéme avec deux états seulement : 'un, de bon fonctionnement
et I’autre, de mauvais fonctionnement ;

2) ce dernier, résultant d’une défaillance, est seulement connu par inspec-
tion, qu’on suppose de durée nulle et périodique ;

3) la durée de I’état de bon fonctionnement (temps de vie du systéme) est
une variable aléatoire, dont la fonction de répartition est connue ;

4) il existe un colit pour chaque inspection et un coit pour chaque unité
de temps de mauvais fonctionnement ;

5) on considére que la probabilité d’erreur a chaque inspection en ce qui
concerne I’état du systéme, est nulle.

La question qui se pose alors est de déterminer I'intervalle de temps (période)
entre les inspections périodiques, de telle fagon que le coit total moyen par cycle,
résultant du coiit des inspections et du coiit de la durée de mauvais fonctionnement,
soit minimum. On considére qu’un cycle commence avec le systéme a 1’état neuf
et finit quand la défaillance est connue.

Comme domaines probables d’application on peut considérer, par exemple,
la Médecine, ’Energie Nucléaire, la Défense Nationale et le Controle Statistique de
la Qualité.

Ce probléme a été étudié et il I’est encore dans des conditions plus générales.
Ainsi, par exemple, BARLOW et PROSCHAN [1] traitent le cas o les inspections
peuvent ne pas étre périodiques, montrant que, dans certaines conditions, il existe
(et il est possible de la déterminer) une séquence optimum d’instants d’inspection.
Toutefois, devant la difficulté de calculer ces instants-la d’inspection, certains
auteurs ont proposé des solutions alternatives qui, bien qu’approchées, ont I’avan-
tage d’étre plus facilement calculées. Ainsi, on peut se référer a MUNFORD et
SHAHANI [4] et NAKAGAWA et YASUI [6].

Bien que, d’une fagon générale, les inspections non périodiques correspondent
a de moindres coits, le fait est que les inspections périodiques ont I’avantage
d’étre commodes dans les applications pratiques.

En outre, on vérifie que dans le cas de la distribution exponentielle, qui
est largement utilisée en fiabilité, la solution obtenue par BARLOW et PROSCHAN
[1], par exemple, conduit a des inspections périodiques. Voila, donc, I'intérét
qu’elles suscitent.

2. MINIMISATION DU COUT TOTAL MOYEN

Considérons les variables aléatoires suivantes :

T — temps de vie (ou de bon fonctionnement) du systéme ;
D — temps de détection de la défaillance du systéme (intervalle de temps entre
le moment de la défaillance et le moment de sa détection) ;
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N — nombre d’inspections périodiques du systéme, allant jusqu’a celle ou la défail-
lance est détectée (i.e. nombre d’inspections périodiques, y compris celle ol
la défaillance est détectée) ;

C — cout total, résultant du cout des inspections et du cot de mauvais fonction-
nement.

Soit encore C, et C,, respectivement, le coit de chaque inspection et le coit
par unité de temps de mauvais fonctionnement du systéme.
Si on représente par E(X) 'espérance mathématique d’une variable aléatoire
générique X, alors on peut écrire :
E(C) = C,E(N) + C,E(D) e}

E(N) et E(D) étant des fonctions de la période d’inspection P ; la question
qui se pose alors est de déterminer une valeur P, de P, qui minimise le coat total
moyen E(C) pendant un cycle.

2.1. Nombre moyen d’inspections

Le nombre moyen d’inspections périodiques E(N) jusqu’a détection d’une
défaillance est donné par

E(N) = i (k + 1)f(k+m £(t) dt Q)
k=0 kP

ou(k+ 1)P,k=0,1,2,..., sont les instants d’inspection et f(t) est la fonction
densité de probabilité du temps de vie T du systéme.

En développant I'expression précédente, on obtient :

EN) =2 R(kP) 3)
k=0
ou R(t) = 1 — F(t) est la fonction de fiabilité du systéme.

On peut remarquer que le résultat précédent, au-dela de sa simplicité, admet
une interprétation géométrique suggestive: E(N) est la somme des ordonnées de
la courbe R(t) prises a l'origine et correspondant aux instants d’inspection kP,
k=1,2,3,...

En utilisant le résultat (3) on peut montrer que, si P, et P, sont deux valeurs
de la période d’inspection telles que

m = valeur enti¢re de P, /P,

et si E(N), et E(N), sont les valeurs de E(N) correspondantes, alorson a :

m—-1 _E(N),
m-— —— < <m+1
EN), EN),
On vérifie aussi que :
P E(N
m——— . (m—l)<-22-<m+l
E(T) E(N),
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2.2. Temps moyen de détection de la défaillance

Le temps moyen de détection de la défaillance E (D) est donné par
E(D) =PEN) — E(T) 4)

En utilisant le résultat (3) et en rappelant que

E(T) = ) R(t) dt 5
M=/ RO ®)
alors, on peut écrire I’expression (6) :
ED)= 3 PRUP)— [ T R() dt )
k=0 0

Ce résultat admet aussi une interprétation géométrique simple et suggestive.

- En effet, on peut dire que E(D) est donné par la différence de deux surfaces: I'une,
correspondant 3 ZPR(kP), qui n’est autre que la somme des surfaces des rectangles
de base P centrés sur kP, k =0, 1, 2,..., et de hauteurs R(kP) ; I’autre, corres-

pondant a E(T), qui est la surface définie par I'intégrale f ~ R(t) dt.
o

On rappelle que NAKAGAWA et YASUI [S] ont écrit :
d P
ED)= X [ [F(t+KkP)—F(P) dt
k=0 Y0

L’interprétation géométrique donnée nous conduit facilement a la compré-
hension des résultats suivants :

a) Pour des valeurs petites de P, la valeur de E(D) est approchée de P/2. On
peut se rappeler que SCHNEEWEISS [7], en considérant un linéarisation de f(t)
en [kP, (k + 1)P), a obtenu I’approximation

P£(0
( )] o

E(D) ~P/2 [1 i

Ce résultat, cependant, qui n’est valide que pour f(0) < oo, pourrait nous
conduire 4 la conclusion E(D) = P/2, ce qui n’est pas toujours vrai, comme l’inter-
prétation géométrique antérieure et les valeurs numériques obtenues peuvent nous
le montrer.

b) Si F(t), et donc R(t), admet une approximation linéaire en [kP, (k + 1)P],
alors E(D) = P/2 (NAKAGAWA et YASUI [5]).

2.3. Coiit total moyen minimum et deux solutions approchées

En utilisant (1), (3) et (4) on obtient

P
E(C) = C, E(T) 3[% ¥ E(T)] E(N) - 1 é ®
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ou 7=C,/C,.
Le cot total moyen minimum, que nous désignons par E(C),, est obtenu
pour une valeur P, de P qui vérifie I’égalité suivante :

E(N)+(+P)—@ 0 9
- ©)

En utilisant (3) et considérant que la dérivation peut étre effectuée (il est
suffisant pour cela que f(t) soit une fonction continue), on obtient a partir de (9)

S R&P)—(r+P) i k f(kP) = 0 (10)
k=0 k=1

Dans le cas ou la distribution est exponentielle, c’est-d-dire R(t) = exp(— At).
ona:
exp(\P)— (1 + A7+ AP)=0 an

Cette equation admet, c’est évident, une solution unique en P.

Dans le cas général, il se peut que I’équation (10) n’ait pas une solution
unique en P, et, de surcroit, elle présente des difficultés de résolution. On cherche,
alors, une valeur approchée Py de P, qui soit facilement obtenue et qui conduise
a un coit approché de E(C),.

NAKAGAWA et YASUI (5] ont montré que si E(D) = P/2, alors, la valeur
Pg qui minimise E(C) est donnée par

=+27E(D) (12)

Dans le cas ou la distribution est exponentielle, c’est-a-dire R(t) = exp(— At),
ce résultat peut étre obtenu facilement & partir de (11), en utilisant I’approxima-
tion :

Les auteurs précédents ont comparé ensuite, pour la distribution de
WEIBULL, la valeur de Po, obtenue a partir de (12), avec la valeur de P, obtenue
a partir de (10). IIs ont conclu que pour 1,5 <f<2,5 (8: paramétre de forme
de la distribution de WEIBULL) les erreurs relatives de P; étaient, au plus, 10 %
environ.

Il nous semble, toutefois, que ce qui doit étre comparé dans un probléme
de ce genre, ce sont les colts et non pas les périodes d’inspection, car il se peut
qu’il existe une trés faible sensibilité de ceux-13, relativement a celles-ci.

Bien que, dans un probléme d’inspection périodique, le résultat qui importe
(du point de vue pratique) soit I'intervalle optimum entre inspections (ou alors,
une valeur approchée), la vérité est que (du point de vue économique) on peut
aussi avoir besoin de déterminer le coGt total moyen minimum (ou alors, une
valeur approchée). C’est pour cela, et aussi avec I’'objectif de comparer ensuite leurs
valeurs, que nous allons indiquer, au-dela du cout total moyen minimum E(C),,
deux approximations que nous désignons par E(C)] et E(C)}. Ainsi:

a) En résolvant I’équation (10) on obtient une valeur Py, laquelle, rempla-
cée en (8), nous permet d’obtenir E(C), que nous pouvons écrire de la fagon
suivante

B(©p = CE(D) | [ﬁ + E(T)] kZO R&B)—1]  (13)
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b) En utilisant la valeur approchée Py, obtenue a partir de (12) et en consi-
dérant dans I’expression (1) que E(D) = P/2, on obtient une approximation E(C);
donnée par

E(C)] = C, E(T) [7/(2 E(T)) + v/ 27/E(T)] (14)

c) En utilisant encore I'approximation Py, mais sans imposer pour le moment
E(D) = P/2 dans I'expression de E(C), on obtient alors la valeur correcte du
colt total moyen E (C)} correspondant 4 P§, qui est donnée par

Pt O
E(C); =C2E(T)z [E(TT) + E((”;‘)] k},:o R(KP)) — 1 (15)

3. EXEMPLES D’APPLICATION. COMPARAISON DE RESULTATS

En utilisant les résultats établis précédemment, nous allons faire mainte-
nant, pour différents types de distributions de T et pour différentes valeurs du
rapport 7/E(T), les comparaisons suivantes. Par simplicité d’écriture, on peut
admettre sans perte de généralité que E(T) = 1.

a) P,/2 avec E(D),, en calculant

P,/2 — E(D),
Q=-2"""2 100 %) (16)
! E(D),
b) Py avec P, en calculant
P(; — Po
Q, = .100 (%) (17)
Py

c) E(C); avec E(C),, en calculant
_ E(C); —E(C)o

3 EC) . 100 (%) (18)
d) E(C); avec E(C),, en calculant
C), —
Q= w . 100 (%) (19)

E(C)o

Pour faire les comparaisons ci-dessus, on considérera les cas 7/E(T) = .0125,
.05, .2, .8. En outre, en ce qui concerne les types de distributions de T, on consi-
dérera les cas les plus intéressants ou le taux de défaillance h(t) = f(t)/R(t) est
décroissant (WEIBULL, ot R(t) = exp(t/a)®, g =.7), constant (WEIBULL,
B =1 — exponentielle), croissant (WEIBULL,8=1.5,2.0,2.5,3.0,4.0,5,0,7.0),
en forme de baignoire (HJORTH [2], ou R(t) = exp(— 5t3/2)/(1 + pt)° /¢,
0 =p=1,8 =.01) et le cas ou le taux h(t) est initialement croissant et aprés
décroissant (log-normal, od f(t) = exp [— (log t — u)?/2 0*]/(\/27 ot), o = 1).

Les résultats obtenus sont fournis dans le tableau 1. On peut remarquer
que dans l'article d¢ NAKAGAWA et YASUI [5] il y a des valeurs qui n’ont pas
une représentation exacte.
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On peut mettre en évidence les conclusions suivantes, parmi d’autres :

a) Pour la distribution en forme de baignoire et pour la distribution de
WEIBULL avec $=.7 et B = 1, on vérifie que E(D) est toujours supérieur
a P/2, et d’autant plus que 7/E(T) est plus élevé. En outre, pour la distribution
de WEIBULL avec g élevé et, plus spécialement pour des valeurs élevées de 7/E(T),
on vérifie que E(D) peut étre considérablement plus petit que P/2, ce que I'approxi-
mation (7) ne prévoyait pas. En outre, on vérifie que pour § = 2 ona E(D) ~P/2
pour presque toutes les valeurs indiquées de 7/E(T). Ces résultats sont facilement
compréhensibles si on se rappelle I'interprétation géométrique de (6) et ’évolution
de la convexité (positive ou négative) de la courbe R(t) pour chacune des distri-
butions.

b) La valeur de P;, comme NAKAGAWA et YASUI [5] I’avaient déja vérifié,
peut s’éloigner sensiblement de P, (prenant des valeurs supérieures ou inférieures),
et cela plus particuliérement pour de grandes valeurs de 7/E(T) — situation ol
P/2 est une mauvaise approximation de E(D). Dans le cas de la distribution de
WEIBULL ol § = 2 on peut dire que P, et P, sont presque égales.

c) Les coits approchés E(C); et surtout E(C); , S'écartent beaucoup moins,
en valeurs relatives, du coit minimum E(C), que la valeur approchée de la période
d’inspection P, ne le fait de la valeur Py, pour les distributions log-normale et en
forme de balgnou'e et pour la distribution de WEIBULL avec $ < 3. En particulier,
on peut considérer que E(C)2 est presque minimum pour les distributions ci-dessus,
car lerreur relative pour les valeurs indiquées de 7/E(T) est souvent trés proche
de zéro. On peut alors conclure que I'approximation obtenue par NAKAGAWA
et YASUI [5] est presque optimum du point de vue des coits, ce que leur article
ne mettait pas en évidence. La justification de ce fait est la suivante : d’une fagon
générale, quand la période d’inspection augmente (diminue), on vérifie que E(N)
diminue (augmente) et, parallélement, E(D) augmente (diminue), ce qui signifie
que E(C) est peu sensible aux variations de P, surtout si celles-ci sont petites.

En outre, on peut vérifier que pour les valeurs élevées de B, les erreurs rela-
tives de E(C) 1 et E(C)2 peuvent étre assez elevees méme supérieures aux erreurs
relatives de P;. Dans ce cas, on peut dire que P est une mauvaise approximation de
P, (on constate que dans ce cas une augmentatlon de P peut provoquer une diminu-
tion simultanée de E(N) et de E(D)). Notons cependant que pour des distributions
ou le taux de défaillance croit trés vite (cas de la distribution de WEIBULL avec 8
élevé), on préfére une politique d’inspection non périodique, avec des intervalles
décroissants entre les inspections consécutives — voir, par exemple, BARLOW et
PROSCHAN [1] et MUNFORD et SHAHANI [4].

4. IMPORTANCE DU TYPE DE DISTRIBUTION

Au paragraphe précédent, pour une distribution donnée, on a comparé dif-
férentes grandeurs. Maintenant, nous allons analyser la question suivante : est-ce
que les couts totaux moyens minimums, relatifs 4 deux distributions différentes
avec la méme espérance E(T), sont différents? Ou, en d’autres termes, est-ce
que E(C), dépend essentiellement de E(T) et non du type de la distribution?

A ce propos, on peut remarquer que cette méme question, bien que for-
mulée en d’autres termes, se pose en contrdle statistique de la qualité (voir, par
exemple, MONTGOMERY [3]).
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Supposons alors que les distributions précédemment utilisées aient la méme
espérance (E(T) = 1, par exemple, bien que cela ne soit pas nécessaire), et voyons
comment E(C), varie d’une distribution a une autre. Une fagon simple de le faire
est de considérer la grandeur

_ EC)—E@©);

N 20
E(C), @9

ol E(C);, donnée par (14), étant indépendante des distributions, est prise comme
valeur de référence.

On a présenté dans le tableau 2 les valeurs obtenues de Q. On peut vérifier
qu’il y a une variation importante de Q, et donc de E(C),, en particulier pour de
grandes valeurs de 7/E(T). Ceci veut dire par conséquent que le colit minimum
E(C), (et aussi E(C);) peut dépendre assez fortement du type de distribution et
non seulement de E(T). Cependant, pour de petites valeurs de 7/E(T), pour la
distribution de WEIBULL avec B€E (1,3) et pour la distribution log-normale, on
peut dire que la dépendance est faible. Cela est justifié parce que 'approximation
E(D) = P/2 est bonne dans ces cas-1a.

TABLEAU 2

Valeurs obtenues pour Q, pour différentes valeurs de 7/E(T) et pour des
distributions ou le taux de défaillance h(t) est décroissant, constant,
croissant, en forme de baignoire et le cas ol le taux h(t) est
initialement croissant et aprés décroissant.

T /E(T)

DISTRIBUTION 0125 .0500 .2000 .8000
0.7 4.5 7.1 11.4 18.2

1.0 1.3 2.7 5.4 10.9

1.5 0.1 0.4 1.3 4.1

WEIBULL 2.0 0.0 0.0 0.0 0.1
2.5 0.0 0.0 -n.2 -4,3

B = 3.0 0.0 0.0 -0.2 -9.5
4,0 0.0 0.0 -2.4 -18.2

5.0 0.0 0.0 -13.8 -24.1

7.0 0.0 -0.3 -28,8 -31.5

HJORTH 3.5 6.2 11.1 19.1
LOG-NORMAL -0.1 0.0 2.3 9,2
z(c): /(G E(T)) 1644 3612 .7325 1.6649
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5. CONCLUSIONS FINALES

En utilisant des résultats simples pour le nombre moyen d’inspections pério-
diques et pour le temps moyen de détection de la défaillance, auxquels on a donné
une interprétation géométrique suggestive, on a obtenu, en résumé, les conclusions
suivantes :

a) Le temps moyen de détection de la défaillance E(D) peut prendre des
valeurs assez différentes de P/2, soit supérieures soit inférieures, sauf pour de petites
valeurs de 7/E(T) et pour des distributions ou R(t) présente un point d’inflexion.

b) La valeur de la période d’inspection P, qui minimise E(C) peut étre
assez différente (supérieure ou inférieure) de celle qu’on obtient 4 partir de I'ap-
proximation de NAKAGAWA et YASUI [5], sauf pour les cas ou 7/E(T) est assez
petite et pour des distributions ol R(t) présente un point d’inflexion (situations
oiona E(D) =~ P/2).

c) Le colt total moyen E(C);, obtenu a partir de I'approximation P;,
s'éloigne moins d’une fagon générale, du coiit minimum E(C),, correspondant a
Py, que Py ne le fait de Py ; cela signifie qu’il existe une faible sensibilité de E(C)
par rapport a P. Ce fait permet de considérer comme intéressante la valeur ap-
prochee P dans les applications pratiques. En outre, on peut estimer que le coiit
E(C)l, dont la détermination exige seulement la connaissance de E(T) et de C,
et C,, est une bonne approximation de E(C), et de E(C)2 quand les valeurs de
7/E(T) sont petites.

d) Le type de distribution du temps de vie T du systéme est important quand
on veut calculer le colit minimum E(C)0 (et aussi E(C)z) En d’autres termes, si
nous avons deux distributions avec la méme espérance E(T), il se peut qu’il existe
une différence sensible entre les valeurs respectives de E(C),, sauf dans les cas ol
7/E(T) correspond i de petites valeurs.

2

En ce qui concerne les exemples d’appllcatlon on s’est limité (au dela des
valeurs de 7/E(T) assez différentes) au cas ou le taux de défaillance est décrois-
sant, constant, croissant, courbe en baignoire et d celui ou le taux croit initiale-
ment et décroit ensuite.
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